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CAPITOLO 1
Misure positive

Esaminiamo in questo capitolo la nozione di misura positiva di un insieme astratto
come generalizzazione delle familiari nozioni elementari di area e volume che sono
definite in geometria in maniera operativa per particolari tipi di insiemi elementari
del piano e dello spazio. Che cosa dovrebbe dunque essere una misura positiva
su un insieme astratto X? Una prima risposta potrebbe essere che una misura
positiva debba essere una funzione p non identicamente nulla che ad ogni insieme
A contenuto in X associa un numero non negativo p(A) > 0 o eventualmente
1(A) = 400 in maniera che sia (@) = 0 e che per ogni coppia di insiemi A e B di
X valgano le seguenti proprieta:

e se AN B = &, deve essere (AU B) = u(A) + u(B);
e se A C B, deve essere u(A) < u(B);

oltre ad eventuali proprieta aggiuntive collegate alla specifica natura dell’insieme X.
Queste proprieta prendono il nome di finita additivita e monotonia rispettivamente.
Queste richieste nella forma delineata sopra risultano pero contemporaneamente
troppo deboli e troppo forti: troppo deboli poiché la finita additivita della misura
determina una nozione di integrale insoddisfacente nel senso che la classe delle fun-
zioni integrabili risulta limitata e l'integrale risultante privo di proprieta importanti
e troppo forti perché l'ipotesi di associare la misura a ogni sottoinsieme di X risulta
incompatibile per X = R con I’esigenza di ottenere una misura che generalizzi le
nozioni di area e volume (Sezione 5.3).

L’idea di Lebesgue (ma non solo) per uscire da questa apparente impasse consiste
nell’indebolire le richieste precedenti chiedendo da una parte che la nozione di misura
si associ soltanto agli elementi di una classe selezionata di insiemi “buoni” di X
che chiameremo misurabili e al contempo nel rinforzarle chiedendo che la proprieta
di additivita che si estende in modo ovvio da due a un numero finito qualunque
di insiemi misurabili disgiunti valga per tutte le successioni numerabili di insiemi
misurabili disgiunti di X. Come vedremo in questo capitolo questa nozione di misura
e la conseguente nozione di integrale ad essa associata realizza un felice punto di
equilibrio tra generalita della definizione e proprieta dell’integrale che ne risulta.

1.1. Classi di insiemi

In questa sezione esaminiamo alcune classi di sottoinsiemi di un insieme ambiente
dotate di vari gradi di stabilita rispetto alle operazioni insiemistiche di unione,
intersezione e passaggio al complementare.

Anelli e algebre di insiemi. Sia X un insieme astratto non vuoto. Una collezione
non vuota R di sottoinsiemi di X con le seguenti proprieta:

(R1) E,FeR = EUFEeTR;
(R2) E,FeR = E\FeR;

5



6 1. MISURE POSITIVE

si dice anello di insiemi di X e gli elementi di R si dicono insiemi R —misurabili.
Analogamente, una collezione non vuota A di sottoinsiemi di X con le seguenti
proprieta:

(Al) E,FEA = EUFcA

(A2) F€e A = E°‘cA;
si dice algebra di insiemi di X e gli elementi di A si dicono insiemi A —misurabils.

Elenchiamo nelle due proposizioni seguenti alcune proprieta elementari di anelli ed
algebre di insiemi.

PRrROPOSIZIONE 1.1. Sia R un anello di insiemi di X. Allora,
(a) I ER;
(b) ELFER = ENFER;

FiU---UFE, €R

(C) FEi,....E, e R =
Ein---NnE, eR.

Infatti, per (b) sitha ENF =(EUF)\ [(E\F)U(F\E)].
PRrROPOSIZIONE 1.2. Sia A un’algebra di insiemi di X. Allora,
(a) @,X € A;
(b) ELFEA = ENFeA
(c) E,FEA = E\FeA
EiU---UE,c A

d) Ei,....,.E,e A —
(d) £ {EmmmEneA.

Pertanto, ogni algebra di insiemi di X € un anello di insiemi di X e un anello R ¢
un’algebra se e solo se X € R.

EsEMPIO 1.3. (a) Sia X un insieme infinito. La collezione dei sottoinsiemi finiti di
X ¢ un anello di insiemi di X ma non ¢ un’algebra.

(b) La collezione di tutti i sottoinsiemi limitati di R ¢ un anello di insiemi di R ma
non ¢ un’algebra.

(c) La collezione R costituita dall’insieme vuoto e dalle unioni finite di intervalli
limitati e semiaperti inferiormente I = (a,b] (—oo < a < b < +00) di R & un anello
di insiemi di R ma non e un’algebra.

(d) Sia P(X) l'insieme delle parti di un insieme qualunque X. Le collezioni di
sottoinsiemi di X definite da A = {@, X} e A= P(X) sono algebre di insiemi di X
che chiameremo algebra banale e algebra delle parti di X rispettivamente.

(e) Se X & un insieme infinito, la collezione di sottoinsiemi di X definita da
A= {FE: F finito o E° finito}
e un’algebra di insiemi di X detta algebra degli insiemi finiti o cofiniti di X. 0

Gli esempi precedenti sono evidentemente poco significativi e ci limitiamo per ora
ad osservare che in linea di principio esistono anelli ed algebre di insiemi in grande
quantita.

PROPOSIZIONE 1.4. Sia G una famiglia non vuota di insiemi di X e sia
A= ﬂ {A": A" ¢ un'algebra di insiemi di X e G C A'}.

Allora, A é un’algebra di insiemi di X .
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La dimostrazione di questa proposizione ¢ una semplice verifica e lo stesso risultato
vale per gli anelli di insiemi. L’algebra (ovvero 'anello) definita nella proposizione
precedente si dice — con poca fantasia — generata da G. Essa ¢ la piu piccola algebra
A di X per la quale ogni insieme di G ¢ A—misurabile. In genere non ¢ semplice
stabilire da quali insiemi oltre a quelli appartenenti a G stesso sia formata ’algebra
generata da G. Se pero la classe che genera ’algebra € a sua volta un anello di
insiemi, la risposta e fornita dalla proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 1.5. Sia R un anello di insiemi di X. Allora,
A={E: E€R o E°cR}.
e lalgebra generata da R.

L’algebra di insiemi di Esempio 1.3 (e) ¢ quindi lalgebra generata dall’anello di
Esempio 1.3—(a).

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che E € A se e solo se E© € A. Perle leggi di De Morgan,
basta quindi provare che ENF € A per ogni coppia di insiemi ', F' € A. Siano quindi
E,F € A e consideriamo i tre casi possibili. Se E,FF € R,siha ENF € R C A.
SeE€eReFeR,siha ENF=FE\(F° € R C A Infine, se E°, F° € R, si ha
ENF = (E°UF°° e Ae questo completa la dimostrazione. O

Un altro caso in cui e possibile descrivere ’algebra di insiemi generata da una
famiglia di insiemi e descritta nella proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 1.6. Sia £ una collezione di insiemi di X con le sequenti proprieta

e JEE&;
.El,EQGE = ElﬂEQGS;
e Feéf — E°‘=FU---UE, con Eq,...,E, €& disgiunti.

Allora,
A={E: E=EU---UE, con Ey,...,E, € £ disgiunti} .
e Ualgebra generata da €.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che A & un’algebra di insiemi di X.

A tal fine, consideriamo un insieme E € A e proviamo che risulta E° € A. Sia
dunque F € A cosicché E ¢ della forma F = Fy U ---U E,, per opportuni insiemi
Eq,...,E, € & disgiunti. Risulta allora E° = E{N---N ES e ogni insieme E, &
della forma Ef, = Ep1U---UEy, ;. con By, ;€& (j =1,...,jmn) disgiunti per
ogni m. Risulta allora

C
= |J BN B,
ilv“-yin

con sommatoria estesa a tutte le n—uple (41,...,4,) di indici 1 < i, < j,, per ogni
m. Poiché gli insiemi Fy ;, N--- E, ; sono disgiunti e appartengono a £ per ipotesi,
risulta E€ € A.

Consideriamo quindi due insiemi F, F' € A. Risulta allora

F\E=FNE" =(FU---UF)N(E\U---UE) = J Fan B,
h,m
con {Fy,...,Fy} e{Ey,...,E,} famiglie di insiemi disgiunti di £ cosicché anche gli
insiemi F} N E,, appartengono a & e risultano a maggior ragione disgiunti. Risulta

dunque F\ E € Aedacido segue EUF =FEU(F\E) € A
Abbiamo cosi provato che A e un’algebra di insiemi di X e questo prova la tesi. O
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EseMPIO 1.7. La collezione Z formata dall’insieme vuoto e dagli intervalli I se-
miaperti inferiormente I = (a,b] (—o00 < a < b < 4+00) e dagli intervalli aperti
e illimitati superiormente I = (a,+o0) (—o00 < a < +00) verifica le ipotesi di
Proposizione 1.6 e quindi la famiglia

.A:{A: A=LU---UI, conIh...,IneIdisgiunti}.

degli insiemi che sono unione finita di intervalli disgiunti di Z & un’algebra di insiemi
di R. O

Concludiamo questa parte provando che gli anelli di insiemi sono effetivamente anelli
in senso algebrico.

PROPOSIZIONE 1.8. Sia R un anello di insiemi di X. Allora, (R, ,N) é un anello
commutativo.

In particolare, ogni algebra di insiemi di X ¢ un anello commutativo con unita.

DIMOSTRAZIONE. Per la differenza simmetrica si ha

e EAF =FAF, e (EAF)AG = EA(FAG);
e EANZ =F; e EAFE = &
per ogni insieme E, F',G € R e analogamente per l'intersezione risulta
e ENF=FNE; e (ENF)NG=EN(FNG);
e (EAF)NG=(ENG)A(FNG);
per tutti gli insiemi di R. O

o —anelli e 0 —algebre di insiemi. Come evidenziato nelle considerazioni ini-
ziali, siamo interessati ad anelli ed algebre di insiemi per le quali le proprieta di
stabilita rispetto alle operazioni insiemistiche di unione e di intersezione espresse da
Proposizione 1.1—(c) e Proposizione 1.2 —(d) valgano in una forma pit forte cioé per
famiglie numerabili anziché finite di insiemi. Con questa motivazione introduciamo
le definizioni seguenti.

Sia X un insieme astratto (non vuoto). Un anello R di insiemi di X tale che

(oR) E,eR(n>1) e E=|JE, = EeR;

si dice o —anello di insiemi di X e gli elementi di R si dicono ancora insiemi
R —misurabili. Analogamente, un’algebra S di insiemi di X tale che

(cA) EneS(nzl)eE:UEn = FeS;

si dice o —algebra di insiemi di X e gli insiemi di S si dicono insiemi S —misurabili.
E facile vedere che, se R ¢ un o —anello, esso ¢ stabile anche rispetto all’intersezione
numerabile cioe si ha

{En}n€ReE=()E, = EcR.

Infatti, si ha E = E1\ (E1\ E) e, per le leggi di De Morgan, si ha

C
E.\E=EN (ﬂEn> =B\ Ey).
n n
La stessa proprieta vale anche per le o —algebre poiché ogni o —algebra ¢ evidente-
mente un o —anello. Inoltre, la relazione tra o —anelli e o —algebre ¢ la stessa che
sussiste tra anelli ed algebre: un o —anello R di insiemi di X e una o —algebra di
insiemi di X se e solo se X € R.
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EsEmPIO 1.9. (a) L’algebra banale e I'algebra delle parti di un insieme X sono
altrettanti esempi di o —algebre di insiemi.

(b) Sia X un insieme non numerabile. Le famiglie di insiemi
R = {E C X : FE al piu numerabile}
S= {E : E o E° al piu numerabile}
sono un o —anello e una ¢ —algebra rispettivamente di X. O

Come nel caso di anelli ed algebre, & possibile in astratto generare o—anelli e
o —algebre a partire da qualunque famiglia non vuota di insiemi.

PrOPOSIZIONE 1.10. Sia C una famiglia non vuota di insiemi di X e sia

a(C) = ﬂ {S': & ¢ una o —algebra di insiemi di X eC C S'}.
Allora, o(C) é una o —algebra di insiemi di X .
Anche in questo caso la dimostrazione non e altro che una semplice verifica e
lo stesso risultato vale per i o —anelli. La o—algebra definita nella proposizione
precedente si dice ancora generata da C ed ha la proprieta di esssere la piu piccola
o —algebra di insiemi di X per la quale ogni insieme di C ¢ S —misurabile. Inoltre,
la Proposizione 1.5 vale con o —anelli e o —algebre al posto di anelli ed algebre.
Nel caso particolare in cui (X,7) sia uno spazio topologico, vi ¢ una o —algebra
particolarmente significativa perché generata da una classe di insiemi rilevanti di

X: gli insiemi aperti. La o—algebra o(T) generata dalla topologia 7T si chiama
o —algebra di Borel di X e si denota con

B(X) = o(T).

Gli elementi di B(X) si dicono insiemi di Borel di X.
Il teorema seguente fornisce una stima sulla cardinalita della o—algebra generata
da una famiglia di insiemi.

TEOREMA 1.11. Sia C una famiglia non vuota di insiemi di X tale che

e Je(;
o card(C) = ¢ con t > 2.

Allora, card(o(C)) < €.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni collezione F (non vuota) di insiemi di X poniamo

.F*:{UFn: Fne}"oFﬁE}'perognin}.

Sia il piu piccolo ordinale non numerabile e sia
Pq = {a : o ordinale tale che 0 < a < Q}

I'insieme ben ordinato degli ordinali minori di  (Teorema I-1.18). Posto Cy = C,
sia C, definito per induzione transfinita da

Ca=1{ UJ Cs

<8<

per ogni ordinale 0 < av < €. Poniamo

e proviamo che risulta A = o(C).
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Si ha Cy = C C ¢(C). Supponiamo quindi che per 0 < o < Q risulti Cg C (C) per
ogni f < v e sia |J,, An € Co. Allora, per ogni n risulta

AnelJc o AelJos
BLa B<a

e dunque si ha A,,, A € o(C) per ogni n cosicché risulta | J,, A, € o(C).
Abbiamo cosi provato che risulta

e CoCo(C)
ea>0eCgCo(ll)perf<a = C,uCa(C).
da cui segue
{CMG Po: C,C O'(C)} = Py
per il principio di induzione transfinita (Teorema I-1.6). Pertanto si ha
A=JCcoa(C)
a<$

e quindi, avendosi Cy C o(C), per completare la dimostrazione di questa parte resta
solo da provare che A sia una o —algebra di insiemi di X. Si ha

X=gUgUgU---€(C
e quindi X € A. Sia poi A € A e sia a < () tale che A € C,. Allora si ha
A®=A°UA°UA°U---€C]

e quindi per ogni a < f risulta

ceclJaclle | =cs.
y<B v<B
Pertanto A € A implica A°€ A. Infine, siano 4, € A (n > 1). Per ogni n esiste
o < 2 tale che A, € C,,, e quindi esiste 8 < € tale che risulti o, < 8 per ogni n
(Teorema I-1.18 = (c)). Allora si ha

JA4n € (Ucan> cCsCc A

e questo completa la dimostrazione del fatto che A sia una o—algebra. Risulta
quindi

)= J Ca
0<a<)
Si ha per ipotesi card(C) =t > 2 e da

Clz{UAn: AnecoA;ec}

segue che risulta card(Cy) < (28)%0 = % per Teorema I-1.11—(g), I-1.13 e I-1.15
se t ¢ finito o per Teorema I-1.11—(g) e I-1.15 se ¢ ¢ infinito. Supponiamo ora che
risulti card(Cg) < €% per 1 < 8 < avcon 1 < a < Q. Si ha allora

card U Csg| < gRoR, = gho
1<B<a

per Teorema I-1.15—(b) poiché 0 < Ry < €. Per definizione si ha

* *

=G| =|Cu |J ¢

B<a 1<8<a
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e quindi, ragionando come per C;, risulta
card(Cy) < (E%0) = goNo = o
per Teorema I-1.11 - (h) e Teorema I-1.15—(b). Abbiamo cosi provato che risulta
e card(Cy) = &
e card(Cs) <t per f<a = card(C,) < £,

e per induzione transfinita risulta allora card(Cg) < €% per ogni ordinale 0 < a <
e da cio segue infine

card(A) = card( U C(X) < o Ny = o,

a<Q

Infatti si ha €0 > 280 = ¢ce Ny < ¢ (= se vale l'ipotesi del continuo) e quindi risulta
g0 . Ny = % (Teorema I-1.15- (b)). O

COROLLARIO 1.12. Si ha card(B(RY)) =¢ (N > 1).
DIMOSTRAZIONE. Poiché RY ha una base numerabile di aperti risulta
card ((B(R"Y)) < Ryo =280 = ¢

per il teorema precedente. D’altra parte in RV vi sono almeno ¢ aperti distinti e
questo prova ’asserto (Corollario I-1.8). O

Concludiamo questa parte introducendo la seguente terminologia per la relativiz-
zazione di o —algebre di insiemi. Sia & una o —algebra di insiemi di X e sia Y un
sottoinsieme di X. Allora, la collezione di insiemi S(Y") definita da

SY)={EnY: EcS}

€ una o —algebra di sottoinsiemi di Y che si chiama o —algebra restrizione di S ad
X.

Evidentemente, si ha S=8(X) e S(Y)={F: ECY, E € §} quando Y stesso ¢
S —misurabile.

Classi di Dynkin e classi monotone. Esaminiamo in questa parte due ulteriori
classi di insiemi dotati di proprieta di stabilita rispetto alle operazioni insiemistiche
con particolare riguardo alle loro relazioni con le o —algebre. Consideriamo a tal fine
un insieme X (non vuoto) che supponiamo fissato in tutta questa parte.

Una collezione di insiemi D di X con le seguenti proprieta:

(D1) X € D;
(D2) EeD = E°€D;
(D3) E,eD(n>1)eE,NE,=Fperm#n — UEnED;

si dice classe di Dynkin di insiems di X.

L’intersezione di una famiglia arbitraria di classi di Dynkin di insiemi di X & ancora
una classe di Dynkin di insiemi di X e quindi per ogni collezione non vuota C
di insiemi di X esiste una classe di Dynkin definita come in Proposizione 1.4 e
Proposizione 1.10 da

0(C) = ﬂ {D: € CDeD classe di Dynkin}

che € minima rispetto all’inclusione tra le classi di Dynkin contenenti C e che si dice
generata da C. Questo assicura che in linea di principio esistano classi di Dynkin in
abbondanza le quali in genere non risultano essere o—algebre (Esercizio 1.6).
Relativamente alle relazioni tra classi di Dynkin e o —algebre valgono i risultati
seguenti.
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TEOREMA 1.13. Sia D una classe di Dynkin di insiemi di X tale che
E,FeD = ENnFeD.
Allora, D ¢é una o —algebra di insiemi di X ;

DIMOSTRAZIONE. Da (D1) e (D2) segue @ € D cosicché risulta EU F € D per ogni
coppia di insiemi E, F € D con ENF = & per (D3). Dati due insiemi di insiemi
E,F € Drisulta allora E\ F = EN F°e€ D e quindi anche EUF = FU(E\F) € D
poiché F e E\ F sono disgiunti. Quindi D ¢ un’algebra di insiemi di X e da (D3)
segue facilmente la tesi. O

TEOREMA 1.14 (E. Dynkin). Sia P una collezione di insiemi di X tale che
E.FeP = ENFePp.

Allora,
(P) =o(P).

In particolare, la classe di Dynkin generata da una famiglia di insiemi stabile per
intersezione finita & una o —algebra di insiemi. Questo risultato prende il nome di
teorema ™ — A di Dynkin'.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che risulta
(%) E,Fed(P) = ENFed(P).

Cio implica infatti che §(P) sia una o —algebra di insiemi di X (Teorema 1.13)
cosicché risulta o(P) C §(P) e l'inclusione opposta vale per definizione per qualunque
collezione di insiemi.

Consideriamo a tal fine la collezione di insiemi

sp={A: ENA€éP)}, ECAX,
e supponiamo di aver provato che risulti
e Fe€§(P) = Jg ¢ una classe di Dynkin di insiemi di X;
e EcPeFed(P) = ENFeciP).

In tal caso, per ogni insieme F' € §(P) fissato, dp risulta essere una classe di Dynkin
contenente P. Si ha allora 6(P) C dr per ogni F' € §(P) e questo prova (x).

Per completare la dimostrazione restano solo da provare le due affermazioni prece-
denti.

Relativamente alla prima di esse, sia F € §(P) un insieme fissato. Si ha allora
ENX =FE € §(P) da cui segue X € 0g e quindi per dg vale (D1). Per A € i,
entrambi gli insiemi E e AN E appartengono a 0(P) cosicché da EN A C A segue
E\NA=FE\(EnNA) e P) (Esercizio 1.7) e quindi risulta A°€ dg. Quindi per
0 vale anche (D2) e la validita di (D3) & ovvia: se A, € 0g (n > 1) sono insiemi
disgiunti, gli insiemi £NA,, appartengono a d(P) per ogni n e sono disgiunti cosicché,
posto A =J,, An, risulta ENA =J,(ENA,) e d(P) poiché (D3) vale per §(P).
Pertanto dg risulta essere una classe di Dynkin di insiemi di X.

Per provare la seconda affermazione, osserviamo che per ogni coppia di insiemi
E,F € Prisulta ENF € P C 0(P) per ipotesi da cui segue F' € 05 ovvero P C g
per ogni insieme FE € P. Essendo §g una classe di Dynkin di insiemi di X, risulta
allora 6(P) C dg per ogni E € P. Abbiamo cosi provato che risulta E N F € §(P)
per ogni E € P e F € 6(P) e questo prova l'asserto e conclude la dimostrazione. [

1 Nel linguaggio dei probabilisti, una classe di Dynkin ¢ un A—sistema di insiemi e una
famiglia di insiemi stabile per intersezione finita & un 7 —sistema di insiemi. In questa terminologia
dunque, il teorema di Dynkin stabilisce che il A —sistema di insiemi generato da un m —sistema di
insiemi & in effetti una o —algebra di insiemi.
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COROLLARIO 1.15. Sia D una classe di Dynkin di insiemi di X e sia P una collezione
di insiemi di X tale che

e . FeP - ENFePp;

e PCPD.

Allora,
o(P) C D.

Una collezione non vuota M di sottoinsiemi di X con le seguenti proprieta:

M1) E,eMeE,CE,;; perognin — UE” e M;
n
M1) E,eMeE,;1 CE,perognin — ﬂEn eM
n
si dice classe monotona di insiems di X.
Possiamo ripetere per le classi monotone quanto gia osservato per le classi di Dynkin:
I'intersezione di una qualunque famiglia di classi monotone di insiemi di X € ancora
una classe monotona e conseguentemente ogni famiglia non vuota C di insiemi di X
genera una classe monotona m(C) avente la proprieta di essere minima tra le classi
monotone contenenti la collezione di insiemi C. Inoltre, vi sono classi monotone che
non sono o —algebre (Esercizio 1.6).
La proprieta delle classi monotone che ¢ utile evidenziare e la seguente.

TEOREMA 1.16 (P. Halmos). Sia A un’algebra di insiemi di X. Allora,
m(A) = o(A).

In particolare, la classe monotona generata da un’algebra A di insiemi di X ¢ una
o —algebra di insiemi di X.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che risulta o(.A) C m(A) poiché I'inclusione
opposta vale per definizione per qualunque collezione di insiemi.
La collezione di insiemi
M={M: M°cm(A)}

¢ una classe monotona che contiene A poiché A ¢ un’algebra. Risulta quindi
m(A) C M e questo prova che
(%) E em(A) = E°em(A).
Analogamente la classe di insiemi

M ={E: EUA € m(A) per ogni A € A}

¢ anch’essa una classe monotona che contiene A e quindi risulta m(A) C M’. Infine,
la classe di insiemi

M"={A: AUE € m(A) per ogni E € m(A)}
¢ a sua volta una classe monotona di insiemi di X. Poiché m(A) C M/, si ha
Eem(AedecA = EUAem(A)

e quindi risulta A € M” per ogni A € A. Abbiamo cosi provato che risulta A c M”
da cui segue m(A) C M”. Si ha pertanto

(%) E,Fem(A) = EUF em(A)

e quindi da (xx) e (x*x) si conclude che m(.A) ¢ un’algebra di insiemi di X. Infine,
data una famiglia numerabile di insiemi E,, € m(A) (n > 1), posto E = J,, Ey,, si
ha

E\U---UE, € m(A) e EiU---UE,C F1U---UE,11
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per ogni n da cui segue E € m(A). Abbiamo cosi provato che m(.A) & una o —algebra
di insiemi di X contente A e questo implica che sia 0(A) C m(A). O

1.2. Misure positive

Introduciamo in questa sezione una nozione di misura positiva sulla linea di quanto
illustrato all’inizio del capitolo e ne esaminiamo le principali proprieta.

Misure positive. Sia X un insieme astratto (non vuoto) che supponiamo fissato
salvo specificarne ulteriori proprieta ove necessario.

DEFINIZIONE 1.17. Sia R un anello di insiemi di X. Una funzione p: R — [0, +0o0]
con le seguenti proprieta:

o 1(@) =0;
e FEEFEReENF=g = wEUF)=u(E)+ u(F);
si dice misura positiva finitamente additiva su R. g

Come anticipato, la proprieta della funzione p espressa al secondo punto della
definizione precedente prende il nome di finita additivita e la somma che in essa
compare a secondo membro si intende ovviamente estesa ai numeri reali estesi di
[0, +00] ponendo z+(+00) = (+00)+a = 400 per ogni z € R e (+00)+(+00) = +00.
Queste convenzioni sono compatibili con la proprieta associativa e commutativa.
Elenchiamo nella proposizione seguente alcune proprieta elementari delle misure
finitamente additive su anelli di insiemi.

PROPOSIZIONE 1.18. Sia R un anello di insiemi di X e sia pu: R — [0, +00] una
misura positiva finitamente additiva su R. Allora,

(a) E,FER e ECF =  p(E) < u(F);
(b) E,FER con ECF e p(E)<+oo = u(F\E)=u(F)—ukE);
() BFER = u(EUF) < u(E)+ u(F);

@ {El,...,EneR

EyU---UE,) = w(Ey) + - + u(Ey);
B AE.— (B ) = u(E) (En)

(e) Er,....,EL, e R = p(E1U---UE,) < pu(E1)+---+ u(E,).

Le proprieta di p espresse da (a) e da (c) o (e) prendono il nome di proprieta di
monotonia e di proprieta di finita subadditivita rispettivamente. La proprieta (d)
vale anche per insiemi E1,...,E, che, pur non essendo disgiunti, siano tali che
risulti

[L(Em/ N Em//) =0, m’ 75 m”.
In tal caso, gli insiemi Fy, ..., E, si dicono non u —sovrapposti o brevemente non
sosvrapposti quando il riferimento alla misura p sia evidente dal contesto.

DIMOSTRAZIONE. Dati E,F € R, risulta F\ E € R. Se E C F, si ha allora

W(E) < u(E) + u(F \ E) = u(F)
e questo prova (a). Se risulta anche pu(F) < 400, dalla seconda uguaglianza segue (b).
Da (a) segue poi
WEUF) = p(E) + u(F\ E) < p(E) + p(F).
e questo prova (c). Le restanti due affermazioni seguono dalle precedenti in maniera
ovvia. g



1.2. MISURE POSITIVE 15

Una misura positiva finitamente additiva p: R — [0, +0o0] su un anello R di insiemi
di X si dice

e finita se u(E) < +oo per ogni E € R;

e limitata se sup {u(F) : F € R} < +o0.
Se p & definita su un’algebra A di insiemi di X le due nozioni precedenti coincidono
ed equivalgono all’ipotesi che sia p(X) < +o0.

EsEmMPIO 1.19. (a) Sia X un insieme infinito. La funzione d’insiemi

0 A C X finito
n(A) = o
+o00 A C X infinito

¢ una misura positiva finitamente additiva sulla o —algebra P(X) delle parti di X.
(b) Sia R l'anello di insiemi di R costituito dalle unioni finite di intervalli limitati e
semiaperti a sinistra (Esempio 1.3—(c)) e sia f: R — R una funzione tale che
e f(x) >0 per ogni z e :EEIPOO f(z)=0%;
e f & crescente.
Poniamo u(@) =0 e
u((a,b)) = f(b) = f(a),  —oo<a<b<+oc,

ed estendiamo p a tutto I’anello R ponendo
p(E) = p((ar, ba]) + -+ + pl(an, bn))

per ogni altro insieme F € R della forma
E = (al,bl] J---u (an,bn]

(—o0 < a3 <by <ag <+ <bp_1 <ap < b, < +oosen > 2). La funzione
pw: R — [0,400) risulta ben definita, pur non essendo unica la rappresentazione
di F € R come unione finita di intervalli elementari della forma [a,b). Allora, p ¢
una misura positiva finitamente additiva su R. Inoltre, p € finita e risulta anche
limitata se e solo se f € limitata. O

Come gia accennato in precedenza, siamo interessati a considerare funzioni d’insiemi
che verifichino proprieta di additivita piu forti della sola finita additivita. A tal fine,
introduciamo la definizione seguente.

DEFINIZIONE 1.20. Sia R un o —anello di sottoinsiemi di X. Una funzione d’insiemi
p: R — [0,400] con le seguenti proprieta:
* w(@)=0;
e per ogni collezione di insiemi E,, € R (n > 1) tali che E,, N E,, = &
per m # n si ha

s o(Us) - S
si dice misura positiva numerabilmente additiva su R. 0

Un insieme X munito di una misura positiva numerabilmente additiva u definita su
un o —anello R di insiemi di X si dice spazio con misura numerabilmente additiva o
brevemente spazio con misura.

La proprieta della funzione u espressa da () prende il nome di numerabile additivita

e, nel caso in cui risulti
% (U En> < +o0,
n
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la convergenza della serie a destra in (x) & parte della definizione. In ogni caso, la
convergenza o la divergenza a +oo di tale serie € incondizionata essendo la serie a
termini non negativi (Teorema 2.47 in [4] o Teorema 3.55 in [14]). E chiaro altresi
che ogni misura positiva numerabilmente additiva p su un o —anello € anche una
misura positiva finitamente additiva poiché risulta u(2) = 0.

La terminologia gia introdotta per le misure positive finitamente additive su anelli
di insiemi si applica anche alle misure positive numerabilmente additive su o —anelli.
Parleremo quindi di misure positive numerabilmente additive finite e limitate con
lo stesso significato gia visto. Come nel caso precedente, le due nozioni coincidono
qualora p sia una misura positiva numerabilmente additiva su una o—algebra S di
insiemi di X e si riducono all’ipotesi che sia p(X) < 4o00. In particolare, una misura
positiva numerabilmente additiva e limitata g su una o —algebra di insiemi S di un
insieme X con p(X) =1 si dice misura di probabilita o brevemente probabilitd.
Nel seguito consideremo (quasi) esclusivamente misure positive numerabilmente
additive definite su o—algebre di insiemi. Per questo motivo, con l'intento di
semplificare la terminologia, utilizzeremo sempre ['espressione misura positiva per
riferirci esclusivamente a misure positive numerabilmente additive su o —algebre di
insiemi e parleremo invece esplicitamente di misura positiva finitivamente additiva
su un anello o un’algebra di insiemi o di misura positiva numerabilmente additiva
su un o —anello negli altri casi. Analogamente, parleremo di spazio con misura per
riferirci esclusivamente a spazi con misure numerabilmente additive su o —algebre
di insiemi.

Esaminiamo alcuni semplici esempi di misure positive numerabilmente additive.

EsEmPIO 1.21. (a) Siano X un insieme astratto (non vuoto) e f: X — [0, +o0]
una funzione non negativa. La funzione d’insiemi

wA) =" fl@), AcCKX,

z€A

ove la somma a destra & intesa come somma (non ordinata) di f su X (Sezione 1-2.4)
¢ una misura positiva sulla o —algebra P(X) delle parti di X (Esercizio 1.8).
Scegliendo la funzione f definita da f(z) = 1 per ogni z € X, la misura positiva
risultante si denota con # e diviene

card(A4) se A ¢ finito

< ACX,
+o00 se A ¢ infinito

-

ove card(A) denota la cardinalita dell’ insieme A. Tale misura prende il nome di
misura del conteggio su X e risulta limitata se e solo se 'insieme X ¢ finito.
Scegliendo invece la funzione f definita da f(z) = 1 per & = z¢ e f(z) = 0 per
x # o (xg € X fissato), la misura positiva risultante si denota con J,, e diviene

1 sexg€e A
4) {O se xg ¢ A

Tale misura prende il nome di delta di Dirac in xg.
Infine, se X = N e la funzione f ¢& definita da f(n) = 1/2™ per ogni n > 1, la
misura positiva risultante ¢ la misura p definita da
p(Ad)=>"1/2",  AcCN,.
neA

che risulta essere una misura di probabilita su P(Ny).
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(b) Siano X un insieme non numerabile e S la o —algebra degli insiemi numerabili
o con complementare numerabile (Esempio 1.9—(a)). La funzione d’insiemi

0 se A é numerabile
n(A) = s .
1 se A° ¢ numerabile

€ una misura positiva numerabilmente additiva e finita su S. g

Oltre alle proprieta gia elencate in Proposizione 1.18, riassumiamo nella proposizione
seguente le principali proprieta delle misure positive numerabilmente additive su
o —anelli di insiemi. Lo stesso risultato vale in particolare per una misura positiva
p: S — [0, +00] su una o —algebra di insiemi S di X.

PROPOSIZIONE 1.22. Siano R un o —anello di insiemi di X e p: R — [0, +00] una
misura positiva numerabilmente additiva su R. Allora, per ogni famiglia numerabile
di insiemi E,, € R (n > 1) si ha

(a) (U En) <> u(En);

(b) B, CEppn = lim wp(E,)=p (U En) :

n—-+oo

(¢) Bny1 CEp e p(Ey) < 400 = lim wp(E,)=p (n En>

n—-+oo

La proprieta della misura u espressa da (a) prende il nome di numerabile subadditivita
e alle proprieta (b) ed (c) si fa riferimento come alle proprieta di continuita della
misura lungo le successioni crescenti e decrescenti di insiemi rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. (a) Poniamo Fy = Fyj e F, = E, \ (F1U---UE,_1) per n > 2.
Gli insiemi F;, appartengono allora a R, sono disgiunti e tali che F,, C E,, per ogni
nel, En =, Fn. Quindi,

m (LnJ En> =u <LnJ Fn> = ;M(Fn) < ZT;“(E")'

(b) Poniamo F} = Ey e F,, = E,, \ E,,—1 per n > 2. Come prima, gli insiemi F,
appartengono a S, sono disgiunti e tali che E,, = F} U--- U F, per ogni n cosicché
si ha ancora (J,, E, = U,, F\. Risulta quindi

WE) = Y Fp—p (Uﬂ) =4 (U En>
1<m<n n n
per n — 400 e questo prova (b).

(¢) Posto F,, = F1 \ E,, per ogni n, da (b) si ricava

ngrfw w(Fy) = p(F) con F = UF”

Ma si ha p(Eq) = pu(Ey) + p(Fy) e p(F,) < oo per ogni n cosicché risulta anche
Jim  p(En) = p(Br) = lim u(Fn) = u(Er) = p(F).

Infine, da

W(Er) = p (ﬂ E) + u(F)
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e u(F') < +oo si conclude che deve essere

PR

e quasto conclude la dimostrazione. O

La proprieta (c¢) della proposizione precedente & falsa se si omette I'ipotesi che gli
insiemi F,, abbiano misura finita come prova I’esempio seguente.

ESEMPIO 1.23. Sia # la misura del conteggio definita su N1 (Esempio 1.21—(a)).
Ponendo E,, = {m: m >n} per n > 1, si ha evidentemente #(E,) = +0o per ogni

# <DE> = #(2) =0

cosicché # non ¢ continua lungo la successione decrescente di insiemi {E, },. O

Nel caso di due misure positive definite sulla medesima o —algebra ¢ naturale
chiedersi quale sia la minima classe di insiemi della o —algebra su cui le due misure
positive devono coincidere affinché siano la medesima misura. A questo problema di
identificazione risponde il risultato seguente nel caso di misure positive finite.

TEOREMA 1.24. Siano S una o —algebra di insiemi di X e P C P una collezione di
insiemi di X tale che

e 0(P)=SeXeP;

e FFeP = FENFeP;
e siano p;: S — [0, +00] (i =1,2) due misure positive finite tali che

p1(P) = pa2(P), PeP.
Allora, p1 = po su S.
DIMOSTRAZIONE. La collezione
D={EeS: m(E)=p(E)}

degli insiemi S —misurabili su cui p; e ps coincidono € una classe di Dynkin che
contiene P. Risulta allora o(P) C D (Corollario 1.15) e da D C § = o(P) segue la
tesi. U

Concludiamo questa parte introducendo ulteriori proprieta delle misure positive.
Una misura positiva u: & — [0, +0oo] su una o —algebra S di insiemi di X si dice

e semifinita se per ogni insieme E € S con p(FE) = 400 esiste F € S con
FCEe0<u(F)<+4oo;

e 0 —finita se esiste una famiglia di insiemi X,, € § (n > 1) tali che
risulti p(X,) < +o0o per ogni n e

X:UXn
n

Se p ¢ una misura positiva o —finita si puo sempre assumere che gli insiemi di misura
finita X,, siano tali che risulti X,, C X,,41 per ogni n oppure X,, N X,, = & per
m # n.

Ogni misura positiva o —finita & semifinita mentre esistono misure positive semi-
finite che non sono ¢ —finite come si vede considerando la misura del conteggio
(Esempio 1.21—(a)) con X non numerabile.

Come vedremo, le misure positive o —finite presentano un comportamento relati-
vamente simile al comportamento delle misure positive limitate mentre le misure
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positive che non sono tali e ancora di piu le misure positive che non sono semifinite
tendono ad esibire comportamenti patologici.

EsEMPIO 1.25. Siano X un insieme astratto (non vuoto) e f: X — [0, +00] una
funzione non negativa. La misura positiva

wA) =Y f@), AcKX
r€EA

(Esercizio 1.21—(a)) ¢ semifinita se e solo se risulta f(xz) < +oo per ogni x ed &
o —finita se e solo se risulta f(z) < 400 per ogni z e l'insieme {f > 0} & al piu
numerabile. 0

Come ¢ facile immaginare, nel caso di uno spazio topologico, le misure definite su
una o —algebra contenente tutti gli insiemi topologicamente significativi svolgono
un ruolo importante e per questo ad esse € riservata una terminologia specifica.

DEFINIZIONE 1.26. Siano (X,7) uno spazio topologico e § una o —algebra S di
insiemi di X tale che
B(X)cCS.

Una misura positiva p: & — [0, 400] su S si dice misura positiva di Borel in X. O
Introduciamo infine la terminologia collegata alla relativizzazione di misure. Sia
p: 8 = [0,4+00] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi di X e sia
Y € S un insieme. Allora, le misure positive

o uy:S(Y) — [0, 400] definita da

py (E) = p(E),  EeSY);
o uLY:S — [0, +00] definita da
pLY(E)=p(ENY), EcS;

si dicono restrizione di p alla o —algebra S(Y) e restrizione di p all’insieme Y
rispettivamente. Si ha chiaramente

pLY(E)=wENY)=py(E), EE€S,

HLY (B) = p(E) = uy (E), Besy).
Quando 'insieme Y & & —misurabile lo spazio con misura (Y, S(Y), uy) svolge il
ruolo di sottospazio dello spazio con misura (X ,S, ).
Insiemi trascurabili. Gli insiemi di misura nulla sono gli insiemi piccoli nel senso
della misura e, come vedremo, svolgono un ruolo importante nello sviluppo della

teoria della misura e dell’integrazione. Introduciamo in questa parte la relativa
terminologia.

DEFINIZIONE 1.27. Siano S una o —algebra di insiemi di X e p: S — [0, +00] una
misura positiva su S. Un insieme T’ € S tale che p(T") = 0 si dice p — trascurabile. O

Nel seguito parleremo brevemente di insiemi trascurabili in tutti i casi in cui non
sia necessario evidenziare la misura di riferimento.

Sia p: § — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X. La
collezione degli insiemi p—trascurabili di X si denota con

Np) ={TeS: u(T)=0}.

Essa costituisce un ideale dell’anello algebrico S avente la proprieta di essere stabile
per unione numerabile:

T,eNp) (n>1) = |[JT.eN(p)
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ed a tale proprieta si fa riferimento dicendo che N (i) ¢ un o —ideale di S. Inoltre,
la misura positiva u si dice completa se risulta

ECcTeTeN(p = E e N(p),

cioé se ogni insieme contenuto in un insieme p—trascurabile & a sua volta p—trascu-
rabile. Vedremo nel capitolo successivo i motivi che rendono meritevoli di particolare
attenzione le misure positie complete. Per ora, ci limitiamo a mostrare che ogni
misura positiva ¢ completabile nel senso seguente.

PROPOSIZIONE 1.28. Siano S una o —algebra di insiemi di X e p: S — [0, +00]
una misura positiva su S e siano

S*={ACS: esistono E,F €8 taliche ECACF e F\E€N(u)}
ep*: S —[0,400] definita da
pr(A) =p(E),  AcS,
ove E ¢ associato ad A € §* come nella definizione di §*. Allora,
(a) S* é una o —algebra e S C S*;

(b) w* é una misura completa e u* = p su S.

DIMOSTRAZIONE. (a) E chiaro che S € 8* cosicché X € S*. Sia quindi A € S* e
siano E, F € Scon E C A C F tali che u(F \ E) = 0. Allora, F° C A° C E°e
E°\ F° = F\ E cosicché A° € §*. Infine, se {A,}, CS* ed E,,, F,, € S sono tali
che E,, C A, C F,, e u(F,, \ E,,) = 0 per ogni n, posto

A=A, E=\JE. F={JF.,

siha E,F €S8, ECACF epu(F\E)=0 per la numerabile subadditivita di p.

(b) Occorre preliminarmente provare che p* sia ben definita. Siano dunque A € S*
ed F;, F; € S (i =1,2) due coppie di insiemi associati ad A come nella definizione
di §*. Da E3 \ E; C F1 \ Ey eda By \ Ey C Fy \ Es segue u(E7) = u(Es). Il resto
della tesi € ovvio. O

Agli insiemi trascurabili ¢ associata una terminologia assai conveniente che illustriamo
di seguito.

Sia X un insieme astratto (non vuoto) e sia  una misura positiva su una o —algebra
S di insiemi di X. Siano inoltre A un sottoinsieme di X e P una proprieta predicabile
dei punti di A ovvero una funzione P: A — {0, 1} tale che P & vera per x se e solo
se P(z) =1 o equivalentemente P ¢ falsa per x se e solo se P(x) = 0. Diremo che P
& vera i —quasi ovunque in A o equivalentemente per p—quasi ogni z € A o ancora
pit brevemente per p—q.o. x € A se 'insieme degli © € A per cui essa non vale &
contenuto in un insieme p—trascurabile.

Vediamo alcuni esempi comuni di utilizzo di questa locuzione nel caso di funzioni
a valori complessi®. Sia A un sottoinsieme di X e siano f,g: A — C due funzioni
assegnate. Diciamo allora che

o [ =0 pu—quasi ovunque in A se esiste un insieme p—trascurabile T
tale che sia

f(z) =0, x € A\T,

e in tal caso scriviamo f(z) = 0 per p—q.o. x € A;

2 Gli stessi esempi si possono replicare nel caso di funzioni a valori in spazi topologici o
metrici o a valori in un insieme arbitrario purché cid abbia senso.
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o f =g u—quasi ovunque in A se esiste un insieme p—trascurabile T'
tale che sia

fx)=g(x), xeA\T,
e in tal caso scriviamo f(z) = g(x) per p—q.o. x € A;
o [ ¢ limitata p —quasi ovunque in A o essenzialmente p —limitata in A
se esistono M > 0 e un insieme p—trascurabile T tali che risulti®
f@) <M, xeA\T,
e in tal caso scriviamo |f(z)| < M per p—q.o. x € A.

Anche per tutte queste locuzioni scriveremo brevemente quasi ovunque al posto di
1 —quasi ovunque o essenzialmente limitata al posto di essenzialmente p—limitata e
abbrevieremo p—q.0. in q.o. in tutti i casi in cui non sia necessario specificare la
misura p cui si fa riferimento.

Anche per le successioni di funzioni ci sono analoghi esempi di terminologia dello
stesso tipo. Sia ad esempio A un sottoinsieme di X e sia f,: A - C (n > 1) una
successione di funzioni. La successione {f,}, si dice allora

o puntualmente limitata p —quasi ovunque su A o se esiste un insieme
w—trascurabile T tale che risulti

sup [ fn(z)| < +oo,  xe€ A\T;
n
o uniformemente limitata p —quasi ovungque su A o uniformemente es-

senzialmente p —limitata su A se esistono M > 0 e un insieme p—tra-
scurabile T tali che risulti

sup | fn(z)| < M, x e A\T.

Anche in questi casi scriveremo brevemente

sup | fr(z)] < +o0 per u—q.0.x € A
n

sup | fn(z)] < M per p—q.o.xz € A
n

senza esplicitare I'insieme p —trascurabile T' e come al solito ometteremo il riferimento
alla misura p quando evidente dal contesto.

Atomi e misure continue. Esaminiamo in questa parte la struttura del codominio
di una misura positiva. Consideriamo a tal fine una o —algebra S di insiemi di un
insieme astratto (non vuoto) X che supponiamo fissati in tutta questa parte.

DEFINIZIONE 1.29. Sia u: & — [0, +00] una misura positiva. Un insieme 4 € S
con u(A) > 0 tale che

EecSeECA = min {u(E), wW(A\E)} =0
si dice atomo di p o p —atomo. O
Denotiamo con
Ap) = {A eS: A ufatomo}

I'insieme dei p—atomi e conveniamo per brevita di parlare di atomi ogniqualvolta il
riferimento alla misura sia chiaro dal contesto.

3A rigore, la proprieta di essere limitato non € una proprieta predicabile dei numeri complessi
ma piuttosto degli insiemi di numeri complessi. La proprieta cui facciamo riferimento qui ¢ la
proprieta P predicabile dei numeri complessi consistente nell’avere modulo minore o uguale a un
numero M > 0 prefissato.
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EsEMPIO 1.30. Sia X un insieme astratto (non vuoto).
(a) Sia f: X — [0, +o00] una funzione e sia p: P(X) — [0, 4+o00] la misura positiva
definita da

pA) =3 flz), AcCKX,

€A

(Esempio 1.21—(a)). Ogni punto z € X tale che f(z) > 0 & un u—atomo.
(b) Sia X non numerabile e siano S la o—algebra degli insiemi numerabili o
conumerabili (Esempio 1.9—(a)) e u: S — [0, 400] la misura positiva definita da
Esempio 1.21—(b). Ogni insieme A C X non numerabile & un g —atomo. O

Una misura positiva u: & — [0, +oo] si dice
e continua se ¢ semifinita e per ogni insieme F € S con 0 < u(F) < +00
e per ogni € > 0 esistono insiemi F1,..., E, € S tali che

— E,,NE,, = per mj # ma;
- EF=FU---UE,;
— w(Em) < e per ogni m;

o (puramente) atomica se esistono p—atomi {A;}ier C A(p) tali che
— A;NA; =@ per i # j;
— u(E) = ZZ_GI w(E N A;) per ogni E € S.

Il risultato seguente ¢ alla base dell’esame delle relazioni che sussistono tra esistenza
di atomi e continuita di una misura.

TEOREMA 1.31. Sia p: S — [0, +00] una misura positiva con u(X) < +oo. Allora,
per ogni € > 0 esistono insiemi E1,..., E, € S tali che

(a) ByU---UE, =X e E,,,NE,,, =3 per my # ma;
(b) per ogni m risulta pW(En) <€ 0 E, € A(p) con p(Ep) > €.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ > 0 fissato. Denotato con
A.(p) ={A€S: A p—atomo con pu(A) >e},

I'insieme (eventualmente vuoto) dei p—atomi di misura maggiore di €, consideriamo
una famiglia massimale Ay,...,4; € A () di p—atomi disgiunti tali che p(4;) > ¢
per ogni ¢ e, posto E = X \ (A;U---UA;) € S, supponiamo che risulti u(E) > ¢
altrimenti non resta altro da provare. In particolare, F non contiene p—atomi A
con misura pu(A) > e. Proviamo quindi che I'insieme E ha la seguente proprieta:

(#¢) FeEScon FCEepu(F)>0 = 3JGeSconGCFel<ulG) <e.

Se F' € S fosse un insieme con F' C E e u(F) > 0 per il quale non valesse (kx), per
ogni insieme G € S con G C F si avrebbe u(G) = 0 oppure u(G) > . In particolare,
si avrebbe p(F) > € e quindi, non potendo F' essere un pu—atomo, esisterebbe
Gy € S con 0 < u(G1) < u(F). Non valendo (xx) per F, si avrebbe u(G1) > ¢ e
w(F\ G1) > ¢ e come prima si avrebbe u(G) = 0 oppure u(G) > ¢ per ogni insieme
G € S con G C F\ G;. Poiché neppure F \ G potrebbe essere un p—atomo,
esisterebbe G2 € S per il quale si avrebbe Go C F\ Gy e 0 < pu(Ga) < p(F\ Gp) da
cui seguirebbe p(G2) > € poiché (xx) non vale per F. Iterando questo argomento si
determinerebbe una successione G € S (k > 1) di insiemi disgiunti con pu(Gy) > €.
Essendo p(X) < 400, cio € assurdo e questo prova (xx).

Ad ogni insieme F' € S con F C F associamo il numero

0 se u(F)=0
m(F):{ .
sup{pu(G): G€S,GCFe0<pu(G)<e} seu(F)>0
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che risulta ben definito per ogni insieme F' € S con F C FE per (xx*) e tale che risulti
0 < u(F) <ese p(F > 0. Poiché si ha u(E) > e per ipotesi, esiste F; € S con
Fy C E tale che risulti

1
om(E) < p(Fr) <m(E) <e.
Risulta allora u(E \ F1) > 0 e dunque esiste F» € S con F5 C E \ Fy tale che risulti
1
FMENF) < p(F) <m(E\FY) <e.

Se risulta ancora p(E \ (Fy U Fy)) > 0, si puod procedere determinando F3 € S con
F5C E\ (F1 U F3) tale che risulti

Questo procedimento iterativo si arresta dopo un numero finito & > 2 di passi poiche
risulta p(F \ (F1U---U F)) = 0 e in tal caso, posto T = E\ (F1U---UF) € S, gli
insiemi {Al, LA F, T} costituiscono la partizione & —misurabile di X
cercata. Altrimenti si determina una successione Fy, € S (k > 1) di insiemi disgiunti
tali che, posto Fy = &, risulti

%m(E\ (FUF ) <p(F) <e,  k>1,

Essendo gli insiemi F}, disgiunti, deve essere u(Fy) — 0 per k — +o0 e quindi, posto
T=FE\ (U, Fr) €8, risulta
0<m(T) <m(E\ (FoUFg_1)) <2u(Fx) — 0

per k — 400 da cui segue che T & pu—trascurabile. Scelto infine kg = ko(e) > 1 tale

che risulti
Fo= |J Fr e > u(F) <e,
k>ko+1 k>ko+1
gli insiemi {A;,...,A;, F1,..., F, Fs, T} costituiscono la partizione S — misurabile
di X cercata. O

PROPOSIZIONE 1.32. Sia p: S — [0, +00] una misura positiva semifinta. Allora, le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) p é continua;

(b) p é priva di atomi.
DIMOSTRAZIONE. (a) Poiché u & semifinita, p non puo avere atomi di misura infinita
e neppure puo averne di misura finita se continua.
(b) La misura positiva g ¢ semifinita per ipotesi e, dato un insieme E € S con
0 < p(F) < 400, consideriamo la restrizione pg: S(FE) — [0, +oc] alla o —algebra
S(E) formata dagli insiemi S —misurabili contenuti in E che ¢ una misura positiva

finita. Essendo p prima di atomi, anche pug ¢ tale e quindi per ogni € > 0 esiste una
partizione E, ..., E, € S di E tale che u(E,,) < e per ogni m (Teorema 1.31). O

Proviamo ora che le misure positive ¢ —finite e continue si identificano con le misure
la cui immagine € un intervallo.

TEOREMA 1.33. Sia u: & — [0,+00] una misura positiva o —finita e continua.
Allora,

p(S) =10, u(X)]-
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima che sia pu(X) < 400 e consideriamo
I'insieme delle funzioni s: dom(s) — P(X) con le seguenti proprieta:

o dom(s) C [0, u(X)] e s(t) € S per ogni ¢t € dom(s);
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o t1,ts € dom(s) ety <ty = s(t1) C s(te);
e u(s(t)) =t per ogni t € dom(s);

munito dell’ordinamento definito per due funzioni s;: dom(s;) = P(X) (i =1,2)
di S ponendo s; < sy quando risulta dom(s;) C dom(sz) e s1(t) = s2(t) per
ogni t € dom(sy). Per il teorema di massimalitda di Hausdorff (Teorema I-1.5)
esiste un sottoinsieme totalmente ordinato e massimale S,, di S e la funzione
m: dom(s,,) — P(X) definita ponendo

dom(s,y,) U {dom i s€ Sm}

e sm(t) = s(t) se t € dom(s) con s € Sy, risulta essere evidentemente un elemento
massimale di S. Proviamo che risulta dom(s,,) = [0, u(X)].
Consideriamo a tal fine 0 < tp < u(X) e, posto

tT = sup{t: t € dom(sy,) et < to} <ty < inf{t: t € dom(s,,) et > to} =tT,

proviamo che risulta t* € dom(s,,). Per definizione esistono infatti due successioni
tf € dom(sy,) (n > 1) tali che ¢, <t et >t} | per ogni n e, posto

ST =U, sm(ty) e ST =, sm(t} )s1haSi€SconS cSte
w(ST) = lim u(sm(ti)): lim tF =¢*.

n——+00 n——+o00

Se fosse t~ < tT, si avrebbe u(ST\ S7) =tT — ¢~ > 0 cosicché, essendo p priva di
atomi (Proposizione 1.32), esisterebbe un insieme FE € S tale che E C ST\ S~ con
misura 0 < p(E) < u(ST\ S7). Allora la funzione s: dom(s,,) U{u(E)} — P(X)
definita da s(t) = s, (t) per ¢t € dom(sy,) e s(u(E)) = E violerebbe la massimalita
di s,,. Deve quindi essere t* = t4 e questo completa la dimsotrazione quando ju &
finita.

Supponiamo quindi che p sia o —finita con pu(X) = 400 e consideriamo una suc-
cessione di insiemi X,, € S (n > 1) tali che X,, C X,,11 e u(X,) < +oo per ogni
ne X =J, X,. La restrizione p,, di p alla o —algebra S,, = S(X,,) formata dagli
insiemi & —miurabili contenuti in X, & una misura positiva finita e priva di atomi
cosicché risulta u(S,) = [0, u(X,)] per quanto provato prima. Da questo segue

[0, 4+00) Uu (S)

e infine da p(X) = [0, +00] segue la tesi. O

La nozione di atomo che abbiamo introdotto non individua univocamente gli atomi
di una misura p poiché due p—atomi A e B tali che u(A\ B) = u(B\ A) = 0 sono
essenzialmente lo stesso p—atomo. Tuttavia non e in genere possibile individuare
un atomo minimo rispetto all’inclusione (Esempio 1.30—(b)). Al fine di definire
univocamente gli atomi, consideriamo una misura positiva p: S — [0, 400] e, dati
due p—atomi A, B € A(u), poniamo

A~B — w(AAB) =0
In tal caso i p—atomi A e B si dicono equivalenti e la relazione cosi definita risulta
essere una relazione d’equivalenza nell’insieme dei p—atomi A(u).

E chiaro che due p—atomi A, B € A(x) non sono equivalenti (in simboli ) se e
solo se risulta

A¢B <«  uANB)=0

nel qual caso A\ B e B\ A sono p—atomi disgiunti equivalenti ad A e B rispettiva-
mente. Consideriamo ora l’'insieme quoziente

A(p)/~
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e proviamo che nel caso di una misura positiva o —finita 'insieme quoziente A(u)/~
¢ al piu numerabile.

TEOREMA 1.34. Sia p: S — [0, +00] una misura positiva o — finita. Allora, esiste
una famiglia al piv numerabile A, € A(p) (n > 1) di p—atomsi tali che

(a) AN A, =@ perm #n;
(b) per ogni A € A(u) esiste uno ed un solon > 1 tale che A ~ A,,.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima che sia u(X) < +oc e, senza perdita di
generalita, supponiamo anche che sia pu(X) = 1. Per Teorema 1.31 esistono due
famiglie finite A; e & costituenti una partizione S —misurabile di X tali che

Ae Ay = AeAlp)el/2 < u(A) <1;
Ec& —  u(E)<1/2.

Se A’ € A(u), risulta A’ ~ A per qualche A € A; oppure risulta (A’ N A) =0 per
ogni A € A; da cui segue che deve essere u(A’) < 1/2. Posto X; = J{E: E € &},
consideriamo la restrizione di p alla o —algebra S; = S(X;) degli insiemi S —misu-
rabili contenuti in X;. Come prima esistono due famiglie finite As e & costituenti
una partizione S —misurabile di X tali che

Ae Ay = A€ Alp) el/d < pu(A) <1/2;
Eeé& = w(E) <1/4.

Anche in questo caso per A’ € A(u), risulta A’ ~ A per qualche A € A;U Ay oppure
risulta (A’ N A) = 0 per ogni A € A1 U A, da cui si ricava p(A") < 1/4.
Tterando questo argomento si determinano Ay, (k > 1) famiglie finite di p—atomi
disgiunti tali che

1/28 < u(A) < 172871 Ac A,
e per costruzione, se A’ & un p—atomo, deve essere A’ ~ A per uno ed un solo
p—atomo A € A ove k @ tale che 1/2% < u(A’) < 1/2k=1. Pertanto, ponendo
{An}n = U, Ak si ottiene la tesi nel caso di misura finita.
1l caso infine in cui p sia o—finita con p(X) = +oo, si ricava dal precedente
localizzando la misura p agli insiemi di una partizione numerabile {X,}, di X
formata da insiemi S —misurabili con misura finita. 0

Proviamo infine che ogni misura positiva e o —finita ammette un’unica decomposizio-
ne come somma di una misura positiva continua e di una misura positiva (puramente)
atomica.

TEOREMA 1.35. Sia pi: & — [0, +00] una misura positiva o —finita. Allora, esistono
due misure positive fiq, pi.: S — [0, +00] tali che

(a) pe € continua e p, € (puramente) atomica;
(b) 1= pie + fta-

In particolare, se {A4,}, & la famiglia (al pilt) numerabile di p—atomi disgiunti
associata a u da Teorema 1.34, si ha

pe(E) = Z:U‘C(E N An), Ees.

DIMOSTRAZIONE. Siano {A,}, la famiglia (al pit1) numerabile di p—atomi disgiun-
ti associata a p da Teorema 1.34, sia Ao =J,, An € S la loro unione e siano
Loy pe: S = [0, 4+00] le misure positive definite da

I’LC(E) = ZM(E N An) e Ma(E) = /’L(E \ Aoo)
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per ogni ' € S. Si ha evidentemente p = p. + pq ed ogni insieme A,, risulta essere
un p, —atomo cosicché i, risulta essere una misura (puramente) atomica. Proviamo
che p. € una misura continua mostrando che & priva di atomi (Proposizione 1.32).
Se un insieme F € S fosse un p.—atomo, sarebbe p.(F) < +o0o poiché p e quindi
anche p. ¢ o—finita e per ogni insieme F' € S con F C E'\ Ay si avrebbe

p(F) = p(F\ As) = pie(F) € {Oa,uc(E)} = {Oaﬂ(E\Aoo)} :
Quindi, F \ Ay sarebbe un p—atomo e quindi si avrebbe (E \ Ay ) ~ A, per un
opportuno n (Teorema 1.34) mentre risulta p((F \ As) N Ay) =0 per ogni n. O

1.3. Misure esterne e costruzione di misure

Gli esempi di misure positive forniti nelle sezioni precedenti non sono molto signi-
ficativi e lasciano il dubbio che la teoria astratta svolta sin qui sia solo un modo
complicato di parlare di serie numeriche a termini non negativi o di funzioni non
negative sommabili. Per fugare questo dubbio, esaminiamo in questa sezione due
metodi per la costruzione di o —algebre e misure positive potenzialmente significative
su insiemi astratti. Questi metodi troveranno applicazione concreta nella sezione
successiva dove saranno introdotte le misure di Lebesgue—Stieltjes in R e poi nella
definizione della misura di Lebesgue in R™ (Capitolo 5) e delle misure di Hausdorff
in RV (Capitolo ??). Un ulteriore fondamentale metodo di costruzione di misure
positive sara esaminato nella successiva Sezione 3.1.

Misure esterne e metodo di Carathéodory. Il metodo di Carathéodory per la
costruzione di misure positive che esaminiamo in questa parte & basato sulla seguente
nozione di misura esterna su un insieme astratto (non vuoto) X che supponiamo
fissato in tutta questa parte.

DEFINIZIONE 1.36. Sia X un insieme (non vuoto). Una funzione p*: P(X) — [0,4+00]
con le seguenti proprieta:

o 1 (@) =0;
e Ac| A, = w(A)<D w4

si dice misura esterna su X. O

Ogni misura esterna p* su un insieme X € in particolare numerabilmente subadditiva
e quindi anche finitamente subadditiva e monotona: per ogni coppia di insiemi
A, B C X risulta

o w(AUB) < p*(A) +p*(B);
e ACB = u"(A) <u*(B).
Inoltre, la collezione degli insiemi aventi misura esterna nulla
N(u*) = {N € P(X) : u*(N) =0}
¢ un o —ideale di insiemi della o —algebra P(X).

Il seguente teorema di Carathéodory mostra che ogni misura esterna esterna da
luogo per restrizione ad una misura positiva su un’opportuna o —algebra.

TEOREMA 1.37 (C. Carathéodory). Sia p*: P(X) — [0, +00] una misura esterna
su X e sia

Sp)={EcCcX: pu(A)=p"(ANE)+p* (A\ E) per ogni AC X}.
Allora,

(a) S(u*) & una o —algebra di sottoinsiemi di X;
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(b) p(B)=0 = EeSu’);
(¢) la restrizione p di p* a S(p*) € una misura positiva completa su S(u*).
Gli insiemi appartenenti alla o —algebra S(u*) si dicono p* —misurabili e la condizione
W(A) = p(ANE) +p* (A\E),  ACX,

che caratterizza gli insiemi E che sono p*—misurabili prende il nome di condizione di
misurabilita di Carathéodory. Essa individua gli insiemi che, per cosi dire, tagliano
bene ogni altro insieme rispetto alla misura esterna p*. Essendo p* finitamente
subadditiva, la condizione di misurabilita di Carathéodory per un insieme F equivale
a richiedere che si abbia

(%) pr(A) 2 (AN E) + i (A\ E)
per ogni insieme A C X con 0 < p*(4) < +o0.
DIMOSTRAZIONE. (a) Proviamo che S(u*) € una o—algebra di insiemi di X mo-

strando che ¢ una classe di Dynkin stabile per intersezione finita (Teorema 1.13).
Si ha evidentemente

1(A) = (AN X) + (A X)
per ogni insieme A C X e quindi X appartiene a S(u*). Inoltre risulta
EeSu") = E° e S(u")

per la definizione stessa di S(p*). Quindi per S(u*) valgono le proprieta (D1) e (D2)
della definizione di classe di Dynkin e relativamente alla validita di (D3) osserviamo
preliminarmente che risulta

E,FeSu") = EUF € S(u").
Per A C X si ha infatti
WH(A) = @ (ANE) + p*(A\ E) =
p(ANE)+ p* ((A\E)NF) +p* ((A\ E)\ F)
p(ANE)+p* (A\E)NF) +p* (A\(EUF)) >
*(AmE)u[A\E)mF]) W (A\(EUF)) =
p (AN(EUF)) + (A\(EUF))

e quindi risulta FU F' € S(u*) per (). Inoltre, se £ € S(u*) e B C X sono insiemi
tali che EN B = @, si ha

() p (AN(EUB)) = (ANE)+ p* (AN B), ACX,

poiché, essendo F € S(u*), risulta
p (AN(EUB)) =p*([AN(EUB)NE)+up* ([AN(EUB)\ E) =
=p*(ANE)+ u* (AN B)
per ogni insieme A C X.
Consideriamo ora una successione di insiemi E, € S(u*) (n > 1) con E,,NE, = &

per ogni m # n. Posto per brevita £ =J,, Ey,, si ha E;U---UE, C E per ogni n
e iterando (*x) risulta

p(ANE)>p (AN (B1U---UE,)) = (ANEy) + -+ (AN E,)
per ogni n cosicché risulta

W(ANE) > Y i (ANE,)
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per ogni insieme A C X e 'uguaglianza

() pW(ANE)=> p*(ANE,), AcCKX,

segue quindi dalla numerabile subadditivita di p*. Si ha infine
p(A) =p (AN(E1U---UE,)) +u* (A\ (E1U---UE,)) >
poiché E1U--- UE, € §(u*) per ogni n cosicché, iterando (xx*) e tenendo conto che
risulta F1U---U E,, C F, si ha
> (AN B+ i (AN By) + 1 (A\ E)
per ogni n e per ogni insieme A C X. Passando al limite per n — +o00, risulta allora

pH(A) 2 ) p (AN E,) + p"(A\ E) 2 p (AN E) + p*(A\ E)

per numerabile subadditivita. Quindi, E' € S(u*) e questo prova che S(u*) € una
classe di Dynkin. Infine si ha

E,FeSu) = ENF=(E°UF%) e Su")
e quindi S(u*) € una classe di Dynkin stabile per intersezione finita e questo completa
la dimostrazione di (a).
(b) E conseguenza diretta di (x).

(¢) Siha p*(@) = 0 e la numerabile additivita della restrizione p di p* alla o —algebra
S(p*) & conseguenza di (xxx) con A = X. Infine, la completezza della misura u
segue evidentemente da (b). O

La dimostrazione del teorema precedente contiene un risultato che merita di essere
evidenziato a parte, assieme alle sue conseguenze: la misura esterna e additiva
sull’'unione di due insiemi disgiunti non appena uno dei due sia misurabile.

COROLLARIO 1.38. Sia p*: P(X) — [0, 4o00] una misura esterna su X e siano
E € S(u*) un insieme p* —misurabile e A C X un insieme. Allora,

(@) w(EUA)+p(ENA)=p"(E)+ p*(A);
(b) se ENA =@, risulta p*(EU A) = p*(E) + p*(4);
(c) se u*(E) < +o00 e E C A, risulta u*(A\ E) = u*(A) — p*(E).

Cio che ¢ rilevante in queste relazioni ¢ che A non & necessariamente un insieme
p* —misurabile. Inoltre, (b) non ¢ altro che (xx) con A= X e B = A.

DiMOSTRAZIONE. Utilizzando come insiemi di prova nella condizione di misurabilita
di Carathéodory di F gli insiemi FU A e A si ha

W(BUA) = ' (B)+u*(A\E) e  p*(A)=w* (ANE) +u*(A\ E)
e da cio segue
(B U A)+ 155 (B0 A) = i (B) + p* (A\ B) + p* (B0 A) = p* (B) + ().

Questo prova (a) e (b) & conseguenza ovvia di (a). Infine, per la condizione di
misurabilita di Carathéodory per E con A come insieme di prova si ha

W(4) = 1 (B) + 1" (A\ )
cosicché l'uguaglianza in (c) segue da p*(E) < 4o00. O

COROLLARIO 1.39. Sia p*: P(X) — [0,400] una misura esterna su X e A C X
un insieme con p*(A) < +oo. Allora,

AeS(p) <= IFJEecSy") taleche EC A e u*(E) = p*(A).
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DIMOSTRAZIONE. Se ¢ A € S(u*), basta scegliere A = E. Viceversa, dalla con-
dizione di misurabilita di Carathéodory per E con A come insieme di prova si
ricava

o0 > u*(A) = p*(E) + i (A\ E) = 1" (A) + u*(A\ B).
Risulta quindi p*(A\ E) = 0 e la conclusione segue dalla completezza della restrizione
di p* a S(p*). O

Relativamente al problema di costruire una misura positiva su una o —algebra di
insiemi di un insieme X assegnato, il teorema di Carathéodory sembra avere solo
spostato il problema: come costruire una misura esterna su un insieme X? Cio e
possibile in molti modi a partire da una famiglia elementare di insiemi e da una
funzione non negativa su di essi.

Una famiglia di insiemi R di X tale che

e JER,;
e per ogni A C X esistono Ry, (k> 1) tali che A C |J,, Ri;

si dice ricoprimento elementare di X.

TEOREMA 1.40. Siano R un ricoprimento elementare di X e A\: R — [0, +o0] una
funzione tale che A\(@) = 0. Allora, la funzione p*: P(X) — [0, 4o00] definita da

1 (A) :inf{Z)\(Rk): Ac|JRy e Ry GR}, AcC X,
k k

¢ una misura esterna su X.

Nel caso dello spazio euclideo X = R si possono costruire classi di ricoprimento
sequenziali a partire da insiemi geometricamente significativi quali palle, cubi o
altri insiemi convessi scegliendo come A opportune funzioni di raggio o lato o di
altre quantita geometricamente associate agli insiemi della classe di ricoprimento
sequenziale scelta. La stessa cosa si puo fare negli spazi metrici con insiemi qualunque
e con funzioni del diametro.

DIMOSTRAZIONE. Da @ € R e A\(@) = 0 segue p*(@) = 0. Siano quindi A ed 4,
(n > 1) insiemi di X tali che A C |J,, An e proviamo che risulta

pr(A) <> it (An).

Possiamo supporre che risulti p*(A,,) < 400 per ogni n altrimenti non vi é nulla da
provare. Fissato € > 0, per ogni n siano R} € R (k > 1) insiemi tali che risulti

SONRY) < w(An) /2"
k

Si ha allora A C U, ,, R} e
< A = 3 () < Satan v
k,n n k n
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto. O
Come gia anticipato, il metodo di Carathéodory per la costruzione di una misura

positiva che abbiamo qui descritto sara utilizzato nel successivo Capitolo 5 per
costruire la misura di Lebesgue in RY.

Misure esterne metriche. Nel caso in cui I'insieme X sia uno spazio topologico
¢ naturale chiedersi sotto quali condizioni sulla misura esterna p*: P(X) — [0, +0o0]
il metodo di Carathéodory fornisca una o —algebra S(u*) di insiemi p*—misurabili
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contenente tutti gli insiemi di Borel di X. Per estensione, una misura esterna
p*: P(X) — [0, +o0] siffatta si dice misura esterna di Borel in X.
Nel caso particolare in cui X sia uno spazio metrizzabile con metrica d, una
classe di misure esterne con questa proprieta ¢ costituita dalle misure esterne
p*: P(X) — [0, +00] che sono additive sugli insiemi ben separati:

A,BC X ed(A,B)>0 = p (AU B) = u*(A) + u*(B).
Le misure esterne siffatte si dicono misure esterne metriche.

TEOREMA 1.41. Siano (X ,d) uno spazio metrico e p*: P(X) — [0, 400] una misura
esterna metrica in X. Allora,

B(X) C S(p").
DIMOSTRAZIONE. Proviamo preliminarmente che, per ogni coppia di insiemi A e F’
di X tali che
o 1 (A) < +o0;
e [ chiusoe ANF = g;
posto A, ={x € A: d(z,F) > 1/n} (n > 1), risulta
lim " (A,) = " (A).

n——+0oo

Si ha infatti A,, C A, per ognin e A=1J, A, poiché F & chiusoe ANF =@
cosicché, per la monotonia di {A,,},, basta provare che risulta

lim et (Asn) = 1 (A).

n——+00
Posto B, = Apy1\ Ay per n > 1, risulta d(By,, By) > 0 per |n —m| > 2 cosicché si
ha
/’L* (Bmu Bn) = U*(Bm) + /J'* (Bn)
per ogni m e n siffatti. Per n > 2 si ha allora

A2n D U BQ'rrL - ,u* (A) > Z M*(BQ’H’L)

1<m<n-—1 1<m<n-—1
A2n D) U B2m71 — M*(A) 2 Z ,U*(B2m71)
1<m<n 1<m<n

e quindi la serie di termine generale p*(B,,) converge. Si ha inoltre

A=AU | |J Bnm

m>2n
per ogni n da cui segue
0< W (A) i (A0n) € 32 1 (Br) 0
m>2n

per n — 400 e questo prova l’asserto.
Utilizziamo quanto dimostrato sopra per provare che ogni insieme chiuso F' di X &
p*—misurabile. A tale scopo basta provare che per F' chiuso risulta

ACXep (A <+o0 = p(A) > p" (ANF)+ p" (A\F).
Associamo allora ad A\ F gli insiemi
An:{xeA\F:d(x,F)Zl/n}, n>1,
cosicché risulta d(A,, ANF) > d(A,,F) > 1/n per ogni n da cui segue
W(A) > W ((ANF)UA,) = ' (AN F) + 1" (4,)
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per ogni n. Da (A\ F) N F = & segue allora pu*(A4,) — u*(A\ F) per n — 400
per quanto provato sopra e passando al limite per n — 400 nella disuguaglianza
precedente si prova ’asserto. O

Esaminiamo ora una variante del metodo di Carathéodory descritto nel paragrafo
precedente che consente di costruire misuure esterne metriche. Utilizzeremo questo
metodo nel successivo Capitolo ?? per costruire le misure di Hausdorff in RYV.

Sia (X ,d) uno spazio metrico. Un ricoprimento elementare R di X tale che per
ogni § > 0 la collezione di insiemi

Rs={ReR: diam(R) <}

sia ancora un ricoprimento elementare di X si dice fine. Ad esempio, i ricoprimenti
elementari di RV formati dalle palle o dai cubi sono tali.

TEOREMA 1.42. Sia (X ,d) uno spazio metrico e siano R un ricoprimento elementare
fine di X e A\: R — [0, +00] una funzione tale che \(@) = 0. Allora, la funzione
p*: P(X) = [0, +00] definita da

(k) p*(A) = sup (inf {Z A(Rp): AC| By, R € R e diam (Ry) <6 })
6>0 & k&

per ogni A C X e una misura esterna metrica in X .

DIMOSTRAZIONE. Le funzioni

i (A) :inf{ZA(Rk): AcC| Ry, Ry € R e diam (Ry) <6 } AcCX,
k k

sono misure esterne su X per ogni d > 0 (Teorema 1.40) e da pj, < pj su P(X)
per 0 < &1 < 02 e puj — p* puntualmente su P(X) per & — 07 segue facilmente che
anche p* € una misura esterna su X.

Resta quindi da provare solo che p* & una misura esterna metrica su X. Consideriamo
a tal fine due insiemi Ay, As C X con d(A;, As) > 0 e proviamo che risulta

0<d<d(Ar,A2) = py(A) + p5(Ar) < ps(A1U Ag).

Fissiamo quindi § come sopra e supponiamo senza perdita di generalita che sia
anche p}(A; U Ag) < 4o00. Fissato € > 0, esistono allora insiemi R, € R (k > 1)
con diam (Ry) < 0 per ogni k tali che si abbia A; U Ay C |J, Ry e

D ARBi) < p(A1U Ag) + e
k

Possiamo ovviamente supporre che sia (41U As) N Ry, = @ per ogni k cosicché ogni
insieme Ry interseca uno ed uno solo degli insiemi A; e As. Posto allora

{Rite = {Rr: RNA £},  i=12

risulta evidentemente A; C |J,, R} con diam (R}) < d e

15 (A1) + 15 (Az) < STARE) + STMERD) = STARL) < i (AU Ag) +
k k k

per ogni 4. Dall’arbitrarieta di € > 0 segue p} (A1) + p5(A1) < pi(A1U Ag) per ogni
0 < d < d(Ay1, As) e passando al limite per § — 07 si ottiene infine
d(Al,AQ) >0 - ,LL*(A1)+,U*(A1) Su*(AlLJAQ)

che prova la tesi. O
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Evidenziamo nel risultato seguente una proprieta delle misure esterne di Borel
sulla quale ritorneremo nel successivo Capitolo ??7. Le misure esterne di Borel
p*: P(X) — [0, +oc] per le quali ogni insieme di X & equivalente ad un insieme di
Borel nel senso seguente

(krkrx)  ACX = 3B € B(X) tale che A C B e p*(A) = p*(B);
hanno la proprieta di essere continue lungo tutte le successioni crescenti di insiemi.
TEOREMA 1.43. Siano (X ,d) uno spazio metrico e u*: P(X) — [0, 400] una misura

esterna di Borel in X tale che valga (xxxxx). Allora, per ogni successione di insiemi
A, CX (n>1) siha

n—-+oo

A, C Apy1 per ognin E lim u*(A4,)=p" (U An> )

Questo risultato va confrontato con Proposizione 1.22— (b).

DIMOSTRAZIONE. Sia come al solito u la restrizione di p* agli insiemi p*— misurabili
e per ogni n sia B, € B(X) associato ad A,, da (xxxx) e siano Cy, (m > 1) e C gli
insiemi di Borel di X definiti da

Cow=(]Bn (m>1) e C=[JCn
n>m m
Si ha A, C C,, C B,, per ogni m cosicché risulta A C C' e
B (An) < H(Cn) < plBm) = 1° (A

per ogni m. Inoltre, da C,,, C C), 41 per ogni m segue pu(C,) — u(C) per m — 400
(Proposizione 1.22—(b)). Si ha allora

pi(A) 2 lim pt(Ap) = lm p(Cn) = p(C) 2 p7(4)

e questo completa la dimostrazione. O
Condizioni sufficienti espresse in termini del ricoprimento elementare fine R e della

funzione A affinché la misura esterna metrica costruita a partire da essi come in
(k) verifichi (##+#%%) sono fornite nel risultato seguente.

TEOREMA 1.44. Siano (X ,d) uno spazio metrico, R un ricoprimento elementare
fine di X e \: R — [0, +00] una funzione tale che \(@) =0 e

ReR = c(R) € R e A(R) = Acl(R)).
Allora, la misura esterna metrica in X definita da (x+xx) verifica (sksksksk).
DIMOSTRAZIONE. Sia p*(A) < 400 altrimenti non ¢’¢ nulla da dimostrare. Con le

notazioni di Teorema 1.42, per ogni n > 1 fissato siano R} € R (k > 1) insiemi con
diam (R}) > 1/k tali che risulti

Ac| Ry e D ONRY) < pijn(A) +1/n.
k k

Allora, gli insiemi B, = J, cl(R}) (n > 1) sono insiemi di Borel di X tali che
ACB,e

Ml/n(Bn) < Ml/n(A) + 1/”
Conseguentemente anche l'insieme B = (), B, ¢ di Borel in X e contiene A e per
la manotonia di pf /n risulta

p1/n(A) < prn(B) < pan(Bn) < pajn(A)+1/n

per ogni n. Passando al limite per n — 400 si ricava p*(A) = p*(B) e questo
completa la dimostrazione. O
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A conclusione di questa parte dedicata al metodo di Carathéodory per la costruzione
di misure esterne metriche, ricaviamo un’ovvia condizione sufficiente affinché i due
procedimenti descritti in Teorema 1.37 e 1.42 coincidano.

TEOREMA 1.45. Siano (X ,d) uno spazio metrico, R un ricoprimento elementare fine
di X e \: R = [0, 400] una funzione tale che A\(&) = 0 con la sequente proprietd:
per ogni R € R e per ognie >0 e § > 0 esiste R, € R (k > 1) tali che risulti

e RC URk e diam (Ry) < 4;
k
o ) AMRi) S AMR) +e.
k

Allora, le misure esterne definite in Teorema 1.37 e Teorema 1.42 coincidono.

DIMOSTRAZIONE. Siano p* e v* le misure esterne su X definite da Teorema 1.37 e
Teorema 1.42 rispettivamente. Si ha p*(A) < v*(A) per ogni insieme A C X per
costruzione. Viceversa, sia A C X tale che u*(A) < 400 e, fissato € > 0, siano
Ri € R (k > 1) insiemi tali che risulti

AclRe e Do MRR) <pf(A)+e/2.
k k

Sia ora § > 0 fissato. Per ipotesi, per ogni k esistono insiemi Rf € R (h > 1) tali
che risulti diam (R}) < § per ogni h con

Re C|JRE e D OMRP) < A(Ry)+e/28
h h
e da cio segue
AcC URE e Z)\(Rﬁ) < pr(A) +e.
h.k h.k
con diam(R’fL) < § per ogni h e k. Abbiamo cosi provato che per la misura esterna v
associata a v* come nella dimostrazione di Teorema 1.42 risulta vi(A) < p*(A) + ¢
per ogni § > 0. Per § — 07 si trova v*(A4) < p*(A)+¢ e la tesi segue dall’arbitrarieta
die > 0. O

Premisure ed estensione di misure. A partire dai risultati di Carathéodory
sulle misure esterne e sulla costruzione di misure che abbiamo illustrato nella
sezione precedente esaminiamo in questa parte il problema di costruire una misura
positiva sulla o —algebra generata da una classe di insiemi a partire da una funzione
numerabilmente additiva sulla medesima classe.

Sia X un insieme (non vuoto) che supponiamo fissato in tutta questa parte e siano
A una classe di insiemi di X tale che @ € Ae A: A — [0, 4+00] una funzione tale che
A(@) = 0. Sotto quali ipotesi sulla classe di insiemi A e sulla funzione A esistono una
o —algebra S di insiemi di X tale che A C § e una misura positiva p: S — [0, 400)
su S che estende A?

Esaminiamo in questa parte questo problema nell’ipotesi che la classe di insiemi A
sia un’algebra di insiemi di X. Evidentemente una condizione necessaria perché cio
accada € che la funzione A sia numerabilmente additiva su A: se A, € A (n > 1)
sono insiemi A4 —misurabili, deve essere

AmﬂAnZQperm#neUAnEA = A(UAn> :Z)\(An).

Alla luce di questa considerazione, introduciamo la seguente definizione: data
un’algebra di insiemi A di X, una funzione A\: A — [0, +o0] tale che
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e \(@) = 0;

e )\ ¢ numerabilmente additiva su A;
si dice premisura su A.
E chiaro che una premisura sull’algebra A & una misura positiva finitamente additiva
su A e come tale risulta anche finitamente additiva e monotona. Le nozioni di premi-
sura finita (limitata) o o —finita si formulano negli stessi termini delle corrispondenti
definizioni per le misure positive.
Ogni algebra di insiemi A di X & un ricoprimento elementare di X e quindi ad

ogni premisura A: A — [0,+o0] sull’algebra A si associano la misura esterna
p*: P(X) = [0,+00] su X definita da

(sesottorox ) p*(A):inf{Z)\(Ak) : ACUAk e Ay GA}7 ACX,

k k
e la misura positiva p: S(p*) — [0, +o00] definita per restrizione di p* alla o —algebra
S(p*) degli insiemi p*—misurabili (Teorema 1.37). La misura esterna p* e la misura
positiva e completa p cosi definite si dicono indotte dalla premisura A.
I risultati seguenti illustrano le relazioni tra la premisura A e la misura positiva
da essa indotta.

TEOREMA 1.46. Siano
e A algebra di insiemi di X;
e \: A — [0, +o0] premisura su A;
o u*: P(X) — [0,4+00] la misura esterna definita da (sxxxxx).

Allora, o(A) C S(p*) e p* = X su A.

In particolare, la misura positiva p indotta da A estende la premisura A a tutta la
o —algebra generata da A.

DIMOSTRAZIONE. Siano A € A e A € A (k > 1) insiemi A—misurabili tali che
A C |, Ak Allora, posto Ay = @, gli insiemi

Bk:Aﬂ(Ak\(A1U-~UAk,1)), k>1,

sono A - misurabili, disgiunti e tali che A = J, Bj. Risulta quindi
A(A) = ST ABY) < A4
E k

poiché By C Ay e A & monotona su A e da cio segue

NA) < (4),  Ac A
Viceversa, consideriamo gli insiemi Ay € A (k > 1) definiti da A1 = Ae Ay = &
per k > 2. Risulta allora

pH(A) <D OAAR) = AMA)
k

da cui segue p* = A su A.

Per concludere la dimostrazione resta solo da provare che risulta A C S(u*).
Consideriamo a tal fine un insieme A € Ae B C X con u*(B) < +oo. Fissato
€ > 0, esistono allora insiemi By, € A (k > 1) tali che risulti

Bc|JB: e D MBi) <p(B)+e
k k

cosicché

w(B)+e> S MB) = STABLNA) + SAB\ A) > uf(BAA) + (B A).
k k k
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Essendo € > 0 arbitrario, A risulta p*—misurabile per il citerio di misurabilita di
Carathéodory. Pertanto si ha A C S(u*) e questo conclude la dimostrazione. [

La misura positiva p associata alla premisura A non e necessariamente l'unica
misura positiva sulla o —algebra o(A) che estende A. Il risultato seguente illustra la
relazione tra u e le eventuali altre estensioni di .

TEOREMA 1.47. Siano
e A algebra di insiemi di X;
e \: A — [0, +00] premisura su A;
o 1:S(p*) — [0, +00] la misura positiva indotta da \;
e sia v: o(A) = [0, 4+00] una misura positiva sulla o —algebra o(A) generata da A
tale che
v(A) = AA4), Ae A
Allora,
(a) v(E) < u(E) per ogni E € o(A);
(b) E€o(A) e u(F) < +o0 = v(E) = p(E);.
(¢) A\ o —finita = v=up suoc(A).
DIMOSTRAZIONE. (a) Sia E € o(A) e siano Ay € A (k > 1) insiemi .A—misurabili
tali che E C |J,, A. Risulta allora

v(B) > v(Ar) =Y MAg)
k k

cosicché risulta v(E) < pu(E) e questo prova (a).
(b) Sia E € (A) con u(E) < 400 e, fissato € > 0, siano A, € A (k > 1) insiemi
A—misurabili tali che
EclJA e D ANA) < u(E)+e.
k k
Posto A = J,, Ak, risulta A € o(A) e

v(A) = kEIJPoo v(AjU---UAg) = kginoo p(A1U - U Ag) = u(A)

da cui segue v(F) < p*(A). Da o(A) C S(u*) (Teorema 1.46) segue p*(A) = u(E)
1

poiché p = A = v su A cosicché si ha

H(E) < p(4) £ 3 Ak = ST A(AR) < u(E) +=
k k

da cui segue p(A\ E) = u(A) — u(E) < e poiché pu(E) < 4o0. In forza di (a) risulta
V(A\ E) < u(A\ E) da cui segue

p(E) < w(A) = v(A) = v(E) + v(A\ E) < v(E) + p(A\ E) <v(E) +¢
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue u(E) < v(F) che prova l’asserto.

(c) Sia X =J,, An con A, € Ae A(A,) < 400 per ogni n. Essendo A un’algebra,
possiamo supporre che sia A,, N A, = & per m # n. Allora, per ogni insieme
E € o(A) si ha per (b)

WE)=> uENA,) =Y v(ENA,)=uv(E)

k
e questo conclude la dimostrazione. O

L’enunciato seguente evidenzia un caso particolare del risultato precedente. La
dimostrazione e ovvia.

COROLLARIO 1.48. Siano
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o A algebra di insiemi di X ;
e \: A—[0,+00] premisura o —finita su A.

Allora, esiste una ed una sola misura positiva u: o(A) — [0, +oo| tale che
u(A) = A(A), Aec A

Concludiamo questa parte provando che nel caso di una misura positiva o —finita
su una o —algebra di insiemi il procedimento di estensione che abbiamo descritto
produce il completamento della misura di partenza (Proposizione 1.28).

TEOREMA 1.49. Siano S una o algebra di insiemi di X e \: S — [0, +00] una
misura positiva o — finita su S e siano

e \*: 8" = [0,+00] il completamento di \;

o 1:S(p*) — [0, +00] la misura positiva indotta da A.
Allora, §* = S(u*) e \* = .
DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con ,LL : P(X) — [0, 4+00] la misura esterna indotta
da A cosicché risulta S € S(p*) e p = A su S (Teorema 1.46) e proviamo preli-
minarmente che per ogni insieme A € S(p*) con p*(A) < 400 esiste E € S tale
che

ACE e pw(E\A)=0.

Infatti, per ogni n > 1 esistono insiemi F,, r € S (k > 1) tali che risulti

ACJEwe e D (Buk) =D AMEnx) < p*(A) +1/n.
k k k
Allora, I'insieme E =", U, En,x € S—misurabile e tale che A C E con

B) <3 1 (Bug) < p*(A) + 1/n
k

per ogni n da cui segue p*(F) = p*(A). Essendo A un insieme p*—misurabile con
p*(A) < 400, deve essere p*(E \ A) = 0 e questo prova 'asserto.

Consideriamo quindi il completamento A*: §* — [0, 4+00] della misura positiva A
definita su S (Proposizione 1.28) e proviamo dapprima che risulta

ST S(u) e A =u" suS*.
Sia dunque A € §*. Per definizione esistono allora due insiemi E, F' € S tali che
risulti E C A C F e A(F\ E) = 0. Si ha allora
F\EeScS) e p(F\E)=X(F\E)=0

e quindi risulta A € S(u*) e p*(A) = p*(E) = N (E) = A(E).
Viceversa, sia E € S(u*) e siano A, € S (n > 1) insiemi tali che risulti X = J,, 4,
con A, C Ani1 e MA,) < 400 per ogni n. Si ha allora

w(E) = lirf w(ENA,) e pr(ENA) <p (A, = MA,) < +o00
n—-+4oo
per ogni n. Quindi, EN A, € S(u*) con p*(F N A,) < oo per ogni n. Per quanto
provato all’inizio, per ogni n esiste allora B,, € S tale che risulti
ENA,CB, e ,u*(Bn\(EﬁAn)):

Analogamente risulta A, \ E € S(u*) con p*(Ay,\ E) < +00 e quindi per ogni n
esiste C,, € S tale che risulti

A \NE CC, e u*(C’n\(An\E)) =
Consideriamo ora gli insiemi S —misurabili A,,\ C), e B,, e proviamo che risulta
e A \NC,CENA,C By;
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o M(B\ (4,) C)) =0

per ogni n. Si ha infatti 4,,\ C,, C A, \ (A, \ E) = A, N E e laltra inclusione segue
direttamente dalla scelta di B,,. Si ha inoltre

A(Ba\ (A\ C) = " (B (A,\ C)) <
< (Ba\ (B0 A) + 4 (B0 A\ (4,\ o)) =
= (BN Ap)\ (An\ Cn))
per la scelta di B,, cosicché dalla catena di inclusioni
(ENA)\ (A \CL)=ENA,NC, CC,NECC,N(EUA)) =C,\ (A \ E),

si conclude che risulta p* ((E N Ay,) \ (4, \ Cp)) = 0 per la scelta di C,,.
Abbiamo cosi provato che risulta £ N A,, € §* per ogni n e da cio segue F € §* e
questo conclude la domostrazione. O

Esercizi

1.1. Sia C una famiglia (non vuota) di insiemi di X. Provate che l'algebra A
generata da C e formata dalle unioni finite di insiemi disgiunti £ della forma

E=Cin---NnCy
con Cp,eCoC;eCperognih=1,... k.

1.2. Siano X,Y due insiemi e ®: X — Y una funzione. Provate che
(a) se Sy € una o—algebra di insiemi di Y, la collezione di insiemi
O H(Sy)={® HE): E€Sy}
¢ una o —algebra di insiemi di X;
(b) se ® & biettiva e Sx & una o—algebra di insiemi di X, la collezione di
insiemi
P(Sx)={®(F): E€Sx}
¢ una o —algebra di insiemi di Y.

1.3. Siano A una collezione di insiemi di X e B C X un insieme. Provate che
risulta
c(ANB)=0c(A)NB.

1.4. Siano X e Y spazi topologici con o —algebre di Borel B(X) e B(Y') rispettiva-
mente. Provate che

(a) se Z C X ¢ un insieme di X e B(Z) ¢ la o—algebra di Borel di Z
relativamente alla topologia indotta, si ha B(Z) = B(X) N Z;

(b) se ®: X — Y & un omeomorfismo di X suY si ha
B e B(X) — ®(B) € B(Y);
(c) B1€ B(X) e Bye B(Y) = By x Bye B(X xY).

1.5. Sia S una o —algebra infinita di insiemi di X. Provate che

(a) esiste una collezione numerabile {E,,},, di insiemi S—misurabili non
vuoti e disgiunti;
(b) S non & numerabile: card(S) > «c.
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1.6. Fornite un esempio di classe di Dynkin D e un esempio di classe monotona M
che non siano o —algebre.

1.7. Provate che una famiglia di insiemi D di un insieme X (non vuoto) ¢ una
classe di Dynkin se e solo se

e X eD;
e E,FeDeECF — F\EeD;
e E,eDeE,CE,y1 (n>1) = U,E,eD.

1.8. Sia f: X — [0, +00] una funzione. Provate che
W) =3 f2),  Xca
€A
¢ una misura positiva sulla o- algebra P(X) (Esempio 1.21—(a)).

1.9. Sia pu: S — [0, 4+00] una misura positiva e, dati E, € S (n > 1), siano
lminf 2, = \J () B e lmsupB, = (] | B
m>1n>m m>1n>m

Provate che

(a) u (hm inf En> < liminf u(E,);

n—-+oo n——+oo

(b) p UE" <400 = ,u(limsupEn) > limsup u(Ey,).

n>1 n—-+oo n—-+oo

1.10. Sia p: S — [0, 400] una misura positiva. Provate che
(a) se per ogni € > 0 esiste E. € S con 0 < u(E;) < ¢, esistono E,, € S
(n > 1) disgiunti con
0 < u(E,) <1/2™, n>1;
(b) se per ogni t > 0 esiste By € S con t < p(FE:) < 400, esistono E,, € S
(n > 1) disgiunti con
1 < p(Ey) < 400, n>1.

1.11. Sia p una misura positiva semifinita su una o —algebra S di insiemi di X e
sia £ € S un insieme tale che u(E) = +oo. Provate che per ogni ¢t > 0 esiste un
insieme F € S tale che F C E et < pu(F) < 4o0.

1.12. Sia g una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X e sia
pst(E) =sup {u(F): F € Scon F C E e p(F) < +oo}, EcS.
Provate che

(a) s @ una misura positiva semifinita su S;
(b) u semifinita = st = [
(¢) p = pst+ p' con p/ misura positiva su S non semifinita.



CAPITOLO 2

Integrazione astratta

Presentiamo in questo capitolo la teoria dell’integrazione secondo Lebesgue che
generalizza ed estende la classica nozione di integrale di Riemann. Questa teoria
¢ astratta nel senso che si applica a insiemi privi di ulteriore struttura oltre a
quella necessaria alla definizione stessa dell’integrale. Ne consegue una definizione
di integrale che trova applicazione non solo nel caso euclideo R ma di fatto in tutti
i contesti in cui sia possibile definire una nozione di integrale. Come vedremo, la
teoria che svilupperemo risulta semplice e potente al contempo e particolarmente
adatta a gestire le operazioni di passaggio al limite sotto il segno di integrale.

La definizione di integrale di Lebesgue di cui esaminiamo qui le principali proprieta
muove dalla nozione di misura positiva di un insieme astratto che abbiamo sviluppato
nel capitolo precedente. Come vedremo nel proseguio del capitolo, I'integrale che
ne risulta realizza un felice punto di equilibrio tra generalita della definizione e
proprieta dell’integrale risultante.

2.1. Funzioni misurabili

Le funzioni misurabili sono le funzioni definite su insiemi muniti di una o —algebra
che sono naturali nello stesso senso in cui le funzioni continue sono le applicazioni
naturali tra spazi topologici. I casi di maggior interesse per queste note sono
quelli delle funzioni a valori complessi e a valori reali estesi ma, per consentire
una trattazione il piu possibile unitaria di entrambe le situazioni, & conveniente
considerare il caso generale di funzioni a valori in spazi topologici.

Denoteremo in tutta la sezione con X un insieme astratto (non vuoto) e con S una
o —algebra di insiemi di X fissati e porremo come al solito K € {R,C}.

Funzioni misurabili. La definizione di funzione misurabile rispetto ad una o —
algebra di insiemi ¢ la seguente.

DEFINIZIONE 2.1. Sia Y uno spazio topologico. Una funzione f: X — Y tale che
B e B(Y) — f'(B)eS
si dice § —misurabile da X inY. O

In particolare, se anche X & uno spazio topologico, la funzione f: X — Y si dice
Borel —misurabile da X in'Y o equivalentemente che f € una funzione di Borel da
X in'Y se & B(X)—misurabile cioé se risulta

BeB(Y) = f1(B) € B(X).
La definizione precedente sembra di scarsa utilita a meno di conoscere gli insiemi
di Borel dello spazio topologico Y. Prima di procedere con I’esame delle proprieta

delle funzioni misurabili, proviamo che & possibile testare la misurabilita di una
funzione restringendo la verifica ai soli insiemi aperti o chiusi di Y.

PROPOSIZIONE 2.2. Sia Y wuno spazio topologico e sia f: X — Y wuna funzione.
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

39
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(a) f &S —misurabile;
(b) V CY aperto = vy es;
(¢c) FCY chiuso = fHF)eS.

In particolare, se X e Y sono spazi topologici, ogni funzione continua f: X — Y &
una funzione di Borel da X in Y.

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza di (b) e (c) & conseguenza immediata dell’identi-
ta fH(AC) = (f_l(A))C valida per ogni insieme A. Basta quindi provare che (b)
implica (a). A tal fine, osserviamo che la collezione di insiemi

S'={ECY: fY(E)eS}
¢ una o —algebra contenente tutti gli aperti di Y per (b) e conseguentemente anche

tutti gli insiemi di Borel di Y. Pertanto, f & S —misurabile e questo prova (a). O

Proviamo ora che la composizione con funzioni continue o di Borel preserva la
misurabilita di una funzione e che la misurabilita di una funzione a valori nel
prodotto di spazi topologici si riduce alla misurabilita delle sue componenti.

PROPOSIZIONE 2.3. SianoY e Z due spazi topologici, A CY unisniemee f: X =Y
una funzione S —misurabile tale che

f(z) € A, reX,
e sia ®: A — Z una funzione tale che valga una delle sequenti due ipotesi:

(a) A= X e ® ¢ Borel misurabile;
(b) ® ¢é continua in A.

Allora, la funzione h=®o f: X — Z ¢ S —misurabile.
DIMOSTRAZIONE. (a) Per ogni insieme di Borel B di Z, risulta ®~1(B) € B(Y) e
da cid segue h~'(B) = f~! (®7!(B)) € S.

(b) Per ogni insieme aperto V di Z, 'insieme ®~(V) & aperto in A e quindi &
della forma ®~1(V) = ANW con W aperto di Y cosicché, essendo f & valori in A,
risulta h=1 (V) = f~1 (@71(V)) = f~*(W) € S (Proposizione 2.2) e questo prova
I’asserto. 0

PROPOSIZIONE 2.4. Sia Y lo spazio topologico prodotto
Y=Yix---xY,

di spazi topologici Yy, aventi base numerabile di aperti e m,,: Y — Y, le relative
proiezioni canoniche (m =1,...,n). Allora, per una funzione f: X —'Y le sequenti
afermazioni sono equivalenti:

(a) f &S —misurabile;

(b) ogni componente f™ = mof: X = Y, (m=1,...,n) éS —misurabile.
In particolare, per una funzione f: X — K™ a valori in uno spazio euclideo K" con
K =R o K= C di componenti f = (fl, e f") la misurabilita di f equivale alla
misurabilitd delle sue componenti f*,..., f™.

DIMOSTRAZIONE. (a) Dalla continuita delle proiezioni canoniche 7, e da (a) segue
che ogni componente f* ¢ S —misurabile se f ¢ tale.
(b) Siano V,, basi numerabili di aperti di ¥;;, (m =1,...,n) cosicché

WZ{W:le---an: VmEVmpermzl,...,n}
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¢ una base numerabile di aperti di Y. Per ogni insieme W =V; x --- xV,, € W
risulta

) =1 (V)
da cui segue f~1(W) € S per ogni W € W. Poiché ogni aperto V di Y & unione di
una famiglia numerabile {W;}; di aperti di W, da

o =Urrton)

e dalla Proposizione 2.2 si deduce che f ¢ & —misurabile se ogni componente &
tale. d

Dai risultati precedenti con opportune scelte di ® si ricava che tutte le usuali
operazioni sulle funzioni a valori reali o complessi preservano la misurabilita.

COROLLARIO 2.5. Sia f =u-+iv: X — C una funzione complessa con u,v: X — R
parte reale e parte immaginaria di f. Allora,

f eS8 —misurabile = u e v sono S —misurabili.

Inoltre, se f,g: X — C sono funzioni S —misurabili, le funzioni

(a) Af (A€C), f+gefy;
(b) 1/g e f/g se g(x) # 0 per ogni x € X ;
(c) f*elfl;

sono & —misurabili.

Le stesse conclusioni valgono per funzioni & —misurabili a valori reali f,g: X — R
(con l'ovvia esclusione di quella relativa a f*) nel qual caso risultano S —misurabili
anche le funzioni

(d) min{f, g} e max{f,g};

(e) f*=max{£f,0}.
Gli stessi risultati si estendono per induzione al caso di un numero finito qualunque
di funzioni.
Come accennato, oltre alla misurabilita di funzioni a valori reali o complessi e
opportuno considerare la misurabilita di funzioni a valori nella retta reale estesa
Re = RU {£o00} munita dell’usuale topologia di Hausdorfl compatta e a base
numerabile (Esercizio 1-2.37). In tal caso, le proprieta (a),...,(d) elencate sopra
(di nuovo con l'ovvia esclusione di quella relativa a f*) continuano a valere per
una coppia di funzioni S —misurabili f,g: X — R, purché le funzioni f + g, fg,
f/g e cf (c € R) siano definite in ogni punto di X cioé non si abbiano mai i casi
simbolicamente rappresentati da [oco — oc], [0-o0], [0/0] e [00/00]. Ci6 ¢ conseguenza
della continuita di addizione, moltiplicazione e divisione sulle coppie di reali estesi
per cui tali operazioni sono definite (Proposizione 2.4—(b)).
Vedremo successivamente (Corollario 2.13) che, pur di adottare la convenzione
000 =0, il prodotto fg risulta S —misurabile anche senza la richiesta che il caso
[0 - 00] non si presenti.
A conclusione di queste considerazioni sulla misurabilita delle funzioni a valori reali
estesi, proviamo che ¢ in effetti sufficiente testare la misurabilita di una funzione a
valori reali o reali estesi solo su classi di insiemi piu ristrette della classe degli aperti
della retta reale o reale estesa.

PROPOSIZIONE 2.6. Sia f: X — Ry una funzione. Allora, le sequenti affermazioni
sono equivalenti:
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(a) f &S —misurabile;
(b) f~YV) € 8 per ogni aperto V di Ru;
(c) {f>a}€8per0gmaeR

) f

d

L’ipotesi (¢) puod essere ovviamente sostituita da {f < a} € & per ogni a € R.
Inoltre, nel caso particolare di una funzione a valori reali f: X — R, in (b) e (d) &
possibile prendere V' aperto ed I intervallo di R anziché di R,

~Y(I) € S per ogni intervallo I C Ry,

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ciclicamente I’equivalenza di (b), (c) e (d) avendo gia
provato l'equivalenza di (a) e (b) (Proposizione 2.2).

(b) L’insieme (ar, +00] & un aperto di Ry, per ogni @ € R e quindi (c) segue da (b).
(c) Risulta {f < a} € S per ogni o € R e da

{(fza}=({f>a-1/n}

segue che anche {f > a} e {f < a} sono in S. Poiché ogni intervallo I della retta
reale estesa si scrive come intersezione di due insiemi dei quattro tipi precedenti, si
ottiene (d).

(d) Ogni aperto della retta reale estesa ¢ unione di una famiglia al pitt numerabile
di intervalli di Ry, e quindi (a) segue da (d). O

Successioni di funzioni misurabili. Esaminiamo in questa parte le proprieta
della misurabilita in relazione alle operazioni sulle successioni di funioni misurabili
a valori complessi o reali estesi.

TEOREMA 2.7. Sia S una o —algebra di insiemi di X e siano fr,: X - Ry (n > 1)
funzioni S —misurabili. Allora,

(a) le funzioni s = 1nf fn e S =sup f, sono S —misurabili;

n>1
(b) le funzionil = hm inf f,, e L =limsup f, sono S —misurabili;
—+oo n——+0oo

(c) sef: X >Ry e hrf fn = [ puntualmente in X, f ¢ S —misurabile.
n—-+oo

La proprieta (c) vale ovviamente anche per il limite puntuale di una successione di
funzioni & —misurabili f,,: X — C (n > 1) a valori complessi.

DiMOSTRAZIONE. Per ogni o € R si ha
{s<a}=J{fa<a} e {S>a}=J{fn>a}
da cui segue (a) mentre (b) e (c¢) seguono da
l= lﬁﬁi’&f)f” = 7Snu>1o1 ( inf fn) e L= lrllrngrt(g) fn= mf1 (:;gf,) . O

La principale proprieta delle funzioni misurabili non negative risiede nella possibilita
di caratterizzarle come limite puntuale di successioni crescenti di funzioni che
assumono un numero finito di valori su insiemi misurabili. Queste funzioni elementari
svolgono un ruolo cosi importante nella teoria della misura e dell’integrazione da
meritare una definizione specifica.

DEFINIZIONE 2.8. Sia X un insieme (non vuoto). Una funzione s: X — K apparte-
nente allo spazio vettoriale

span{lA: ACX}

generato dalle funzioni caratteristiche si dice semplice. O
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Una funzione semplice s: X — K & dunque della forma
s(x) = arla, (x) + - 4 ajla,(x), x e X,

con ap,...,a; € K numeri reali o complessi (non necessariamente distinti) e
Aq,...,A; insiemi di X (non necessariamente disgiunti) e cid accade se e so-
lo se s assume solo un numero finito di valori. La rappresentazione di s come
combinazione lineare di funzioni caratteristiche non € unica. Se tuttavia risulta
s(X)={a1,...,ar} con ap # aps per b’ # 1’ 1 corrispondenti insiemi di livello
Ap={s=ap} (h=1,...,k) sono tra loro disgiunti e costituiscono una partizione
di X e in tal caso la rappresentazione

(%) s(xr) =arla, () + - +arla, (z), r e X,

risulta univocamente determinata. Ad essa ci riferiremo come alla rappresentazione
canonica della funzione semplice s. Con tale rappresentazione la funzione semplice
s risulta § —misurabile se e solo se ogni insieme Ay € S—misurabile.

TEOREMA 2.9. Siano S una o —algebra di insiemi di X ed f: X — [0, +00] una
funzione. Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) f &S —misurabile;
(b) esistono sp: X — [0,400), n > 1, funzioni semplici e S —misurabili
tali che
o 5, < Spy1 per ognin;
e s, — f puntualmente in X per n — +o0.

Inoltre, se f & limitata superiormente, s, — f uniformemente su X per n — +o0.

La parte significativa della tesi e I'esistenza della successione di funzioni semplici e
misurabili che approssima f in modo crescente. Come vedremo, questo risultato ha
innumerevoli applicazioni.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo solo provare che (a) implica (b). Per ogni n > 1 fissato,
gli insiemi
Enr={(k-1)/2" < f<k/2"} k=1,...,n2"
F, = {f > n}

costituiscono una partizione S—misurabile di X e le funzioni s,: X — [0, +00)
definite da

Sp = Z %hsm +nlp,, n=1,
1<k<n2n

sono semplici, non negative ed S —misurabili. Proviamo che la successione di funzioni
{Sn}n & crescente. A tal fine, consideriamo z € X ed n > 1 fissati e distinguiamo i
tre casi seguenti a seconda del valore f(z) € [0, +0o0].
Se risulta 0 < f(z) < n, esiste uno ed un solo indice k € {1,...,n2"} tale che risulti
x € B, ¢ quindi si ha s, (z) = (k —1)/2". Da E, j = En41,25—1 U Ept1,2k Segue
quindi

2k—1)—-1 k-1

Snt1(z) > ( 2n+)1 — o = s, ().

Se risulta invece n < f(z) < n+ 1, si ha « € F,, e dunque s, (z) = n mentre risulta
x € Eny1p per qualche k € {1,...,(n+1)2""!}. Necessariamente, deve essere
k > n2"*t 4+ 1 poiché se fosse per assurdo k < n2"+1 i avrebbe f(z) < k/2"Tt <n
e questo contraddirebbe l'ipotesi fatta. Si ha allora

k-1 N
LES >n = s,(x).

Sn+1 (fE) 2
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Infine, se risulta f(xz) > n+ 1, si ha « € F,,11 C F, e da questo segue che risulta
Snt+1(x) =n+1>n = s,(x) anche in quest’ultimo caso.

Resta poi da provare che la successione {s,}, tende ad f puntualmente in X per
n — 4oo. Fissato x € X, si ha 0 < f(x) < +o00 oppure f(z) = +oo. Nel primo
caso, per ogni n > f(z) risulta 0 < f(z) — s, (x) < 1/2™ per costruzione e nell’altro
caso si ha s, (z) = n per ogni n.

Infine, se esiste M > 0 tale che risulti 0 < f(x) < M per ogni € X, si ha come
prima 0 < f(z) — sp(x) < 1/2™ per ogni z € X e n > M e questo completa la
dimostrazione. 0

COROLLARIO 2.10. Sia f: X — K una funzione S — misurabile. Allora, esistono
funzioni semplici e S —misurabili s,: X — K (n > 1) tali che

(@) [sn| < lsnial € |sn| < [f| in X per ognin;
(b) sn — f puntualmente in X per n — +oo.

DIMOSTRAZIONE. Si applica il risultato precedente alle parti positive e negative
della parte reale e della parte immaginaria di f. O

Come modificare una funzione senza perdere la misurabilita. Accade
frequentemente di modificare su un insieme i valori di una assegnata funzione
misurabile. Esaminiamo in questa parte alcune situazioni in cui cio si puo fare senza
perdere la misurabilita della funzione. Per non distinguere tra funzioni a valori
reali o complessi e funzioni a valori reali estesi ¢ conveniente considerare il caso di
funzioni a valori in uno spazio topologico astratto.

PROPOSIZIONE 2.11. Sia Y uno spazio topologico e siano f,g: X —'Y due funzioni
S —misurabili e E € S un insieme S —misurabile. Allora, la funzione h: X — 'Y
definita da

E
h(z) = flx) perxe
g(x) perze X\ E
¢ S —misurabile.

La stessa proprieta puo essere formulata per una successione di funzioni S — misurabili
fn: X =Y (n>1) e per una partizione S —misurabile {E,, : n > 1} di X.
DIMOSTRAZIONE. Per ogni insieme aperto V' C Y si ha
-1 -1 -1
g (V)= (T VNE)U (T V)NE) €S

e questo prova la tesi. ]
Questo risultato mostra dunque che si possono incollare funzioni misurabili su insiemi
misurabili senza perdere la misurabilita o equivalentemente che si puo modificare
una funzione misurabile su un insieme misurabile ponendola uguale ad un’altra
funzione misurabile senza perdere la misurabilita. E importante evidenziare che a tal
fine non si richiede in alcun modo che l'insieme in cui viene modificata la funzione
originale sia piccolo nel senso della misural, ad esempio trascurabile. Quando questo

accade e la misura ¢ anche completa, allora i valori della funzione possono essere
modificati in modo arbitrario come si vede nel risultato seguente.

PROPOSIZIONE 2.12. Siano p: S — [0, 400] una misura positiva e completa e Y
uno spazio topologico e siano f,g: X =Y due funzioni tali che

flz)=g(x) per p—q.o.x € X.

Allora, f ¢ S —misurabile se e solo se g € S —misurabile.

L1n effetti non si richiede neppure che vi sia una misura.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto V C Y la differenza simmetrica f=1(V)Ag=1(V)
& pu—trascurabile. O

Dai risultati precedenti possiamo ricavare, come anticipato, che anche il prodotto
di due funzioni a valori reali estesi S —misurabili ¢ ancora S —misurabile quando si
adotta la convenzione 0 - co = 0, convenzione che utilizzeremo sistematicamente nel
prossimo capitolo.

COROLLARIO 2.13. Siano f,g: X — Ry due funzioni S —misurabili a valori reali
estesi e sia h: X — Ry la funzione definita da
{O se f(x) =0 e g(x) = +oo 0 viceversa

he) = f(x)g(x) altrimenti.

Allora, h ¢ S —misurabile.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme E definito da
E=({f =+o0}n{g=0}) U ({f=0}N{g=+o0})

€ § —misurabile. Quindi, le funzioni

I = f mX\E )9 mX\FE
'7Y0 mE N=Y0 mE

sono S —misurabili per Proposizione 2.11 e anche il loro prodotto f1g; ¢ tale poiché
non si ha mai il caso [0-00]. Dall’'uguaglianza h = f1g; su X segue la conclusione. [

A conclusione di questa parte, esaminiamo infine quali relazioni sussistono tra la
misurabilita rispetto ad una o—algebra e rispetto al suo completamento. Siano
dunque p: § — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di sottoinsiemi di
X, 8&* il completamento di S rispetto a p e p*: §* — [0, 400] lestensione di u a
S* descritta nella Proposizione 1.28.

PROPOSIZIONE 2.14. Sia f: X — [0,400] una funzione S* —misurabile. Allora,
esiste una funzione g: X — [0, +o0] tale che

(a) g & S —misurabile;
(b) esiste T € S u—trascurabile tale che {f # g} C T.

In altri termini, una funzione misurabile rispetto al completamento di una o —algebra
rispetto ad una misura positiva coincide con una funzione misurabile rispetto
alla o —algebra originale al di fuori di un insieme trascurabile e misurabile per la
o —algebra originale. Vedremo un esempio significativo di questa situazione nel
successivo Capitolo 5 ove § ed §* saranno le o —algebre di Borel e di Lebesgue di
R¥ rispettivamente. Osserviamo infine che il medesimo risultato vale ovviamente
anche nel caso di funzioni a valori reali estesi f: X — R, o di funzioni a valori
reali o complessi f: X — K.

DIMOSTRAZIONE. Siano s,: X — [0,+00) (n > 1) funzioni semplici, non negative
e §* —misurabili associate a f come in Teorema 2.9 e sia s, della forma

Sn = cn’llA”yl +-t Cn)inlAn,in7 n Z 1)
con {A,1,..., A, } partizione S* —misurabile di X. Con riguardo alla definizione
di &*, per ogni n e per ogni i = 1,...,1%, esistono allora insiemi F, ; € S tali che

risulti F,; C Ap i e (A \ Fri) = 0 per ogni 4. Posto

T=UJ| U A\l

n | 1<i<in
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risulta T € S poiché

U (An,i \ Fni) =X\ U Fi

1<i<in 1<i<i,

e w(T) = p*(T) = 0 poiché T & unione numerabile di insiemi p*—trascurabili.
Poniamo allora E,, ; = F,;\T € Si=1,...,i, e definiamo

tn = Cn,llEnJ + -+ Cn,inlE n 2 1.

n,in ?

Ogni funzione ¢, : X — [0, +00) & semplice, S —misurabile ed evidentemente tale che
risulti ¢, = s, su X \T e t,, =0 suT. Quindi, si ha 0 <t, <t,4+1 su X per ognin
ed esiste g: X — [0, 400] tale che s,, — g puntualmente in X per n — +o0o. Tale g
¢ S —misurabile poiche ogni ¢, & tale e evidentemente risulta {f # g} C T. O

2.2. Integrazione di funzioni misurabili non negative

Introduciamo in questa sezione la definizione di integrale di una funzione misurabile
e non negativa a valori reali estesi e ne esaminiamo le principali proprieta. In tutta
la sezione denoteremo con p: S — [0, +00] una misura positiva (non nulla) fissata
su una o —algebra S di sottoinsiemi di un insieme astratto (non vuoto) X.

Integrale di funzioni misurabili non negative. Definiamo dapprima 'integrale
di una funzione semplice e misurabile adottando qui e nel seguito la convenzione
secondo la quale risulta 0 - (£o00) = 0.

Sia s: X — [0,4+00) una funzione semplice, S—misurabile e non negativa che
supponiamo rappresentata dalla formula

() s=aila, +---+arla,

con coefficienti o, > 0 e insiemi 4, € S (h=1,...,k). Dato un insieme E € S, il
numero reale esteso non negativo definito da

(15) [ sdu=aun(BEad) 4+ a0 A
E

si dice integrale di s su E € S rispetto a p.
La definizione ¢ ben posta in quanto risulta indipendente dalla rappresentazione
scelta per la funzione semplice s.

LEMMA 2.15. Sia s: X — [0,+00) una funzione semplice, S —misurabile e non
negativa rappresentata da

arla, +--+agla, =s=pilp, +-+ Bilp,
con coefficienti oy, B; > 0 e insiemi Ap,B; € S (h=1,...;kei=1,...,5). Allora,

(35%) Z apu(ENAy) = Z Bru(E N By), EeS.

1<h<k 1<i<j

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo senza perdita di generalita che 'unione degli insiemi
Air,..., A e Byq,..., Bjsia tutto X e supponiamo inoltre per semplificare le formule
che sia F = X. Per E # X si ragiona allo stesso modo con modifiche puramente
formali.

Proviamo dapprima che dalla rappresentazione s = a;14, + -+ -+ agla, si pud pas-
sare a una rappresentazione s = f11p, + --- 4+ f;1p, in cui gli insiemi {By, ..., B;}
costituiscono una partizione S —misurabile di X e per la quale vale I'uguaglianza
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(x+x). A tal fine, ad ogni insieme non vuoto di indici I C {1,...,k} associamo

1 msieme S IIllSUIablle
hel hél

e proviamo che gli insiemi B; non vuoti cosi ottenuti costituiscono una partizione
di X. Infatti, per ogni punto = € X, risulta € By per [ = {h: z € A} e inoltre,
gli insiemi By sono tra loro disgiunti: se infatti risulta « € By, N By, con I; e Iy
sottoinsiemi di {1,...,k}, per ogni indice h € I; risulta z € Aj, e quindi h deve
appartenere anche a I altrimenti non si avrebbe x € By,. Deve allora essere Iy C Iy
e scambiando i ruoli di I e Iy segue 'asserto.

Denotiamo quindi con B, ..., B; gli insiemi Br non vuoti cosi ottenuti e osserviamo
che, per ogni ¢ = 1,...,j fissato, per costruzione, risulta Ay N B; = & oppure
ApN B; = B; per ogni indice h. Posto allora

ﬁi:Z{ah:htalecheAhﬂB¢=Bi}7 t=1,...,7,

risulta

S oan(An) = Y > anu(Ann By) =

1<h<k 1<h<k 1<i<y
= Z Z app(ApN B;) = Z Bin(Bi)
1<i<j 1<h<k 1<i<y

e questo prova la validita di (+#*) con s = 11, +--- + 3;1p, rappresentata da
insiemi By, ..., B; costituenti una partizione S —misurabile di X.
Sia infine

arla, +-+agla, =s=pP1lp, +- + B;l5
con insiemi Ay,..., Ay e B1,..., B; costituenti due partizioni S—misurabili di X.
Si ha evidentemente oy, = 3; quando Ay, N B; # & da cui segue

> anp(An) = Y > anp(AnNBy) =

1<h<k 1<h<k 1<i<j
= > > BulAnnBi)= > Biu(Bi)
1<i<j 1<h<k 1<i<y
e questo completa la dimostrazione. O

Possiamo ora definire 'integrale rispetto alla misura positiva g di una funzione
S —misurabile f: X — [0, +00] avente valori reali estesi non negativi. La necessita
di considerare I'integrale di funzioni non negative che assumono valore +oc sara
chiara nella successiva Sezione 2.4.

DEFINIZIONE 2.16. Sia f: X — [0,4o00] una funzione S—misurabile. Per ogni
insieme E € S, il numero reale esteso non negativo

/ fdp = sup {/ sdu : s semplice, S —misurabile con 0 < s < f}
E E
si dice integrale di f rispetto a p su B € S. g

Eevidente che nel caso di una funzione semplice, S —misurabile e non negativa la
Definizione 2.16 coincide con (k).
Riuniamo nella proposizione seguente alcune proprieta elementari dell” integrale.

PROPOSIZIONE 2.17. Siano f,g: X — [0,400] due funzioni S —misurabili e siano
E,F €S due insiemi S — misurabili. Allora,
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(a) /]Efd/A:/XflEdu;
0 f<ging — [ pan< [ gdu

©Ech — [ i< [ sau

d) ENF = du= [ fd dy;
@WEnF=o = [ i /Efu+/Ffu

(e) f=0inE = /fdu:O;
E

f) W(B) =0 = /Efdp:().

La prima affermazione garantisce che 'integrale della funzione f sull’insieme F
dipende solo dai valori assunti da f su E. Alla proprieta (b) si fa riferimento
come alla proprieta di monotonia dell’integrale. Le successive proprieta (c) e (d)
evidenziano come l'integrale di una funzione non negativa come funzione d’insiemi
sia una misura finitamente additiva sulla o—algebra S. Si noti poi che (e) vale
anche se u(F) = 400 e (f) vale anche se f(x) = +oo per ogni x € E.

DIMOSTRAZIONE. La validita di (c) e di (f) & evidente dalla definizione. Proviamo
quindi le restanti affermazioni.

(a) Osserviamo per prima cosa che la funzione f1g ¢ S—misurabile (Corollario 2.13
o Teorema 2.9) e proviamo dapprima che risulta

/XflEdus/Efdu.

Sia dunque s: X — [0, +00) una funzione semplice e S —misurabile come in (x) tale
che risulti 0 < s < flg in X e supponiamo senza perdita di generalita che risulti
anche Ap N Apr = @ per K £ 1"”. Da s =0su X \ F, si ottiene oy, = 0 per ogni h
tale che Ap \ E # @ e quindi «y, # 0 implica Ay, \ E = @ da cui segue

ap 0 — /.L(E N Ah) = /,L(E N Ah) + /J,(Ah \ E) = /.L(Ah).
Risulta allora

/Sdﬂzam(EﬂAﬂ‘f""+OékN(EﬁAk)=a1M(A1)+~-~+aku(Ak):/ sdu
2 X

cosicché da 0 < s < flg < f in X segue

/sdu=/sdu§/fdﬂ
X E E

e da cio segue la disuguaglianza cercata passando all’estremo superiore su s. Provia-
mo quindi che vale la disuguaglianza opposta

/Efdué/xflEdu-

Sia s: X — [0, +00) una funzione semplice e S —misurabile come in () e supponiamo
adesso che si abbia 0 < s < f in X. Posto t = slg, si ha che t: X — [0, +00) & una
funzione semplice e S —misurabile e si ha

t=ailpna, + - +arlena,.
Inoltre, siha 0 <t < flgin X e

/sdu:/ tdug/ flpdu.
E b'e b'e
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Passando all’estremo superiore su s, si ottiene la disuguaglianza cercata e quindi
I’asserto.

(b) La disuguaglianza & ovvia quando E = X ed il caso E € S qualunque segue
facilmente da questo e da (a).

(d) Sia s: X — [0,400) una funzione semplice e S—misurabile tale che risulti
0 < s < fin X. Allora, dalla definizione di integrale di una funzione semplice

risulta
/ sdu:/sdu+/sdu§/fdu+/fdu
EUF E F E F

da cui segue, passando all’estremo superiore su s,

(sokokok) / fd,ug/sdqu/sdu.
EUF E F

Viceversa, siano s,t: X — [0, +00) due funzioni semplici e S —misurabili tali che
risulti 0 < s,¢ < f in X. Allora, la funzione r = max{s,t} & ancora una funzione
semplice, S —misurabile tale che 0 < r < f in X e per la quale risulta

max{/ sd,u,/td,u}</rd,u7 GeS,
G €] €]

per (b). Si ha quindi

/sdu+/tdu§/rdu+/rdu:/ rd,ug/ fdu
E F E F EUF EUF

e, passando all’estremo superiore prima su s e poi su t, si ottiene la disuguaglianza
opposta a (xkkk) da cui segue P'asserto.

(e) La funzione flg = 0 ¢ identicamente nulla in X e quindi per (a) risulta

| tan= [ npau=o O

Teorema di convergenza monotona e conseguenze. Proviamo in questa parte
il primo importante risultato sugli integrali: il teorema di convergenza monotona
di H. Lebesgue e di B. Levi sul passaggio al limite sotto il segno d’integrale lungo
successioni crescenti di funzioni misurabili non negative. La rilevanza di questo
risultato in relazione alla definizione di integrale di una funzione misurabile a valori
reali estesi non negativi risulta evidente non appena esso venga messo in relazione
alla approssimazione di funzioni misurabili come limite di successioni crescenti
funzioni semplici e misurabili (Teorema 2.9).

TEOREMA 2.18 (H. Lebesgue-B. Levi). Siano f,: X — [0,+00] (n > 1) e sia
f: X = [0,+00] funzioni con le sequenti proprieta:

(a) ogni funzione f, ¢ S —misurabile;

(b) fn S fn+1 m X;

(¢) fn — f puntualmente in X per n — +oo.

Allora, f ¢ S —misurabile e risulta

li ndu = du.
s [ s f s

La formula precedente si scrive anche nella piu suggestiva forma

o[ s [ (s

da cui il nome di teorema di passaggio al limite sotto il segno d’integrale per questo
tipo di risultati.
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DIMOSTRAZIONE. La funzione f & S —misurabile (Teorema 2.7) e dalle ipotesi (a)

e (b) segue
[ g [ poadn e [ paws [ rau

per ogni n. Sia quindi L € [0, +00] tale che

lmh/nszs/fw
n——+oo X X

e completiamo la dimostrazione provando che risulta

LZ/deu.

A tale scopo, consideriamo una funzione semplice e S —misurabile s: X — [0, +00)
come in (%) per la quale si abbia 0 < s < f in X. Fissato 0 < ¢ < 1, poniamo
E, = {f. > c¢s} per n > 1. Chiaramente risulta E,, € S e E,, C E,,+1 per ogni n e

UE = X.

Da cio segue

/fnd,uz/ fnduZ/ esdp = c{arp(E, N A + -+ app(E, N Ag)}
b's En

n

(Proposizioni 2.17—(c) e 2.17— (b)) cosicché per n — +oo si trova

ch/ sdu
X

(Proposizione 1.22—(e)). Poiché questo vale per ogni 0 < ¢ < 1 e per ogni funzione
semplice § —misurabile s tale che 0 < s < f in X, si ottiene la disuguaglianza
cercata e questo completa la dimostrazione. O

Il teorema di convergenza monotona ha molte ed importanti conseguenze a partire
dalla linearita dell’integrale rispetto alla somma di funzioni misurabili e non negative.

TEOREMA 2.19. Siano f,g: X — [0, 400] funzioni S —misurabili. Allora,

(a) /X(f+g)du:/xfdu+/xgdu;
(b)/chdu:c/xfd,uperogniczo.

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano s,t: X — [0, +00) due funzioni semplici, non negative
e S —misurabili rappresentate da
s=aila, +- - +agla, e t=pilp, +- -+ pBjlg

con coefficienti ap, 5; > 0 e insiemi {A;,..., A} e {B1,...,B;} costituenti due
partizioni S —misurabili di X. La funzione somma r = s+t € a sua volta semplice e
S —misurabile ed ¢ rappresentata da

r=> (an+Bi)la,ns,
hyi

ove la somma si intende estesa alle sole coppie di indici h,7 per i quali risulta
ApN B; # @. Si ha cosi

/X sdu + /X tdy = Xh:ahﬂ(Ah) + Zi:ﬂiH(Bi) =

= Z%M(Ah N B;) + ZﬁiM(Ah NB;) =

hyi hyi
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= ;(ah + B)pu(Ay N B;) = /X rdp.

e quindi (a) vale per funzioni semplici, S —misurabili e non negative.
Consideriamo quindi due successioni crescenti di funzioni semplici e S —misurabili
tali che s, — f e t,, — ¢g puntualmente in X per n — 400 (Teorema 2.9). Allora,
{$n +tn}n € una successione crescente di funzioni S —misurabili tali che (s, +t,) —
(f + ¢) puntualmente in X per n — 400 cosicché (a) segue dal caso precedente e
dal teorema di convergenza monotona.

(b) L’uguaglianza & ovvia per ¢ = 0 poiché risulta 0 - (00) = 0 per convenzione.
Per ¢ > 0e s: X — [0, +00) funzione semplice e S—misurabile si ha chiaramente?

/ csdu:c/sd,u.
X T

Il caso generale si deduce nuovamente dal Teorema 2.9 e dal teorema di convergenza
monotona ragionando come in (a). O

OSSERVAZIONE 2.20. La relazione di linearita espressa da (a) del teorema precedente
si generalizza alla differenza di funzioni negative a valori reali estesi purché la
differenza sia definita dappertutto, non negativa e la funzione che viene sottratta
abbia integrale finito.

Siano infatti f,g: X — [0, +o00] funzioni S —misurabili tali che

(a) 0 < f(x) < +oo per ogni x € X;

(b) 0 < f(z) < g(z) per ogni z € X;
d .

© [ fdn< o

In tal caso, la differenza g — f & ben definita e non negativa per (a) e (b) e quindi
essa € una funzione S—misurabile per quanto osservato in Sezione 2.1. Quindi,
da (a) del teorema precedente segue

/X(g—f)dMJr/)(fdu:/ngu

e, poiché l'integrale di f ¢ finito per I'ipotesi (c¢), si ha anche

/X(g—f)du=/xgdu—/xfdu- O

La proprieta di linearita dell’integrale rispetto alla somma si estende alle serie di
funzioni misurabili e non negative le quali possono essere sempre integrate termine
a termine.

TEOREMA 2.21. Siano f,: X — [0,+00] (n > 1) funzioni S —misurabili e sia
f: X = [0,+00] definita da
[= an

Allora, f ¢ S —misurabile e si ha

zﬂ:/xfndu—/xfdw

Anche in questo caso la formula precedente si puo scrivere nella forma

T ()

2 Abbiamo tacitamente gia utilizzato questa osservazione nella dimostrazione del Teorema 2.18.
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DIMOSTRAZIONE. Sia g, = f1 + -+ fn (n > 1). Ogni funzione g, & S —misurabile
e si ha g, — f puntualmente in X per n — +oco e

1<m<n

per ogni n. La tesi segue ora dal teorema di convergenza monotona. O

Un’altra conseguenza del teorema di convergenza monotona é il risultato seguente
noto come lemma di Fatou.

TEOREMA 2.22 (P. Fatou). Siano fn: X — [0,400] (n > 1) funzioni S — misurabili
e sia f: X — [0,400] definita da

f = liminf f,.

n—-+oo

Allora, f ¢ S —misurabile e si ha

/ fdp < liminf/ fndu.
X n—+oo [y

DIMOSTRAZIONE. La funzione f & S—misurabile (Teorema 2.7) e tutte le funzioni
m: X — [0,400] (m > 1) definite da

gm =if{fu: n>=m}  m>1,

sono funzioni & —misurabili tali che ¢, < gym41 per ogni m e g, — f puntualmente
in X per m — +o00. Inoltre, si ha

/gmdug inf/fndu, m > 1.
X nzm Jx

Dalla definizione di minimo limite e dal teorema di convergenza monotona segue
allora

/ fdp=lim gm dp < hmlnf/ fndu. O
X m—+00 n——+0oo

ESEMPIO 2.23. Se esiste E € S con pu(E) > 0 e u(E°) > 0, per la successione di
funzioni S — misurabili definita da f,, = 15 per n pari e pari e f,, = 1gc per n dispari,
risulta

n—-+o0o n—-+o0o

hrnlnf fn=0 e lim inf/ fndp =min {u(E), u(E)} >0
b'e

e la disuguaglianza del lemma di Fatou risulta stretta. (]

Integrazione di funzioni uguali quasi ovunque. Mostriamo in questa parte
che, come ¢ lecito attendersi, I'integrale ignora cio che accade sugli insiemi trascurabili
e non distingue tra funzioni uguali quasi ovunque.

TEOREMA 2.24. Siano f,g: X — [0, 400] funzioni tali che risulti f = g p—quasi
ovunque in X. Valgono allora le sequenti affermazioni:

(a) se f e g sono S —misurabili, si ha/ fdu :/ gdu;
X X

(b) se p & completa, f € S —misurabile se e solo se g ¢ S —misurabile ed in

tal caso si ha
/ fdp = / gdp.
X X
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DIMOSTRAZIONE. (a) Gli insiemi {f = g} e {f # g} sono & —misurabili (Eserci-
zio 2.1) e per ipotesi risulta u({f # g}) = 0. Si ha allora

[tdu= [ gaws [ gau= [ gdus [ gdu= [ gan
X {f=g} {f#g} {f=g} {f#g} X

(Proposizione 2.17—(d), 2.17—(a) e 2.17—(f)).
(b) La prima affermazione non ¢ altro che Proposizione 2.12 e il resto della tesi
segue da (a). O

E possibile invertire la conclusione di Teorema 2.24: una funzione misurabile e non
negativa con integrale nullo & quasi ovunque nulla. A tal fine, proviamo la seguente
disuguaglianza che ¢ detta disuguaglianza di Chebychev.

TEOREMA 2.25. Sia f: X — [0,+00] una funzione S —misurabile. Allora,

p({f=t}) < /fdu, 0<t< +oo.

Pertanto, se f ¢ una funzione misurabile e non negativa con integrale finito, la misura
dell’insieme di sopralivello {f >t} tende a zero almeno come C/t per t — +o0.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme {f >t} ¢ S—misurabile e si ha
tu({th})g/ fdug/fdu, 0<t<+o0. O
{r>t} X
COROLLARIO 2.26. Sia f: X — [0, +00] una funzione S —misurabile. Allora,
a) / fdu=0 = f(z)=0perpu—qo. z€X;
X
(b) u(X)>0e f(x)>0perp-qo.zeX = /fd,u>0,'
X
c) / fdp <400 = f < 400 p—quasi ovunque in X.
X

La prima affermazione ¢ la proprieta inversa di quella espressa da Torema 2.24 —
(a) mentre la terza affermazione esprime una proprieta che ragionevolmente ci si
attende da una funzione con integrale finito: essa non puo essere troppo grande e in
particolare uguale a 400, su un insieme che non sia molto piccolo ovvero trascurabile.

DIMOSTRAZIONE. Se vale (a) si ha
{r>0=Ji{r=1/n}

e ciascuno degli insiemi a destra & p—trascurabile per la disuguaglianza di Chebychev.
Questo prova (a) e (b) & la contronominale di (a).

Infine, si ha {f = +oo} C {f > n} per ogni n e (¢) segue dalla disuguaglianza di
Chebychev. d

La disuguaglianza di Chebychev chiarisce anche il ruolo delle misure o —finite.
TEOREMA 2.27. Le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) la misura positiva p é o - finita;
(b) esiste f: X — [0,+00) S —misurabile tale che

f(z) >0 VreX e /fdu<+oo.
X
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia X,, € S (n > 1) una famiglia al pitt numerabile di insiemi
tali che risulti u(X,) < 400 per ogni n, X,, N X,, = & per m#n e

X:UXn.

Possiamo supporre anche che risulti u(X,) > 0 per ogni n. Allora, la funzione
f: X — (0,400) definita da

f(:zc):;ZnMEXn)lxn(x), T e X,

¢ S —misurabile e 'integrale di f rispetto a p su X e uguale a 1.

(b) Poniamo X; = {f>1} e X,, = {1/n<f<1/(n—1)} per n > 2. Si ha
X,, € S per ogni n e, poiche f ¢ positiva, risulta X = |J,, X,,. Dalla disuguaglianza
di Chebychev si ricava

w(Xn) Sn/ fdp < 400
X
per ogni n e questo prova ’asserto. O

Con la stessa dimostrazione di (b) si prova che, se f: X — [0, +00] & una funzione
S —misurabile con

/ fdp < 400,
X

linsieme {f > 0} & o —finito cioé & unione di una famiglia al pitt numerabile di
insiemi misurabili con misura finita. Quando g ¢ la misura del conteggio sulla
o —algebra delle parti di un insieme non numerabile X (Esempio 1.21—(a)) si ritrova
Teorema 1-2.122.

Disuguaglianze di H6lder e Minkowski. Ricaviamo in questa parte le versioni
per gli integrali delle disuguaglianze di Holder e Minkowski per le somme (Pro-
posizione I-3 e I-5 in Preliminari). Queste disuguaglianze svolgeranno un ruolo
essenziale nel successivo Capitolo T11-2.

TEOREMA 2.28. Siano f,g: X — [0, +00] due funzioni S —misurabili. Allora, per
ogni 1 <p,q < +oo tali che 1/p+1/q =1 risulta

fonns (o ()

Questa disuguaglianza & la disuguaglianza di Holder per gli integrali o disuguaglianza
di Hélder in breve e, come nel caso dell’analoga disuguaglianza per le somme finite
(Proposizione I-3 in Preliminari), i due numeri p, ¢ € (1,400) tali che

1 1

=1

p g
che in essa compaiono compaiono si dicono esponenti coniugati. Per estensione la
stessa terminologia si usa anche per p =1 e ¢ = 400 (e viceversa).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo

1/p 1/q
— P — q
() ()"

Se A = 0, risulta f = 0 p—quasi ovunque in X (Corollario 2.25—(a)) da cui
segue fg = 0 p—quasi ovunque in X e quindi la disuguaglianza della tesi vale
indipendentemente dal valore assunto da B. Se A > 0 e B = 400, la conclusione &
ovvia e quindi dobbiamo provare la disuguaglianza solo nel caso 0 < A, B < +oc.
Consideriamo allora le funzioni & —misurabili F',G: X — [0, 4o0] definite da

F=f/A e G=y/B,
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/de,uzlz/quu.
X X

Per ogni z € X con 0 < F(z),G(x) < 400 risulta

per le quali risulta

0 < F(2)G(z) = eteeF@P ooz 6@ /e < Lipyp 4 Liga)e
- T q

per la convessita della funzione esponenziale e la stessa disuguaglianza

1 r 4+ Liaane
0< F(z)G(z) < };[F(z)] + q[G( )]

vale banalmente anche per gli z per i quali uno dei due fattori F(z) o G(x) si annulla
o vale +00. Integrando si trova

1 1 1 1
/FGd/JS*/deu-Ff/quM:*%—f:l
X pPJx qJx P 4q

da cui segue ’asserto. O

TEOREMA 2.29. Siano f,g: X — [0, +00] due funzioni S —misurabili. Allora, per
ogni 1 < p < 400 risulta

(a4 (o) "+ ()"

Questa disuguaglianza prende il nome di disuguaglianza di Minkowski per gli integrali
o disuguaglianza di Minkowski in breve.

DIMOSTRAZIONE. Per p =1 la conclusione ¢ ovvia (Teorema 2.19—(a)). Supponia-
mo quindi che sia p > 1 e supponiamo inoltre che sia

1/p 1/p 1/p
(/(f+g)pdu) >0 e </ f”du> +</ gpd,u> < 400
X X X

altrimenti non c’¢ nulla da provare. Si ha allora
(f+9P =F(F+9)  +g(f+gP

e dalla disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati p e ¢ = p/(p — 1) risulta

/Xf(f+9)p*1d/i = (/X fpdu)l/p (/X(f+g)1’du)(pl)/p

assieme alla stessa disuguaglianza con i ruoli di f e g scambiati. Sommando si trova

fsorans (firvara)™ [(Lra) "+ (o]

da cui si ricava la disuguaglianza della tesi purché sia

O</(f+g)pdu<+oo.
X

Per ogni € X con 0 < f(x), g(z) < +oo risulta

fl@)+g(@)\" _1
(L) < S + oty
per la convessita della funzione ¢ € (0,400) — tP e la stessa disuguaglianza vale
banalmente anche per i restanti . Integrando e tenendo conto delle ipotesi fatte

all’inizio risulta allora

0</X(f+g)pdu§2p_1 (/}(fpdu—i—/)(g”du) < +o00

e questo conclude la dimostrazione. O
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Le disuguaglianze precedenti valgono in forma rovesciata per esponenti 0 < p < 1.

TEOREMA 2.30. Siano 0 <p <1 eq <0 tali che

1 1
T
p g

e siano f,g9: X = [0,400] due funzioni S —misurabili tali che

e g(x) >0 per ogni x € X;

. / gldp < +oo.
b's

/ngduz (/}(fpdu)l/p</)<quu)l/q~

Questa disuguaglianza prende il nome di disuguaglianza di Hoélder rovesciata.

Allora,

DIMOSTRAZIONE. Essendo g positiva, si ha

(k) 0< / gldp < +oo
X

per ipotesi. I numeri

1 1
r=—¢€(1,400) e s=—

- <
D r—1 1_p€(,+oo)

sono esponenti coniugati e le funzioni F',G: X — [0, +o00] definite da

F=(fg)=(f9)"/" e G=gP=g'"
sono S —misurabili. In particolare, G € ben definita per 'ipotesi fatta su g. Si ha
allora FG = fP, F" = fg e G* = ¢*/(1=") = ¢4 coisicché per la disuguaglianza di
Holder con esponenti coniugati r e s risulta

e frous ([ ra) (o) "
() (fora)

da cui, prendendo la radice p—esima, segue la tesi poiché vale (xxxxx) e risulta
(1-p)/p=-1/q. O

TEOREMA 2.31. Siano f,g: X — [0, 400] due funzioni S —misurabili. Allora, per
ogni 0 < p < 1 risulta

(s (L ra) "+ ()"

Questa disuguaglianza prende il nome di disuguaglianza di Minkowski rovesciata.
DIMOSTRAZIONE. Si ha max {a?, b’} < (a4 b)? per ognia,b>0ep>0e
max {a?, b’} < (a + b)? < a? + b7, a,b>0,

per 0 < p < 1 cosicché risulta

maX{/Xf”du,/Xg”du}S/X(erg)pduS/Xf”du+/X9”du-

Possiamo quindi supporre che sia

o< [ ran, [ dns [ (7 grdn< i
X X X

e possiamo supporre anche che sia f(z) 4+ g(x) > 0 per ogni = € X.
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Procedendo come nella dimostrazione della disuguaglianza di Minkowski, si ha

(f+9) =F(f+9)" " +9(f + 9!
e, posto ¢ = p/(p — 1) < 0, risulta

0< [ [+ar ) du= [ (149 dn <o

Per la disuguaglianza di Holder rovesciata con esponenti p e ¢ si ha allora

/><(f+g)pd“ - (/X(f o ) o K/X i du)l/p + </X 7 du)l/p]

da cui, con le stesse considerazioni fatte nella dimostrazione della disuguaglianza di
Minkowski, segue la tesi. O

Integrale indefinito e assoluta continuita dell’integrale. La definizione di in-
tegrale che abbiamo introdotto permette di costruire nuove misure positive mediante
integrazione delle funzioni misurabili non negative.

TEOREMA 2.32. Sia f: X — [0, 4+00] una funzione S —misurabile e sia

I/(E):/fd,u, EeS.
E
Allora,

(a) v & una misura positiva su S;

(b) per ogni funzione g: X — [0, +00] & —misurabile, si ha

/gdl/:/gfd,u, Ees.
E E

DIMOSTRAZIONE. (a) Abbiamo gid osservato a margine di Proposizione 2.17 che la
funzione d’insiemi v € una misura finitamente additiva sulla o —algebra S. Resta
quindi da provare soltanto che essa ¢ anche numerabilmente additiva su S. A tale
scopo, consideriamo una famiglia numerabile {E,,},, di insiemi S—misurabili tali
che E,, NE, =@ per m #nesia E=J, E,. Si ha

fle =Y flg,

puntualmente in X cosicché da Teorema 2.21 e da Proposizione 2.17—(a) si ottiene
v(E) = / flpdu = Z/ flg, du= Zy(En)
X n X n

(b) Sia s: X — [0, 400) una funzione semplice, non negativa e S —misurabile come
in (%). Si ha allora

/ sdv = all/(EﬂAl)—l—-u—&—aky(EﬂAk) = 041/
E ENA;

fdu+---+ak/ fdy

ENAyg
da cui, essendo 1gna, = 1g - 14,, segue

[ tau= [ reesdi= [ sraiedn= [ fia,d
ENAp X b's E
(Proposizione 2.17—(a)). Risulta pertanto

/Esdu:/Efsdu

(Teorema 2.19) e il caso generale si ottiene da questo e dal teorema di convergenza
monotona approssimando la funzione g con una successione crescente di funzioni
semplici, non negative e S —misurabili (Teorema 2.9). O
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Il teorema precedente suggerisce suggestive analogie almeno a livello formale con
altri risultati ben noti. La prima affermazione richiama in qualche modo nella
forma la definizione di primitiva di una funzione come integrale della funzione stessa
(teorema fondamentale del calcolo) e in questo senso la misura positiva v sulla
o—algebra S definita sopra prende il nome di integrale indefinito di f rispetto a p e

si denota con
V= /fdu.

La seconda affermazione che richiama la formula di integrazione per sostituzione si
puo riscrivere nella forma dv = fdu da cui formalmente segue

cosicché, coerentemente con la definizione precedente, almeno formalmente f risulta
essere la derivata del suo integrale indefinito. In questo senso, la funzione f prende
il nome di derivata di Radon-Nikodym di v rispetto a p.

E necessario tuttavia essere prudenti con queste suggestioni: I’analogia tra (a) ed
il teorema fondamentale del calcolo resta confinata per ora a livello di notazione
e la formula dv = fdu non ha altro significato se non quello espresso da (b). Cio
premesso, vedremo tuttavia piu avanti nei successivi Capitoli 6 e 77 che queste
analogie non sono formali ma, sotto opportune ipotesi, esprimono relazioni che
effettivamente esistono tra gli oggetti considerati. In particolare, sotto ipotesi
opportune, la derivata di Radon—-Nikodym di una misura si calcola effettivamente
come derivata cioe come limite di rapporti incrementali relativi alle misure v e
(Teorema ?7).

Il teorema precedente solleva in modo naturale il problema di stabilire quali misure
positive v su S siano l'integrale indefinito di qualche funzione S —misurabile e non
negativa rispetto ad un’assegnata misura positiva g su S. Esamineremo questo
problema nel successivo Capitolo 4. In questa direzione ci limitiamo qui a provare il
risultato seguente.

TEOREMA 2.33. Sia f: X — [0, +o00] una funzione S —misurabile tale che

/ fdp < 4oo.
X
Allora, per ogni e > 0 esiste § = d(e) > 0 tale che
EeS, pnE)<S = /fdpge.
E

Alla proprieta espressa dal teorema precedente si fa riferimento dicendo che I'integrale
indefinito di f rispetto a p € assolutamente p — continuo o assolutamente continuo
rispetto a (.

DIMOSTRAZIONE. Se risulta 0 < f(z) < M per ogni € X per qualche M > 0,
la tesi vale banalmente con §(g) = /M. Se invece f & illimitata, consideriamo le
funzioni f,,: X — [0,400] (n > 1) definite da

f" = min{f7n}7 n Z 1.

Ogni funzione f,, € S—misurabile e limitata. Inoltre, f, < f,11 in X per ogni n e
fn — f puntualmente in X per n — 400 cosicché si ha

lim /fndu=/ fdy
n—-4oo X X
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per il teorema di convergenza monotona. Fissato e > 0, sia dunque ng = ng(e) > 1
tale che

nzng = 0< [ fdu- [ fduses
X X

da cui segue

OS/E(f—fn)dMS/X(f—fn)du:/xfdu—/xfndué6/2

per ogni insieme E € § e per ogni n > ng (Osservazione 2.20). Scelto dunque
0 = 0(g) = &/2ng, per ogni insieme E € S tale che u(FE) < ¢ risulta

og/Efdu:/Efmdw/E(f—fm)duSnou<E)+e/2:e

e questo completa la dimostrazione. O

Integrazione di funzioni definite su sottoinsiemi. Concludiamo questa sezione
osservando che nelle applicazioni si incontrano frequentemente funzioni che non
sono definite su tutto l'insieme ambiente X sul quale & assegnata la o —algebra S
e la misura positiva p ma solo su sottoinsiemi propri Y € S di X. A tali funzioni
i risultati precedenti non sono formalmente applicabili ma questa difficolta puo
essere facilmente superata. In tal caso infatti, come gia evidenziato in precedenza,
possiamo considerare la restrizione ad Y della o —algebra S, cioé la o —algebra

SY)={EeS: ECY}

costituita da tutti gli insiemi S —misurabili contenuti in Y e possiamo considerare la
restrizione py di ¢ ad S(Y') che ¢ a sua volta una misura positiva su S(Y') cosicche
tutti i risultati precedenti si applicano a funzioni f: Y — [0, +oo] relativamente
alla o —algebra S(Y') ed alla misura positiva uy. Poiché il sistematico ed esplicito
riferimento alla o —algebra S(Y') e alla misura py renderebbe pesanti le notazioni,
quando Y € Se f: Y — [0, +00] & una funzione, conveniamo di dire con abuso di
linguaggio che

o f &S —misurabile inY se f & S(Y)—misurabile;

e, coerentemente con questo abuso di linguaggio, conveniamo di denotare ancora con
 la misura positiva py definita sulla o —algebra S(Y). Con queste convenzioni, tutti
i risultati di questa sezione continuano a valere per funzioni definite su un insieme
Y € S a patto di sostituire semplicemente X con Y e di sostituire ’espressione
“S —misurabile” con l'espressione “S —misurabile in Y” in tutti gli enunciati.

Ad esempio, se f,g: Y — [0, +00] sono due funzioni S —misurabiliin Y e F € S,
E C Y, l'implicazione di Proposizione 2.17—(b) diviene

f<gsuE = L/fdué/EMM
E E

oppure, se fp,: Y — [0,400] (n >1) e f: Y — [0, +00] sono funzioni S —misurabili
in Y tali che f,, < fo41 suY e f, — f puntualmente su y per n — o0, la
conclusione del teorema di convergenza monotona diviene che f ¢ S —misurabile in

Y e siha
Ml/h@:/fm
n—-4o00 v v

Analogamente si procede per tutti gli altri risultati che abbiamo visto in questa
sezione.

Alternativamente, anziché lasciare invariata la funzione f e stabilire delle convenzioni
per cui S sta per S(Y) e p sta per py, possiamo lasciare invariate S e u e stabilire
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una opportuna convenzione per f. Se Y C X & un insieme e f: Y — [0, +00] &€ una
funzione, conveniamo di denotare con

i = {10 weey

la funzione ottenuta estendendo f con zero fuori da Y. In questo modo, quando
Y € S, si ha che f € S—misurabile in Y se e solo se fy € S —misurabile ed in tal
caso poniamo per definizione

/fdp:/fydu, EeS, EcCY.
E E

In questo modo, tutti i risultati di questa sezione valgono a patto di sostituire
come abbiamo gia detto X con Y e di sostituire I'espressione “S —misurabile” con
l’espressione “S —misurabile in Y in tutti gli enunciati e di interpretare gli integrali
rispetto a p di funzioni definite solo su Y come integrali rispetto a p delle estensioni
nulle fuori da Y.

2.3. Integrazione di funzioni misurabili reali o complesse

Estendiamo in questa parte le definizioni ed i risultati della sezione precedente al caso
di funzioni misurabili a valori reali di segno qualunque o a valori complessi. Poniamo
a tal fine K € {R, C} e denotiamo anche in questa sezione con p: S — [0, +00] una
misura positiva (non nulla) fissata su una o —algebra S di sottoinsiemi di un insieme
astratto (non vuoto) X.

Integrale e funzioni integrabili. Definiamo I'integrale di una funzione misurabile
considerando dapprima il caso di funzioni a valori reali estesi.
Sia f: X — R, una funzione S —misurabile per la quale risulti

/f+du<+oo o /f‘du<+oo.
X X

In tal caso, il numero reale esteso

(+) /Iafdu:[Ef+du—/Ef*du, Ees,

si dice integrale di f rispetto a p su E € S.

Questa definizione & ben posta poiché, quando f ¢ S —misurabile con valori reali
estesi, la sua parte positiva fT e la sua parte negativa f~ sono funzioni S —misurabili
a valori reali estesi non negativi tali che

os/fidus/ frdp,  Ees,
E X

e almeno uno dei due integrali a destra ¢ finito cosicché I'integrale di f rispetto a u
su un qualunque insieme E € S & ben definito dalla formula (%) come numero reale
esteso.

Dopo aver definito l'integrale di una funzione S—misurabile a valori reali estesi,
definiamo ora la classe delle funzioni a valori reali o complessi integrabili rispetto
alla misura positiva u.

DEFINIZIONE 2.34. Una funzione S —misurabile f: X — K tale che

/ |fldp < +o0
X

si dice pu —integrabile in X. O
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Anche in questo caso la definizione € ben posta poiché, quando f & S —misurabile,
la funzione |f| & a sua volta S —misurabile e non negativa (Proposizione 2.4—(c)).
Inoltre, se la funzione f: X — R e pu—integrabile con valori reali o se f: X — C
¢ p—integrabile con valori complessi con f = u +iv e u,v: X — R parte reale e
parte immaginaria, la funzione f stessa (se reale) o la sua parte reale u e la sua
parte immaginaria v (se complessa) risultano essere funzioni S —misurabili reali e gli
integrali di f* o di u™ e vT rispetto a y su X a seconda che f sia reale o complessa
sono tutti finiti poiché si ha

og/ fidug/ |fldp < +o0
X X

quando f & reale ovvero

0< [wtdus [ Juldus [ |fldu<soo
X X X

0< [ otdus [ foldu< [ (fldu<voo
X X X

quando f & complessa e U'integrale di f rispetto a p su un qualunque insieme £ € S
risulta essere ben definito dalla formula (x) come numero reale quando f & a valori
reali reale ovvero dalla formula

/fd,u:/udqui/vdu:
E E E
:</ u+du—/u_d,u>+i(/ v"‘du—/v‘du)7 Ees,
E E E E

come numero complesso quando f & a valori complessi.

E importante evidenziare che, mentre I'integrale di una funzione misurabile a valori
reali estesi ¢ definito (quando possibile) come numero reale esteso, le funzioni
integrabili sono per definizione funzioni a valori reali o complessi e quindi finite in
tutti i punti e 'integrale di una funzione integrabile ¢ sempre un numero reale o
complesso.

EsEMPIO 2.35. Sia # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti di un
insieme X (Esempio 1.21-(a)) e sia f: X — K una funzione. Allora,

f & p—integrabile in X — f € sommabile in X
nel senso di Definizione 1-2.121 e in tal caso risulta

/de# =3 f@).

reX
In particolare, Teorema I-2.123 risulta essere un caso particolare di Teorema 2.27. [

Riuniamo nella proposizione seguente quelle proprieta dell’integrale che seguono
immediatamente dalla definizione e dalle corrispondenti proprieta dell'integrale di
funzioni non negative (Proposizione 2.17).

PROPOSIZIONE 2.36. Siano f,g: X — K funzioni p —integrabili e sia E € § un
insieme S —misurabile. Allora

(a) flg é p—integrabile in X e/ fd,u:/ flgdu;
E b's
(b) f=0su E = /fduzO;
E

(©) n(E)=0 = /Efduzo-

Inoltre, se f e g sono funzioni a valori reali, risulta
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(d f<gsuE = [EfdMS/Egdu-

All’ultima proprieta si fa nuovamente riferimento come alla proprieta di monotonia
dell’integrale. Passiamo quindi ad esaminare le proprieta di linearita delle funzioni
integrabili e dell’integrale.

TEOREMA 2.37. Siano f,g: X — K funzioni p —integrabili in X e siano o, € K
numeri reali o complessi. Allora,

(a) (af + Bg) é p—integrabile in X;

(b) / (af + Bg) du—a/ fdu+5/ gdu;

‘/ fdu‘ /\fldu

L’insieme delle funzioni integrabili rispetto a una misra positiva & quindi uno spazio
vettoriale e 'integrale & un funzionale lineare su di esso.

DIMOSTRAZIONE. (a) La funzione (af + $g) ¢ S —misurabile con

/X lf + gl du < /X (lallf] + 18llg]) du = |of /X fldu+ 18] /X gl du < +oo

(Teorema 2.19) e quindi (af + Bg) & p—integrabile su X.

(b) Proviamo che risulta

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu e /X(af)duza/xfdu

per ogni a € K e, a tal fine, consideriamo dapprima il caso di funzioni f,g: X — R
a valori reali e di coefficienti @ € R. Si ha per la somma3

f+9)t=(+9) =f"—f +g" -

da cui segue

/[(f+g)++f‘+9‘} du=/ (f+9) +fT+g"] du
X X

cosicché, essendo tutti gli integrali finiti, risulta

/X(f+g)du:/xfdu+/xgdu

eorema 4. —(a)). €er la seconda Ilormula, peraz risulta («a =« a cul
(T 2.19-(a)). Per1 da formul 0 risulta (af)* = af* da cui

segue
/X(Oéf)du=a/xfdu

(Teorema 2.19— (b)) mentre per a < 0 risulta (af)* = |a|fT da cui segue

J@nin= [ @pan= [ @
~lal [ £ dn- Ial/ﬁdu*a/ frip=a [ rau=a[ jin

Infine, nel caso complesso la formula per la somma e la seconda formula limitatamente
al caso a € R seguono facilmente dalle corrispondenti formule per il caso reale
applicate alla parte reale e alla parte immaginaria. Per la seconda formula con

3 Attenzione: (f +9)t non & uguale a ft + gt!
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coefficiente o € C, sia dapprima o =i e sia f = v+ iv con u,v: X — R parte reale
e parte immaginaria di f. Si ha allora

/X(if)duz/X(—v-l-iu)du:—/deu—ki/xudu:i/xfdu

e il caso generale per la seconda formula segue facilmente da questo e dal caso reale.

(¢) Supponiamo che la funzione f sia a valori complessi altrimenti la conclusione ¢
ovvia. Sia quindi # € C un numero complesso con modulo || < 1 tale che risulti

fro-o( 1)

e sia u: X — R la parte reale di (8f). Si ha allora u < |0f| < |f| da cui segue
integrando

‘/deﬂ‘_g(/xfdﬂ>_/X(Qf)dp—/xudug/xﬁmu. .

Infine, avendo in mente la Definizione 2.34, possiamo rienunciare nel caso di funzioni
integrabili a valori reali o complessi alcuni dei risultati della sezione precedente. Le
dimostrazioni, ove non fornite esplicitamente, sono conseguenza della definizione di
integrale di una funzione integrabile e delle corrispondenti proprieta dell’integrale di
funzioni non negative.

TEOREMA 2.38. Sia f: X — K una funzione p —integrabile in X. Allora,
(a) per ogni E,F € S tali che ENF =@, si ha

[EUFfdu=/Efdu+/Ffdu;

(b) perogni E, € S (n > 1) con E,,NE, = & perm # n, posto E =, Ey,

st ha
/EfdMZZn:[Enfdu-

Queste affermazioni, corrispondenti a Proposizione 2.17—(d) e Teorema 2.32— (a)
rispettivamente, esprimono la finita e la numerabile additivita dell’integrale di
funzioni p—integrabili.

TEOREMA 2.39. Siano f,g: X — K funzioni con f = g u—quasi ovunque in X.
Allora,

(a) se f e g sono u—integrabili in X, si ha

/deu:/xgdu-

(b) se u é completa, f é pu—integrabile in X se e solo se g é p—integrabile
in X e in tal caso si ha

/deu=/xgdu-

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso di funzioni f e g a valori reali e sia
T C X un insieme p—trascurabile tale che {f # g} C T. Per ogni z € {f* > 0}\T
si ha

0<fM(z)=f"(2) = f (2) = fla) =g(z) =g"(z) — g (z) = g™ (2)
e quindi, scambiando il ruolo di f e g, si conclude che risulta f™ = g™ u—quasi
ovunque in X. Analogamente si procede per f~ e g~ e la conclusione segue allora

da Teorema 2.24 e dalla definizione di integrale. Il caso complesso segue in modo
ovvio dal caso reale. g
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Per l'integrale di funzioni di segno qualunque non vi & ovviamente un risultato
analogo a Corollario 2.26—(a). Vale pero il seguente risultato pit debole.

TEOREMA 2.40. Sia f: X — K una funzione u —integrabile in X tale che risulti

/fduzO per ogni B € S.
E
Allora, f =0 pu—quasi ovungue in X.

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima f a valori reali. Da |f| = fT + f~ e dalle proprieta
dell’integrale segue

OS/\flduzfﬁdqu/f*du:/ fdu—/ fdu=0.
X X X {f>0} {f<0}

e deve quindi essere f = 0 p—quasi ovunque in X (Corollario 2.26 - (a)).
Nel caso complesso, sia f = u + iv con u e v parte reale e parte immaginaria di f
rispettivamente. Si ha allora per ipotesi

/udu:/vdu:() per ogni £ € §
E E

cosicché risulta u = 0 e v = 0 p—quasi ovunque in X per quanto provato sopra. Da
0 < |f| < |u] + |v]| segue la conclusione. O

Concludiamo questa parte con una importante disuguaglianza integrale per funzioni
a valori reali legata alla convessita al cui enunciato € conveniente premettere la
notazione seguente: se p: S — [0, +00] € una misura positiva e F € S ¢ un insieme
S —misurabile con 0 < p(F) < 400 e f: E — K & una funzione integrabile in F,

poniamo
1
M= 1,700y J, o

Il numero cosi definito si dice media o valore di aspettazione di f in E.

TEOREMA 2.41 (J. Jensen). Sia p una misura positiva finita con u(X) > 0 e siano
I C R un intervallo, f: I — R una funzione convessa e u: X — R una funzione
con le sequenti proprieta:

e u ¢é pu—integrabile in X;

o u(x) €I per ogni x € X.
Allora,

(a) ]éudu el;

(b) fou éS —misurabile con / [T oudu < +oo;
X

(©) f(]éudu) S]éfoudu-

La disuguaglianza in (c) prende il nome di diuguaglianza di Jensen. L’integrale che
compare a destra puo essere uguale a +o0.

DIMOSTRAZIONE. (a) Se risulta o = inf I > —o0, si ha u(x) > a per ogni z € X
per ipotesi e da cid segue [u]x > «. Se fosse a ¢ I, si avrebbe u(z) > « per
ogni z e da cid seguirebbe [u]x > a. Allo stesso modo si prova che, se risulta
B =supl < +o0, si ha [u]lx < S e [ulx < quando 5 ¢ I. Questo prova (a).

(b) La restrizione di f a int(I) & continua (Esercizio 23 in [14]) e quindi, per ogni
aperto V di R, la controimmagine f~1(V)Nint(7) & un insieme di Borel che differisce
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da f=1(V) per al pitt uno o due punti. Quindi f & una funzione di Borel e fou
risulta § —misurabile. L’altra affermazione segue dalla dimostrazione di (c).
(¢) Supponiamo dapprima che sia a = inf I > —o0 e che risulti [u]x = « cosicché,
essendo u(z) > « per ogni z, risulta u(x) = a per p—q.o. ¢ € X e quindi non &
restrittivo supporre che sia u(x) = a per ogni 2 € X nel qual caso (c¢) & ovvia. Lo
stesso accade se risulta § = sup I < 400 e [u]x = 8. Possiamo quindi supporre che
sia

t = [u]x € int(l).
Essendo f convessa, risulta

1)~ () _ J0w) = 1(0)

t—s - u—t

, s, ueles<t<u,

(Esercizio 23 in [14]) cosicché, posto

t) —

l:sup{f()f(s): 36]es<t},

t—s

risulta
f(s) > ft)+1(s—1t), sel.

Sia ora E~ = {f~ ou > 0}. Ponendo s = u(x) con € E~ nella disuguaglianza
precedente risulta

—fTou(z) = frou(x) — fTou(z) = foulzr) = f(t) +[u(z) — ]
e quindi integrando si trova
0< f‘oud,ugl(t,u(E_)—/ ud,u)—f(t)<+oo.
. _
Questo completa la dimostrazione di (b) e scegliendo nuovamente s = u(z) e
integrando su X nella disuguaglianza di prima si ottiene la tesi. O

Teorema di convergenza dominata e conseguenze. Proviamo in questa parte
il teorema di convergenza dominata di Lebesgue, il piu importante teorema di
passaggio al limite sotto il segno d’integrale e uno dei risultati principali di tutta la
teoria dell’integrazione secondo Lebesgue.

TEOREMA 2.42 (H. Lebesgue). Siano f,: X - K (n>1) e f: X = K funzioni
con le sequenti proprieta:

(a) ogni f, é u—integrabile in X;
(b) fn — [ puntualmente in X per n — +00;
(c) esiste una funzione g: X — [0,400] S —misurabile tale che

o [fu@)<g(z), zeX, nx1,

. / gdp < +oo.
X

Allora, [ € p —integrabile in X e risulta

() lim /X|fn—f|d/¢:0.

n—-+4oo

La funzione g che compare nell’ipotesi (c) prende il nome di maggiorante integrabile*
per la successione {f,},. Poiché si ha

oqénw—éﬂﬂsémﬁﬂW+o

4 Si tratta di un abuso di linguaggio poiché la funzione g pud assumere valore +oo nel qual
caso essa non € p—integrabile ai sensi della Definizione 2.34.
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per ogni E € S, dal teorema si deduce in particolare che risulta

lim /fndu=/fdu
n—-+4oo E E

uniformemente rispetto ad E € S.

DIMOSTRAZIONE. La funzione f ¢ S—misurabile (Teorema 2.7—(b)) e verifica
|fl <gin X. Quindi f & p—integrabile in X. Applicando il lemma di Fatou alla
successione di funzioni & —misurabili e non negative h,,: X — [0, 4o00] definite da

ha(z) =29(x) — | fu(z) = f(2)], 2€X (n21),

e tenendo conto di Osservazione 2.20 e delle proprieta del massimo limite, si ottiene

/2gdu§hminf/ (29— |fn = f1) du=/ 2gdu—limsup/ | fr — fldp.
X n—+oo Jx X n—+oo JX

Poiché l'integrale di ¢ rispetto a g in X ¢ finito, deve essere

timsup [ |f— fldu =0
X

n—-+oo

e questo completa la dimostrazione. O

Nel caso di una misura completa il teorema di convergenza dominata vale con la
sola ipotesi di convergenza quasi ovunque.

COROLLARIO 2.43. Sia p una misura completa e siano fp: X — K (n > 1) e
f: X = K funzioni con le sequenti proprieta:

(a) ogni f, é u—integrabile in X;
(b) fn — f p—quasi ovunque in X per n — +00;

(c) esiste una funzione g: X — [0,+00) u —integrabile in X tale che
|fn(2)] < g(2), per p—q.o. x € X
per ogni n.

Allora, f é p—integrabile in X e risulta

im_ [ 1fu = fldu=0.

n—4oo

Nel caso delle serie di funzioni, il teorema di convergenza dominata prende la forma
seguente.

TEOREMA 2.44. Siano f,: X - K (n>1) e f: X — K funzioni con le sequenti
proprieta:

(a) ogni f, é u—integrabile in X;
(b) an = [ puntualmente in X;

© X [ 1l < 4.

Allora, f € p—integrabile in X e risulta

| ran=3 ] fuin
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DIMOSTRAZIONE. Sia g: X — [0, 4+00] la funzione definita da
g(@) =Y |falx)l, ze€X.

Essa ¢ S —misurabile e tale che
gdu = / faldu < 400
/. > [ 1

(Teorema 2.21). La funzione g ¢ una maggiorante integrabile per la successione
delle somme parziali della serie che compare in (b) e la conclusione segue quindi dal
teorema di convergenza dominata. O

OSSERVAZIONE 2.45. Nel teorema precedente l'ipotesi di convergenza della serie di
funzioni in (b) ¢ in effetti contenuta nell’ipotesi (c). Se infatti si omette l'ipotesi (b),
I’enunciato del teorema continua a valere con la tesi seguente: esiste una funzione
f: X — K p—integrabile in X tale che

o f(x) =) falx) per p—qo. x € X;

./deu:Z/andu.

Infatti, la funzione g della dimostrazione di Teorema 2.44 precedente & finita p — quasi
ovunque (Corollario 2.26 - (b)) e quindi la serie di funzioni

D ot

converge assolutamente 1 —quasi ovunque in X. Pertanto, I'insieme T = {g = 00}
¢ S —misurabile e u—trascurabile e, posto

an(as) xeX\T

0 zeT,

fz) =

si procede come nel caso precedente. O

Il teorema di convergenza dominata di Lebesgue merita qualche commento ulteriore,
segnatamente a riguardo del ruolo dell’ipotesi di esistenza di una maggiorante
integrabile per la successione di funzioni. Tale ipotesi fornisce infatti una condizione
che ¢ solo sufficiente affinché dalle ipotesi (a) e (b) dell’enunciato segua la tesi e
tuttavia essa non puo essere omessa neanche qualora si assuma in aggiunta alle
ipotesi (a) e (b) che la funzione limite stessa f sia y —integrabile® come provano gli
esempi seguenti.

ESEMPIO 2.46. Sia # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti di N
(Esempio 1.21—(a)).
(a) Siano f,: Np — [0,400) (n > 1) le funzioni definite da

_J1/n sem=n
fn(m)—{o sem #n m>1, (n>1).

Chiaramente, f,, — 0 puntualmente su N per n — 400 e cosi pure risulta

1
fnd#:——>0
Ni n

5 A differenza di quanto accade per l'integrale di Riemann (Teorema XXX in []).
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per n — +oo. Ma la pil piccola maggiorante g per la successione {f,}, & e-
videntemente la funzione g definita da g(m) = 1/m per m > 1 per la quale si

ha )
=Tt

m>1

(b) Siano f,: Ny — [0,+00) (n > 1) le funzioni definite da

1 sem=n

fn(m)={ m>1, (n>1).

0 sem#mn

Come prima, f,, — 0 puntualmente su N} per n — 400 ma in questo caso risulta
fn d# =1
Ny
per ogni n. O
Queste considerazioni sollevano in modo naturale il problema di caratterizzare
le successioni di funzioni {f,}, che verificano le ipotesi (a) e (b) del teorema di
convergenza dominata per le quali sia vera la tesi del teorema stesso, ovvero si abbia

f pu—integrabile e valga (xx). Tale caratterizzazione & fornita dal seguente teorema
di convergenza di Vitali.

TEOREMA 2.47 (G. Vitali). Siano f,: X 2= K (n>1) e f: X — K funzioni con le
sequenti proprieta:

e ogni f, é p—integrabile in X;
o fn, — f puntualmente in X per n — +o00;
Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) la successione { fn}n verifica le sequenti proprieta:
e per ogni e > 0 esiste E. € S con u(E.) < +oo tale che

sup/ [faldp < &
n>1J X\E.

o per ogni e > 0 esiste § = §(e) > 0 tale che

EcSeuFE)<o = sup/\fn|du<s,

n>1
(b) f & u—integrabile in X e risulta lim / |frn— fldu=0.
n—+oo X

L’esistenza di una maggiorante integrabile g per la successione {f, },, evidentemente
assicura la validita di (a).

DIMOSTRAZIONE. Siano
n={fn#0} (n>1) e Xoo:U Xn.

Ogni funzione f,, e di conseguenza anche f & nulla al di fuori di X, e inoltre ogni
insieme X,, ¢ o—finito (Teorema 2.27) cosicché lo stesso vale per X .. Pertanto, la
restrizione di p alla o —algebra S(Xo) ={E € S: E C X} € una misura positiva
o —finita tale che

/Efndu=/EmXandu e /Elfldu:/meolfldu

per ogni insieme FE € S e per ogni n. Conseguentemente, non € restrittivo supporre
che 1 stessa sia una misura positiva o —finita.
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(a) Sia e > 0. Per la prima proprieta in (a) esiste E. € S con u(E:) < +oo tale che
risulti

/ |fn_f7rL|dH§€/3, m,n>1,
X\E€
e per la seconda proprieta (a) esiste § = d(¢) > 0 tale che risulti

EecSepulE)<s = /|fn—fm|du§€/3, m,n > 1.
E

Conseguentemente, per il teorema di Severini-Egorov (Teorema 2.76), esiste un
insieme F. € S con F. C E. e u(E. \ F.) <4 tale che f,, — f uniformemente su F;.
per n — 4o0. Scegliamo quindi ng = ng(e) > 1 tale che si abbia

mn>ng = |fa(@) = fm(2)] < c zeF.
S[M

(F) + 1]

Si ha quindi per m,n > ng

/X|fn—fm|du=/FE Ifn—fmldu+/EE\Fe |fn—fm|du+/X\E o — ol s <

et my+fif<e 5
S +1] T T3 T 3T
Dal lemma di Fatou (Teorema 2.22) segue dunque

/|fn*f|d,u§€
X

per ogni n > ng e questo prova che f e p—integrabile in X e che risulta

I w = fldp=0.
HJTOO/XU fldu

(b) Essendo p una misura o —finita, esiste una successione di insiemi S —misurabili
{Xn}n tali che si abbia X, C Xp41 e pu(Xp) < 400 per ogni h e X =], Xp.
Fissato e > 0, sia ng = no(e) > 2 tale che risulti

(re%) At flan <
X
per n > ng. Poiché gli integrali indefiniti

V:/|f\du e un:/lfnldu

sono misure positive finite su S, esiste h tale che

/ fldu<e2 e / fuldu <
X\ X X\ Xp

per n=1,...,n9 — 1. Pertanto, posto E. = X}, si ha u(E.) < +co e

/ |fn|dM§5
X\E.

per tutti gli indici n compresi tra 1 ed ng — 1 e

/ \fnldué/ Ifldu+/ o fldu<e
X\E. X\E. X\E.

per i restanti n > ng e questo prova la prima parte di (a). Per provare la seconda
parte di (a), sia ancora ng = ng(e) > 2 associato a € > 0 in modo che valga (x*x) e,
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per Teorema 2.33, sia § = 0(g) > 0 tale che risulti
/\fn|d,u§5, n=1,...ng—1
E

EecSeulF)<s =
| fldu<er

Per ogni insieme E siffatto risulta

/|fn|d,li§€, nzlv"'7n0_1a
E

e al contempo risulta

[idus [ st [ 1.~ fldu<e

per i restanti n > ng e questo completa la dimostrazione. ]

2.4. Misura e integrazione in spazi prodotto

Costruiamo in questa sezione una misura sul prodotto cartesiano di due insiemi a
partire da due misure definite su o —algebre di insiemi dei due fattori ed esaminiamo
I'integrazione di funzioni rispetto a tale misura prodotto.

Prodotto di o —algebre e misure. Siano X e Y due insiemi (non vuoti) che
supponiamo fissati in tutta questa parte e siano M e N due o —algebre di insiemi
di X e di Y rispettivamente. La o —algebra di X x Y definita da

MON =ag(MxN)

si dice o —algebra prodotto di M e N.
Gli insiemi che generano la o—algebra prodotto M ® N ovvero gli insiemi R di
X x Y della forma

R=AxB

con A € M e B €N sidicono rettangoli misurabili di X x Y. La collezione di tali
rettangoli verifica le ipotesi di Proposizione 1.6 e quindi la collezione di insiemi

EMXN) = {E =RiU---UR, : Ry,..., R, rettangoli misurabili disgiunti}

formata dalle unioni finite di rettangoli misurabili disgiunti ¢ un’algebra di insiemi
di X XY icui elementi si dicono insiemi misurabili elementari di X x Y. Nel
seguito scriveremo brevemente & in luogo di E(M x N) quando il riferimento
all’insieme X x Y sia superfluo. La o —algebra prodotto M ® A coincide quindi
con la o —algebra generata dagli insiemi misurabili elementari di X x Y.
Consideriamo ora due misure positive pu: M — [0,+00] e v: N — [0, +00] sulle
o—algebre M e N di insiemi di X e di Y rispettivamente e definiamo la funzione
pev: & —[0,+00] ponendo

1 v(R) = p(Aw(B),

per ogni rettangolo misurabile R = Ax B (A € M e B € ) con I'usuale convenzione
per cui risulta 0 -co =0 ¢

(+) peu(E)= Y pev(Ra),

per ogni insieme misurabile elementare £ = RjU---U R, € £. La funzione p @ v &
effettivamente ben definita su £ anche se la rappresentazione degli insiemi di £ come
unione di rettangoli misurabili disgiunti non & unica. Siano infatti R,, = A,, X B,
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(m=1,...,n)e S, =Crx Dy (h=1,...,k) due famiglie di rettangoli misurabili
disgiunti tali che
E=RU---UR, =S,U---US,.
Si ha allora
> la,@)1p, W) =1e(,y) = Y 1, (@)1p, ),
1<m<n 1<h<k

per ogni (z,y) € X XY e integrando prima rispetto a p per ogni y fissato e poi
rispetto a v risulta

S An)u(Bu) = 3 w(Cv(Dy).
1<m<n 1<h<k
TEOREMA 2.48. Siano (X, M,pn) e (Y, N,v) due spazi con misura. Allora, la

funzione p@v: & — [0, 400] definita da (%) é una premisura su .

DIMOSTRAZIONE. Siano £ = RiU---UR, e F' = 5,U---US}, due insiemi misurabili
elementari disgiunti. Si ha allora
pOVEUF)=p@v(Ri)+ - +p@v(Ry) +p@v(Si)+ -+ p@v(Sk) =
=p@v(E) +p®v(E)

e quindi ¢ ® v € una misura finitamente additiva su £. Resta quindi da provare
che p ® v & numerabilmente additiva su €. Siano quindi E,, € £ (n > 1) insiemi
misurabili elementari disgiunti tali che £ = J,, £, € £. Non & restrittivo supporre
che sia F, # @ per ogni n. Esiste allora una successione di rettangoli misurabili

disgiunti Ry, = Ay X By (k > 1) ed una successione strettamente crescente di interi
kn (n > 0) con kg = 1 tale che

E?L:Rkn,lu"'URkn, n > 1.

Non ¢ inoltre restrittivo supporre che l'insieme F sia un rettangolo misurabile
R = A x B. Si ha allora

14(2)1p(y) = laxs(z,y) ZlAkak z,y) ZlAk z)1p,(y

per ogni = e y e integrando termine a termine prima rispetto a p per ogni y fissato

e poi rispetto a v si ottiene
E)=) nov(E)
n

e questo prova l’asserto. O

Essendo p ® v una premisura sull’algebra &, essa si estende ad una misura positiva
sulla o —algebra o(£) = M ® N definita come restrizione a M ® A della misura
indotta dalla premisura u ® v (Teorema 1.46). Denotiamo tale estensione con lo
stesso simbolo p ® v. Si ha quindi per definizione

(%) mf{Zu AEMBGNeECUAxB}

per ogni insieme £ € M ® N e risulta in particolare
1 V(A x B) = u(A)w(B)

per ogni rettangolo misurabile A x B (A € M e B € N). Inoltre, se le misure
positive pu e v sono o —finite, tale € anche la premisura p ® v e in tal caso la
misura prodotto & univocamente determinata su M ® N dalla formula precedente.
(Teorema 1.47). Formalizziamo tutto cio nella definizione seguente.
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DEFINIZIONE 2.49. Siano (X, M, u) e (Y, N,v) due spazi con misura. La misura
positiva

pov: MON — [0, +00]
definita da (xx) si dice misura prodotto di p e v. O
Esaminiamo ora come ridurre il calcolo della misura prodotto alla misura di sottoin-

siemi dei due fattori. Richiamiamo a tal fine le seguenti notazioni® dato un insieme
A C X x Y, denotiamo con

A, ={yeRY: (z,y) € A} e A'={zeRM: (z,y)€ A}

le sezioni di A ad z € X e y € Y fissati ed illustriamo nel risultato seguente
la relazione tra misurabilita di un insieme rispetto alla o—algebra prodotto e
misurabilita delle sezioni.

PROPOSIZIONE 2.50. Siano M e N due o —algebre di X e di Y rispettivamente e
siac E € M®N un insieme M @ N —misurabile. Allora,

(a) B, €N per ogniz e X;
(b) EY€ M per ogniy €Y.

L’implicazione precedente non puo essere invertita: la misurabilita delle sezioni
non implica in genere la misurabilita dell’insieme rispetto alla o —algebra prodotto
(Esempio 2.52).

DIMOSTRAZIONE. La collezione degli insiemi £ C X x Y tali che E, € N per ogni
x € X & una o—algebra di insiemi che contiene i rettangoli misurabili di X x Y.
Questo prova (a) e la dimostrazione di (b) & uguale. O

TEOREMA 2.51. Siano (X, M, p) e (Y, N,v) due spazi con misurae o —finita e sia
E C X XY un insieme M ® N —misurabile. Allora, la funzione

zeX—v(E,) €0,+o0]

e M—misurabile e si ha
p@uE) = [ VB duta).

Questa formula per il calcolo della misura prodotto prende il nome di formula di
riduzione. Vale inoltre ovviamente un enunciato speculare con i ruoli di X ed Y
scambiati cosicché risulta

[ B dut) = pev(B) = [ (B dvto),

Y

DIMOSTRAZIONE. (a) La collezione degli insiemi £ C X x Y tali che E, € N per
ogni x € X € una o —algebra di insiemi che contiene i rettangoli misurabili di X x Y.

(b) Supponiamo dapprima che sia
w(X) < 400 e v(Y) < +o0.

Denotiamo quindi con S la collezione degli insiemi £ € M ® N per i quali valgono
le affermazioni in (b) e proviamo che

e £CS;

e S ¢ una classe monotona.

6 Queste notazioni sono gia state utilizzate in Corollario 1-2.46.
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Relativamente alla prima affermazione, sia ' € £ un insieme misurabile elementare
della forma F = RyU---UR,, con R,, = A,, X By, rettangoli misurabili disgiunti
(A,e MeBp,eNperm=1,...,n). Si ha allora

E, = U B,
m: z€EAm,
e per € Ay, N Ay, con my # myg risulta By, N By, = @. Risulta quindi
v(By)= Y v(Bw)la,(z), xz€X,

1<m<n
da cui segue F € S e questo prova l'inclusione di £ in S.
Siano quindi E, € § (n > 1) insiemi tali che E, C E,41 per ognin esia E = J, En.
Risulta allora E € MQN con E, = J,,(En)s € (Ey)z C (Ent1)s per ogni z cosicché
si ha

v(Ey)= lim v((Fn)z)

n——+oo
per ogni = (Proposizione 1.22—(b)). La funzione z € X — v(E,) ¢ quindi M —mi-
surabile e si ha

pOUE) = lm p@v(E)= lim [ v((E.).)du(x) = / v(E,) dp(x)

n—-+oo n——+oo X X

per il teorema di convergenza monotona cosicché risulta £ € S. In maniera analoga,
utilizzando il teorema di convergenza dominata e l'ipotesi che u e v siano misure
positive finite, si prova che, se E,, € S (n > 1) sono insiemi tali che E, i C E,, per
ogni n, risulta £ =, E, € S e questo completa la dimostrazione della seconda
affermazione.

Denotata infine con m(€) la classe monotona generata da & risulta

MN =0()=m(E)CS

(Teorema 1.16) e questo conclude la dimostrazione nell’ipotesi che p e v siano misure
positive finite.

Siano quindi { X, }m € {Y, }n due partizioni M —misurabili e N—misurabilidi X e Y’
ripettivamente tali che u(X,,) < +o0c e v(Y,,) < 400 per ogni m e n e consideriamo
le restrizioni

= p L X0 e v, =vLY,
di pa X, ediva, rispettivamente. Si allora
V(E,) =Y v(E,NY,) =Y vn(E,)
n n

per ogni x cosicché, essendo v, una misura positiva finita, la funzione x € X — v(E,)
risulta M —misurabie per la prima parte della dimostrazione.
Consideriamo quindi la restrizione

(N®V)m,n = (H@V)L(Xm X Yn)

di p®v a X, XY, e proviamo che essa coincide con la misura prodotto delle
restrizioni pi,, e v,. Si ha infatti

(L@ V)mn(AX B)=p@v((Ax B)N(X,nNYy,)) =
=pv((Ax X,)N(BNY,)) =
=p(AN X, )v(BNY,) =
= pim(A)vn(B) =
= tm @ vp(A X B)
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per ogni rettangolo misurabile (A € M e B € N) e quindi, essendo fi,,, € v, misure
positive finite, la loro misura prodotto ¢ univocamente individuata dai valori assunti
sui rettangoli misurabili coiscché risulta

(4 ® V) mn(E) = fm @ vn(E),  E€MaN.
Si ha allora

pev(E) = Zu@l/(Eﬁ (Xm X Yy)) = Z(N@)V)m,n(E) =

m,n

= Z/im@’/n(E) =

e quindi, poiché p,, e v, sono misure positive finite, per la prima parte della

dimostrazione risulta
= Z/ Un(Ez) dppm () =
m,n X

- Z/X V(ExNYy)lx,, (z) du(z) =

- [ (B duta)

e questo conclude la dimostrazione di (b). O

Nel teorema precedente 'ipotesi di misurabilita dell’insieme F rispetto alla o —alge-
bra prodotto M®N e I'ipotesi che le misure positive u e v siano o —finite non possono
essere eliminate: puo infatti accadere che tutte le sezioni E,, e EY siano N/—misurabili
e M —misurabili rispettivamente e che le misure delle sezioni z € X — v(E,)
ey €Y — p(BY) siano a loro volta p—integrabili in X e v—integrabili in Y
rispettivamente senza che i relativi integrali siano uguali come illustrato negli esempi
seguenti.

EsEmpio 2.52. Con le notazioni di Sezione I-1.4, siano € il piu piccolo numero
ordinale non numerabile e P I'insieme ben ordinato dei numeri ordinali minori di
Q (Teorema I-1.18). Siano inoltre

e S la o—algebra degli insiemi di P numerabili o conumerabili (Esem-
pio 1.9);
e 1: S — [0, 400] la misura positiva definita da

EeS,

1 se E° al pit numerabile
n(E) = N .
0 se E al pin numerabile
e A C Py x Po linsieme definito da
A={(a,8): B<a}.

Tutte le sezioni di A sono S—misurabili poiché risulta A, = P, e (A%)¢ = P; U {5}
per ogni « e 3 e tutti gli insiemi P, sono al pitt numerabili per v < § (Teorema I-1.18).
Risulta quindi

wAy) =0 Vae Py = /P w(Ay) dp(a) = 0;

wAP) =1 VYpe Py — /Pu(Aﬁ)du(ﬂ):l.

L’insieme A non e dunque S ® S—misurabile altrimenti gli integrali delle misure
delle sezioni sarebbero entrambi uguali a p ® u(A) (Teorema 2.51). O
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ESEMPIO 2.53. Sia v = # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti di
[0,1] e sia pu: S — [0, +00] una misura positiva di Borel su una o—algebra S di
insiemi di [0, 1] tale che risulti p({z}) = 0 per ogni = € [0,1] e u([0,1] = 1. Come
vedremo nel successivo Capitolo 5, la restrizione all’intervallo [0, 1] della o —algebra
e della misura di Lebesgue su R hanno tali proprieta.

La diagonale

A={(z,y): v =y}
del quadrato [0, 1] x [0, 1] & un insieme S ® P ([0, 1])—misurabile poiché & della forma

A= ﬂ (Qn,lU UQn,n)

e gli insiemi @, sono i cubi
Qnm =[(m—1)/n,m/n] x [(m—1)/n,m/n], m=1,...,n
che sono § ® P([0, 1]) —misurabili. Risulta allora

#(A) =1 Vze[0,1] = #(Az) dp(z) = 1;
[0,1]

WA =0 vye,1] = /Mu(Ay)d#@):

In questo caso la non validita di Teorema 2.51 & conseguenza del fatto che la misura
del conteggio in [0, 1] non & una misura o —finita. O

Teoremi di Fubini—Tonelli. La formula di riduzione per la misura prodotto di
un insieme M ® N—misurabile (Teorema 2.51) ha un corrispettivo per gli integrali
che illustriamo in questa parte. A tal fine, data una funzione f: F — Z a valori in
un insieme arbitrario Z, conveniamo di denotare con

Je: Y = Z f(y) = f(z,y), yeY;
X =2z foly)=flzy), yeX;
le sezioni di f ad z € X e y € Y fissati rispettivamente. Dalle uguaglianze
(f)7 V) =W e ()W) =11V

(xeX,y€Y eV C Z) segue immediatamente la misurabilita delle sezioni di una
funzione misurabile rispetto alla o —algebra prodotto.

PROPOSIZIONE 2.54. Siano M e N due o —algebre di X e di Y rispettivamente e Z
uno spazio topologico e sia f: X xY — Z una funzione M @ N —misurabile. Allora,

(a) fz: Y —[0,+00] é N—misurabile per ogni v € X;
(b) f¥: X — [0, +o00] é M—misurabile per ogni Y €Y.

La formula di riduzione per gli integrali di funzioni misurabili e non negative assume
allora la forma seguente.

TEOREMA 2.55 (G. Fubini-L. Tonelli I). Siano (X, M,u) e (Y, N,v) due spazi
con misura o —finita e sia f: X XY — [0, +00] una funzione M @ N —misurabile.
Allora,

(a) la funzione ¢: X — [0, +o0] definita da

/fw ) dv(y z € X,

¢ N —misurabile;
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(b) si ha
/ f(@, ) dp® v)(@,y) = / o(@)du(z).
XxY X

L’uguaglianza in (b) si riscrive in maniera piu suggestiva nella forma

Axyf(x’y)d(“(@”)(%y):/x(/yﬂw)dv@)) du().

L’integrale a sinistra che e fatto rispetto alla misura prodotto e detto integrale
doppio di f mentre i due integrali a destra sono detti integrali iterati di f rispetto a
v e p nell’ordine. Vale ovviamente un analogo risultato in cui i ruoli dei due fattori
X e Y sono scambiati e quindi nelle ipotesi del teorema risulta

/X(/yf “’”d”(y)) dua)= [ fipen)= [ ( / f(x,y>dv<y>) du(x).

Gli integrali iterati di una funzione M ® N'—misurabile e non negativa sono quindi
uguali indipendentemente dall’ordine di integrazione e coincidono con l'integrale
della funzione rispetto alla misura prodotto.

Gli esempi del paragrafo precedente relativi alla formula di riduzione per la misura
prodotto (Esempi 2.52 e 2.53) mostrano che nessuna delle ipotesi del teorema puo
essere indebolita anche se, nel caso della misura del conteggio, il teorema vale per
ogni funzione non negativa indipendentemente dall’ipotesi che la misura sia o —finita
(Esercizio 1-2.29).

DIMOSTRAZIONE. Sia s: X XY — [0, +00) una funzione semplice, non negativa e
M @ N—misurabile della forma

s(z,y) =alp (x,y) +- +oxlp, (v,y), (v,y) € X XY,

(ap >0e E,e MON h=1,...,k). L’integrale rispetto a v della sua sezione ad
x fissato e

/Y 52(1) du(y) = 01 (B )a + + -+ ax((Ei)a).

e risulta quindi essere una funzione M—misurabile di x (Teorema 2.51). Integrando
rispetto a p risulta infine

/X</ysf<y)d”<y>) dp(x) = > an /X V((En)a) diu(w) =

1<h<k
= > Ozhu®V(Eh):/ sd(p®v)
1<h<k XxY

(Teorema 2.51) e questo prova la tesi nel caso di una funzione semplice, non
negativa e M ® N—misurabile. Infine nel caso di una funzione M ® N —misurabile
f: X xY — [0,+400] si procede per approssimazione mediante una successione
crescente di funzioni semplici, non negative e M ® N—misurabili (Teorema 2.9)
utilizzando il teorema di convergenza monotona. O

Nel caso di funzioni complesse la formula di riduzione assume la forma seguente.

TEOREMA 2.56 (G. Fubini-L. Tonelli IT). Siano (X, M,u) e (Y, N,v) due spazi
con misura o —finita e sia f: X XY — K una funzione (u ® v) —integrabile. Allora,
esiste T C X insieme [ —trascurabile tale che

(a) la sezione y €Y — f.(y) € K é v —integrabile per ogni x € X \ T;
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(b) la funzione ¢: X — K definita da

sy | [t seacx\T
0 sex eT

€ 1 —integrabile e si ha
(s5) | temdnenen = [ c@a)

Con abuso di notazione 1'uguaglianza in (s#x) si riscrive in maniera piu suggestiva
nella forma seguente

Axyf(x’y”(”@”)(w):/x(/Yf(x,y)du(y)) e

con la stessa terminologia gia introdotta per le funzioni non negative. Vale ovvia-
mente un analogo enunciato in cui i ruoli delle due misure p e v sono scambiati
cosicché nelle ipotesi del teorema si ha I'uguaglianza degli integrali iterati

[ (L at)aw = [ ([ s )ao)

che coincidono con l'integrale di f rispetto alla misura prodotto u ® v.
DiMOSTRAZIONE. E sufficiente considerare il caso di una funzione f a valori reali,
il caso complesso segue in modo ovvio.

(a) Siha |f|. =|fz| per ogni z e quindi da

/X(/Yf(sc,y)|du(y)> du(x):AXy|f‘d(M®V)<+%

(Teorema 2.55) segue che la funzione y € Y — f,(y) deve essere v —integrabile per
pu—q.o.xz € X.

(b) Essendo f e f* funzioni (1 ® v)—integrabili, esiste un insieme p — trascurabile
T contenuto in X tale che f, e (f*), siano v —integrabili per ogni z € X \ T. Si
ha evidentemente (f*), = (f.)® per ogni z e quindi le funzioni p*: X — [0, +o0]
definite da

+
vy | L@ B serexyT
0 sexeT

sono M- misurabili con
[otau=[ e <o
X XxY

(Teorema 2.55). Per la funzione ¢ definita in (b) risulta quindi ¢ = ¢+ — ™ cosicché
essa e u—integrabile con

/sodu=/<p+du—/s0‘du=
X X X

:/Xxyfw(u@u)—/xxyf—d(u@u) :/Xxyfd(”®1/)

e questo completa la dimostrazione. O

Gli esempi seguenti mostrano che l'insieme p—trascurabile 7" C X dei punti x per i
quali la sezione f, di f non & v—integrabile puo effettivamente essere non vuoto e
che, se f non ¢ una funzione (u ® v)—integrabile, gli integrali iterati possono esistere
entrambi ma essere diversi.
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ESEMPIO 2.57. (a) Sia # la misura del conteggio su N (Esempio 1.21) e siano p e
v le misure positive su P(N) definite da
W(E) = v(E) = #(ENNy),  ECN,
esia f: Nx N — C la funzione definita da
)™t semn =0
fm,n) = (=1 .
1/(mn)*  se mn # 0.
Allora,
1
fldper) = 3 —— <400
/NXN 2 (mn)?

m,n>1
ma le sezioni m € N — f(m,0) = (=1)™ en € N— f(0,n) = (—1)" non sono
v —integrabili e u—integrabili rispettivamente.

(b) La serie doppia {a@m n}m.n definita da

1 sem=mn
myp = Z(5k,m — Ok41,m)0kn =14 —1 sem=n+1
k>0 0 altrimenti

per ogni m,n € N non ¢ sommabile (Sezione I-2.4) poiché risulta
Z |G, n| = 400
m,n

e per le serie doppie corrispondenti agli integrali iterati rispetto alla misura del
conteggio su N risulta

ZZam)n:O e ZZam,nzl. ]

I due teoremi di Fubini-Tonelli sono solitamente utilizzati in coppia per stabilire
I'integrabilita rispetto alla misura prodotto e quindi calcolare I'integrale di una
funzione f: X x Y — K nella maniera seguente: a partire dall’ipotesi che f sia
M ® N—misurabile, si verifica che risulti

| el vy < oo
XxY

calcolando tale integrale come uno dei due integrali iterati nell’ordine pit conveniente
sulla base del teorema di Fubini-Tonelli per funzioni non negative (Teorema 2.55).
A questo punto, per il teorema di Fubini—Tonelli per funzioni integrabili reali o
complesse (Teorema 2.56), I'integrale

/ @) d(u @ v) (=)
XxXY

puo essere calcolato mediante uno dei due integrali iterati

A(Aﬂ%mW@%MMZL(AﬂLwWQOM@

nell’ordine piu conveniente per il calcolo. Un esempio di applicazione di questa
considerazione & fornito dalla seguente formula per I'integrale del prodotto tensoriale
di funzioni.

COROLLARIO 2.58. Siano (X, M,u) e (Y, N,v) due spazi con misura o - finita
e siano f: X > K e g: Y — K due funzioni p— e v —integrabili rispettivamente.
Allora, la funzione

f@g(z,y) = f(x)g(y), (z,y) € X x Y,
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¢ (n ®v) —integrabile in X XY e risulta

/X @) e v)ay) = /X f(@) dyu(z) - /Y o(y) du(y).

Questo risultato si estende per induzione al caso di un numero qualunque di fattori.

DIMOSTRAZIONE. Per la definizione di o —algebra prodotto le funzioni
(z,9) e X XY= f(z) e (2,9) € X XY —g(y)

sono M ® N—misurabili e quindi per il teorema di Fubini-Tonelli per funzioni non
negative (Teorema 2.55) risulta

/X @) = /X (@) dpu(z) - /Y l9(v)] duly) < +oo

da cui seguono 'integrabilita di f® g rispetto alla misura prodotto p®v e la restante
uguaglianza (Teorema 2.56). O

Completamento di misure prodotto. Siano (X, M,u) e (Y, N ,v) due spazi
con misura. La misura prodotto pu ® v cosi come definita (Definizione 2.49) non &
quasi mai una misura completa anche se tali sono le due misure p e v: se infatti
esistono un insieme A ¢ M ed un insieme B € N non vuoto con v(B) = 0, il
rettangolo A X B non risulta M @ N—misurabile (Proposizione 2.50) pur essendo
contenuto nel rettangolo misurabile X x B che & (u ® v)—trascurabile.
Consideriamo quindi il completamento della misura prodotto p ® v che denotiamo
con

(h@v)": (MXN)" = [0,400]

in accordo con la notazione di Poposizione 1.28. Nell’ipotesi che p e v siano misure
positive o —finite, tale misura coincide con la misura positiva indotta dalla premisura
p ® v definita sull’algebra degli insiemi elementari £ da (%) e quindi (g ® v)*(E) si
calcola ancora mediante la formula (%) per ogni insieme E € (M @ N)* e risulta
in particolare

(1@ v)* (A x B) = u(A)v(B)

per ogni rettangolo misurabile A x B (A € M e B € N).

Per il completamento (u ® v)* della misura prodotto p ® v la formula di riduzione
(Teorema 2.51) e i teoremi di Fubini-Tonelli (Teoremi 2.55 e 2.56) assumono la
forma illustrata nei teoremi seguenti. Di tutti questi risultati esiste ovviamente la
versione con i ruoli di X e Y scambiati.

TEOREMA 2.59. Siano (X, M,u) e (Y, N ,v) due spazi con misura o - finita e
completa e sia E C X XY un insieme (M @ N)"—misurabile. Allora, esiste T C X
insieme p —trascurabile tale che

(a) B, €N perognize X \T;
(b) la funzione
v(Ey) sexeX\T
ey = [ 7B \
0 sexeT

e M—misurabile e si ha

(10 (E) = [ mp(a)duta).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Osserviamo preliminarmente che, se T € M ®A ¢ un insieme
(1 ® v) —trascurabile, si ha

0=p®u(T) = /X o(Ty) dpu(z)

per la formula di riduzione (Teorema 2.51) e quindi deve essere v(T,) = 0 per
pu—q.o.z € X.

Consideriamo ora E € (MQN)*. Esistono allora A, B € M®AN taliche AC E C B
e u®v(B\A)=0. Sihaallora E = AU(E\A) con E\A C B\Ae p®v(B\A) =0.
Per la completezza di v risulta (E \ A), € N per p—q.o. x € X e quindi da
E, = A,U(E\ A), per ogni z si conclude che risulta E, € N per pu—q.0. z € X e
questo prova (a).

(b) Con le notazioni di (a), si ha v(A4,) = mg(x) per p—q.o0. x € X cosicché la fun-
zione x € X — mpg(x) & M—misurabile per la completezza di p (Proposizione 2.12)
e risulta

(o) (B) = pev(d) = [ vid)dutz) = [ me(e) duta)

per la definizione di (u ® v)* e per la formula di riduzione e questo completa la
dimostrazione. g

TEOREMA 2.60 (G. Fubini-L. Tonelli I). Siano (X, M,u) e (Y, N,v) due spazi
con misura o — finita e completa e sia f: X xY — [0, +00] una funzione (M @ N')*~
misurabile. Allora, esiste T C X insieme p —trascurabile tale che
(a) la sezioney € Y — f,(y) € [0,400] é N —misurabile per ogni x € X\T;
(b) la funzione p: X — [0, 400] definita da

/fz sex € X\T
sexeT

e M —misurabile e si ha
[ t@wdne) @y = [ el du),
XXY X

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano g: X x Y — [0, +00] una funzione M ® N—misurabile
e S C X xY un insieme p®v —trascurabile tali che {f # g} C S (Proposizione 2.14).
Si ha allora

/ fd(u®1/)*:/ gd(p@v)" =
XxY XXY

= [ siwsn = [ ([ oeats)) ante

(Esercizio 2.6). Si ha inoltre {f # g}.» = {fz # g=} per ogni = e quindi, ragionando
come nella dimostrazione di Teorema 2.59—(a) si conclude che esiste un insieme
p—trascurabile T' C X tale che {f, # g.} sia v—trascurabile per ogni x € X \ T.
Essendo g, una funzione N'—misurabile per ogni x, tale & anche f, per gli stessi x
per la completezza di v e questo prova (a).

(b) Con le notazioni di (a) per la funzione ¢ definita in (b) risulta quindi

/ 0 (y) dv(y) = / fo() duy) = o(z)
Y Y

per p—q.o. x cosicché, essendo la funzione

vex s [ ([ awaw) )
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M-—misurabile, per la completezza di u tale &€ anche ¢. Si ha infine

J (] st avts) ) auto) = [ ot duta)

e questo completa la dimostrazione. O

TEOREMA 2.61 (G. Fubini-L. Tonelli IT). Siano (X, M, pu) e (Y, N',v) due spazi con
misura o - finita e completa e sia f: X x Y — K una funzione (u ® v)*—integrabile
in X xY. Allora, esiste T C X insieme p —trascurabile tale che
(a) la sezioney € Y — f.(y) € K é v —integrabile in' Y per ogni x € X \T;
(b) la funzione p: X — K definita da

o(zr) = /wa(y)dV(y) sex e X\T
0 sex €T

e u —integrabile in X e si ha
| tewduery @y = [ o dua),
XxY X

Di quest’ultimo risultato omettiamo la dimostrazione che si ricava facilmente dal
corrispondente risultato per le funzioni non negative.

2.5. Modi di convergenza di funzioni misurabili

Esaminiamo in questa sezione alcune nozioni di convergenza per successioni di
funzioni collegate alla presenza di una misura con particolare riguardo alle relazioni
tra di esse. A tal fine, denotiamo con p: & — [0, +00] una misura positiva (non nulla)
fissata su una o —algebra S di sottoinsiemi di un insieme astratto (non vuoto) X che
supporremo fissata in tutta questa sezione e poniamo come al solito K = {R,C}.

Convergenza quasi ovunque e quasi uniforme. Introduciamo in questa parte
due tipi di convergenza di successioni di funzioni collegati rispettivamente alla
nozione di convergenza puntuale e di convergenza uniforme per le cui definizioni e
proprieta rinviamo a [4] o [14].

DEFINIZIONE 2.62. Siano f,: X - K (n>1)e f: X — K funzioni. La successione
{fn}n

e converge a f u —quasi ovunque in X se esiste un insieme p — trascurabile
T tale che risulti

lim f,(x) = f(x), x e X\T;

n—-+o0o
nel qual caso scriviamo f, — f p—quasi ovunque in X per n — 400 e

e converge a f p—quast uniformemente in X se, per ogni € > 0, esiste
un insieme E. € S tale che risulti (X \ E;) <ee

li — : E.} =0;
Jim sup {|fa(@) = f(2)]: @ € B} =0;
nel qual caso scriviamo f,, — f p—quasi uniformemente in X per n — +o0. O

In maniera equivalente scriveremo che
lim f n = f
n—-+00
p—quasi ovunque in X o p—quasi uniformemente in X e nel seguito parleremo
brevemente di convergenza quasi ovunque o quasi uniforme omettendo il riferimento
esplicito alla misura sottesa in tutti i casi in cui non vi sia ambiguita.
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Esplicitamente dunque, la successione di funzioni {f,}, converge alla funzione f
quasi ovunque in X per n — 400 se esiste un insieme trascurabile T" con la seguente
proprieta: per ogni x € X \ T e per ogni € > 0 esiste ng = ng(e,z) > 1 tale che
risulti
n>nyg = |falx) - f(@)|<e
e converge invece a f quasi uniformemente in X per n — +00 se, per ogni € > 0 e
1 > 0, esistono un insieme E. € S con u(X \ E:) < e e ng =ng(e,n) > 1 tali che
risulti
nzng = |falz) - f@)[<n  VaekE..

La convergenza quasi ovunque consiste quindi nella convergenza puntuale al di fuori
di un insieme trascurabile e la convergenza quasi uniforme nell’esistenza di una
famiglia di insiemi di misura arbitrariamente piccola sul complementare di ciascuno
dei quali la convergenza sia uniforme. Entrambe queste nozioni di convergenza sono
evidentemente invarianti a meno di cambiamenti delle funzioni su insiemi trascurabili
ed entrambe implicano la convergenza nel medesimo senso di ogni sottosuccesisione.
Proviamo nei risultati seguenti che per entrambi i tipi di convergenza il limite e
univocamente determinato nel senso dell’'uguaglianza quasi ovunque e che, come
accade per la convergenza puntuale e per la convergenza uniforme, la convergenza
quasi uniforme implica la convergenza quasi ovunque con lo stesso limite (a meno di
insiemi trascurabili).

PROPOSIZIONE 2.63. Siano fr,: X = K (n>1) e f,g: X = K funzioni tali che
In—f € In—9

quast uniformemente (ovungue) in X per n — 4oo. Allora, f = g quasi ovungue in
X.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo la tesi solo nel caso della convergenza quasi uniforme,
essendo la conclusione ovvia nell’altro caso.
Fissato ¢ > 0, siano E. e F. due insiemi S —misurabili tali che si abbia

WX\ E.) <e/2e f, = f uniformemente in F,
w(X\ F7) <e/2 e f, — g uniformemente in F,
per n — +o0o. Deve allora essere f = g in E.N F, ovvero {f # g} C X\ (E.NF.)e
da
,u(X \ (EEHFE)) = ,u((X\EE) U((X\ FE)) <eg/2+4+¢e/2=¢
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue f = g p—quasi ovunque. g

PROPOSIZIONE 2.64. Siano f,: X - K (n > 1) e f: X — K funzioni tali che
fn — [ quasi uniformemente in X per n — 4oo. Allora, f, — f quasi ovunque in
X pern — +oo.

Facili esempi mostrano che l'implicazione precedente non puo essere in genere
rovesciata (si vedano le considerazioni di Esempio 2.77). Vedremo tuttavia piu
avanti che cio & possibile quando la misura y & finita (Teorema 2.76).

DIMOSTRAZIONE. Sia
A={z e X: {fu(z)}, non converge a f(z)}

e per ogni k > 1 sia Fj, un insieme S —misurabile tale che si abbia pu(X \ E) < 1/k
e fn — f uniformemente in Ej per n — 400 da cui segue A C X \ Ej, per ogni k.
L’insieme T = [, (X \ Ej) risulta allora trascurabile e tale che A C T' da cui segue
fn(x) = f(x) per n — +o0 per ogni x € X \ T. O

Il risultato seguente illustra le proprieta della convergenza quasi uniforme in relazione
alle operazioni algebriche sulle funzioni. Ne omettiamo la ovvia dimostrazione.
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TEOREMA 2.65. Siano fn,gn: X =K (n>1)e f,g: X - K funzioni tali che
o= f € gn — g

quasi uniformemente in X per n — +oo. Allora, valgono le sequenti affermazioni:

(a) se la successione {fn}n € uniformemente limitata quasi ovunque in X,
la funzione f ¢ limitata quasi ovunque in X;

(b) per ogni o, B € K si ha (afp, + Bgn) — (af + Bg) quasi uniformemente
i X pern — 400;

(c) sele successioni { fn}n € {gn}n sono uniformemente limitate quasi ovun-
que in X, si ha fngn — fg quasi uniformemente in X per n — +oo.

Le proprieta (a) e (b) valgono evidentemente anche per la convergenza quasi ovunque
mentre (¢) vale per la convergenza quasi ovunque anche senza l'ipotesi che le
successioni { fy, }n € {gn}n siano uniformemente limitate quasi ovunque in X.

E chiaro cosa significhi che una successione di funzioni verifica la condizione di
Cauchy ovvero € una successione di Cauchy per uno dei due tipi di convergenza
introdotti ed & evidente altresi che ogni successione di funzioni che converge in uno
dei due modi considerati ¢ una successione di Cauchy nello stesso senso. Proviamo
quindi che la completezza della convergenza puntuale e della convergenza uniforme
implicano anche la completezza della convergenza quasi ovunque e quasi uniforme.

TEOREMA 2.66. Siano fn,: X — K (n > 1) funzioni tali che la successione {fn}n
sia di Cauchy quasi uniformemente (ovunque) in X. Allora,

(a) esiste una funzione f: X — K tale che f, — f quasi uniformemente
(ovungue) in X per n — +00;

(b) se ogni funzione f, é S —misurabile, esiste una funzione f: X — K
S —misurabile tale che f, — [ quasi uniformemente (ovunque) in X
per n — +00.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo (b) nel caso della convergenza quasi uniforme, le
altre affermazioni essendo ovvie.

Siano Ej, € §, h > 1, insiemi tali che risulti Fy, C Expy1 e u(X \ Ep) < 1/h per ogni
h e tali che la successione { f,, },, sia uniformemente di Cauchy in ciascun insieme E},.
Per ogni h esiste dunque una funzione gy : E; — K tale che f,, — g5 uniformemente
in Ej per n — 4o00. Poiche le funzioni della successione {f, }, sono & —misurabili,
le loro restrizioni a ciascun insieme Ej, sono S, —misurabili ove S, = S(E},) denota
la restrizione della o—algebra S a ciascun insieme Ej. Conseguentemente, ogni
funzione gp, ¢ S —misurabile ed inoltre ¢ chiaro che risulta gn+1 = gp su Ejp. Allora,
I'insieme 7' = X \ (U, E) ¢ trascurabile e la funzione f: X — K definita da

gn(x) se x € Ey per qualche h
fz) =
0 sex el

¢ a sua volta S—misurabile (Proposizione 2.11—(b)) e chiaramente risulta che
fn — f quasi uniformemente in X per n — +00 per costruzione. O

Convergenza in misura. Introduciamo in questa parte un ulteriore tipo di con-
vergenza per successioni di funzioni misurabili oltre a quelli considerati nel paragrafo
precedente.

DEFINIZIONE 2.67. Siano fp,: X - K (n > 1) e f: X — K funzioni § — misurabili.
La successione {f,}, converge a f in p—misura in X se per ogni n > 0 si ha

lim p({|fo — f| = n}) =0,

n—-+oo
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In tal caso scriviamo f, — f in u—misura in X per n — 400 o equivalentemente

lim f,=7f in p—misura in X. U
n—4oo

Come al solito, nel seguito ometteremo il riferimento esplicito alla misura sottesa in
tutti i casi in cui possa essere sottintesa senza ambiguita.

Esplicitamente dunque, la successione di funzioni S —misurabili {f,}, converge alla
funzione & —misurabile f in misura su X per n — +o00 se, per ogni 7 > 0 e per ogni
€ > 0, esiste ng = no(n,e) > 1 tale che risulti

n>ny = p{lfa—fl=n})<e

La nozione di convergenza in misura ¢ evidentemente invariante a meno di cambia-
menti delle funzioni della successione su insiemi trascurabili purché questi cambia-
menti preservino la misurabilita delle funzioni e implica la convergenza in misura di
ogni sottosuccesisione.

Proviamo preliminarmente che il limite di una successione convergente in misura &
univocamente determinato a meno di insiemi trascurabili.

PROPOSIZIONE 2.68. Siano f,: X > K (n>1) e f,g9: X — K funzioni S —misu-
rabili tali che

fn=1F e  fa—yg
in misura in X per n — +oo. Allora, f = g quast ovunque in X.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni k > 1 e per ogni ¢ > 0 esiste ng = ng(k,e) > 1 tale che
risulti

n>ng = p({{fa—f121/2k}) <c/2 e p({lfo—gl=1/2k}) <e/2
e da
{If —gl = 1/k} C{|fn — fI = 1/2k} U{|f0 — g = 1/2k}
segue
p({lf =gl =1/k}) <e.
Per larbitrarieta di e > 0 risulta p ({|f — g| > 1/k}) = 0 per ogni k e da
{r#gt=UAf—gl = 1/k}
E>1

segue ’asserto. O

La proposizione seguente riunisce alcune proprieta della convergenza in misura.
TEOREMA 2.69. Siano fn,gn: X = K(n>1)ef,g: X = K funzioni S —misurabili
tali che
fao=f e gn—yg
in misura in X per n — +o0o. Allora, valgono le sequenti affermazioni:
(a) se la successione {fn}n € uniformemente limitata quasi ovunque in X,
la funzione f é limitata quasi ovunque in X;
(b) per ogni a, B € K si ha (afy, + Bgn) — (af + Bg) in misura in X per
n — +00;
(c) se le successioni {fn}n € {gn}n sono uniformemente limitate quasi
ovunque in X, st ha fngn — fg in misura in X per n — +o0.

Se (X)) < 400 laffermazione (c) vale anche senza l'ipotesi che le successioni {fy, }n
€ {gn}n siano uniformemente limitate quasi ovunque in X (Esercizio 2.18).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia M > 0 tale che risulti | f,,(x)| < M per ogni n > 1 e per
p—quasi ogni € X e, fissato € > 0, sia ng = no(M ,e) > 1 tale che risulti

n>nyg = p({|fa—fl=2M})<e
Si ha allora

{1 =z2M} C{lfn — fI 2 My U{[ful = M}

per ogni n e quindi, scegliendo n > ng, risulta p ({|f| > 2M}) < e. Dall’arbitrarieta
di € > 0 segue 'asserto.

(b) Per ogni > 0 e per ogni n si ha

{(fn+gn) = (f+ 9 20} CAfu = FI Z0/2} U{lgn — gl = n/2}
e da questo segue che (f, + gn) — (f + ¢) in misura in X per n — +oo.
Sia quindi a # 0. Per ogni 7 > 0 e per ogni n si ha
{Jafu —af] 20k = {lfu — f1 = o/}

e da questo segue che af,, — af in misura in X per n — 4o0.

(c) Sia M > 0 tale che risulti |f,, (z)| + |gn(z)| < M per ogni n > 1 e per p—quasi
ogni x € X cosicché ragionando come in (a) si ricava che risulta |f(z)| < 2M per
p—quasi ogni « € X. Fissati alloran > 0ee > 0, sia ng =ng(M,n,e) > 1 tale che
risulti

w({|fn— fl = n/2M}) <e/2
1({lgn — gl = n/AM}) <e/2.

A meno di insiemi trascurabili per ogni n risulta

{1(frgn) = (FO)l =0} CH{I(fn = Fgnl = n/2Y U{|f(gn — 9)| = n/2} C
CAl(fa = DI =n/2M} U{[(gn — 9)| > n/4M}

e da cio segue pu ({|(frngn) — (f9)| > n}) < e per ogni n > nyg. O

n > ng

L’implicazione in Teorema 2.69 - (a) non pud essere invertita né & possibile sostituire
l'ipotesi che la successione {f,}, sia uniformemente limitata quasi ovunque con la
piu debole richiesta che ogni funzione f,, sia limitata quasi ovunque come risulta
dagli esempi seguenti.

ESEMPIO 2.70. Siano X = N e p la probabilita su P(Ny) definita da
p(B)=3 1/2", ECN
nel
(Esempio 1.21—(a)).
(a) Siano f,: Np — [0,400) (n > 1) le funzioni definite da

0 sem<n

fn(m) = { n> 1.

m sem>n-+1

Allora, f,, — 0 in misura in N4 per n — +00 ma nessuna funzione f,, & limitata
quasi ovunque in N,.

(b) Siano f,: Ny — [0,+400) (n > 1) le funzioni definite da
fa(m) =minfm,n},  m>1 (n>1),
e sia f: Ny — R la funzione identita f(m) = m per ogni m > 1. Allora, ogni

funzione f, ¢ limitata quasi ovunque in Ny e f,, — f in misura su N, per n — +o0
ma f non e limitata quasi ovunque in N . O
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Siano f,: X — K (n > 1) funzioni & —misurabili. E chiaro cosa significhi che la
successione {f,}, verifica la condizione di Cauchy in p—misura in X ovvero & una
successione di Cauchy in g —misura in X, locuzioni che, come al solito, abbrevieremo
omettendo il riferimento esplicito alla misura quando non vi sia ambiguita. Anche
per la convergenza in misura la validita della condizione di Cauchy & condizione
necessaria per la convergenza nello stesso senso.

PROPOSIZIONE 2.71. Siano f,: X 2K (n>1) e f: X — K funzioni S —misurabili
tali che f, — f in misura in X per n — +oo. Allora, la successione {fn}, & di
Cauchy in misura in X.

DiMOSTRAZIONE. Per ogni 17 > 0 e per ogni m,n > 1 si ha
{lfn = fml 2 0} <Hlfn = fl 2 0/2Y UL fm — f1 = n/2}. 0

Non insistiamo ulteriormente sulle altre proprieta della convergenza in misura e
passiamo quindi a esaminare nei risultati che seguono le relazioni che sussistono tra
convergenza in misura e convergenza quasi ovunque e quasi uniforme.

TEOREMA 2.72. Siano f,: X 2K (n>1) e f: X — K funzioni S —misurabili tali
che fn, = f quasi uniformemente su X per n — +oo. Allora, f, — f in misura in
X pern — 4o00.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che, per ogni n > 0 e ¢ > 0, esiste ng = ng(n,e) > 1
tale che risulti

nzne = a(lfa-f120}) s
per ogni n > ng. Fissato € > 0, sia E. € S tale che sia (X \ E.) <ee f, = f
uniformemente in E. per n — +oo. Esiste allora ng = e, ) > 1 tale che risulti
| fn(z) = f(z)| <n per ogni z € E. per n > ng. Pertanto, per ogni n siffatto risulta

{‘fnff‘zn}CX\Es
e questo completa la dimostrazione. O

La relazione precedente tra convergenza in misura e convergenza quasi uniforme
puo essere invertita a meno del passaggio a una sottosuccessione.

TEOREMA 2.73 (F. Riesz). Siano f,: X — K (n > 1) funzioni S —misurabili tali
che tali che la successione {fp}n sia di Cauchy in misura in X. Allora, esiste una

sottosuccessione fr, = fn, (k> 1) tale che {fx}r é di Cauchy quasi uniformemente
su X.

DIMOSTRAZIONE. Sia {np}, una successione strettamente crescente di interi tale
che si abbia

mon>ny = p({|fa—ful = 1/2"}) <1/2"
per ogni h > 1. Posto allora
Fp = {|fnh+1 - fnh

si ha p(Fy) < 1/2" per ogni h. Consideriamo quindi la successione crescente di
insiemi S:- misurabili definita da

>1/2"}, h>1,

En=X\|UJF), h=>L
k>h
Si ha
X\Ey=JF n>1
k>h
da cui segue (X \ Ep) < 1/2"~! per ogni h.
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Proviamo che la sottosuccessione della successione { f,, },, definita da fr, = fp, (k> 1)
¢ di Cauchy quasi uniformemente in X. A tal fine, fissato € > 0, scegliamo h > 1
tale che risulti 1/2"~! < ¢ e poniamo E. = EJ, cosicché risulta

WX\ E:) = (X \ Ep) <1/2"7 <e.

Fissato n > 0, scegliamo quindi kg = ko(77,€) > 1 tale che sia ko > h e 1/2F0~1 <.
Allora, per ogni x € E. si ha x ¢ Fy per ogni k > h da cui segue

|fnk+1(x)7fnk(x)‘ <1/2k7 xEEEa kZh
Pertanto, per ogni k£ > kg e j > 1 si ha

1 _
|fﬂk+J(I)7‘fnk($)‘ S Z ‘f’nk+i+1(x)7fnk+i(x)| < Z 2k+i S 1/2k ! S’r]
0<i<j—1 0<i<j—1
per ogni x € E. e questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 2.74. Siano fr,: X 2K (n>1) e f: X = K funzioni S —misurabili
tali che f, — f in misura in X per n — +oo. Allora, esiste una sottosuccessione
fie = fn,, (k>1) tale che fr — f quasi uniformemente in X per k — +o0.

DIMOSTRAZIONE. La successione {f, }, verifica la condizione di Cauchy in misura in
X e quindi esiste una sua sottosuccessione f; = fp,, k > 1 che verifica la condizione
di Cauchy quasi uniformemente in X (Teorema 2.73). Conseguentemente esiste
una funzione & —misurabile g: X — K tale che fi — ¢ quasi uniformemente in X
per k — +oo (Teorema 2.66—(b)). Allora, fy — ¢ in misura in X per k — +00
(Teorema 2.72) e quindi deve essere f = g quasi ovunque in X (Proposizione 2.68) e
questo conclude la dimostrazione. O

Dal corollario precedente sembrerebbe potersi pertanto dedurre che, se una suc-
cessione di funzioni misurabili converge in misura, allora tutta la successione e
non solo una sottosuccessione converge quasi uniformemente (proprieta di Urysohn
della convergenza) e che conseguentemente convergenza in misura e convergenza
quasi uniforme sarebbero tra loro equivalenti. Tuttavia, cio non accade come prova
I’esempio cosidetto degli intervalli mobili. La sua esposizione richiede pero 'utilizzo
della misura di Lebesgue in R che presenteremo solo nel successivo Capitolo 5 e
conseguentemente lo presentiamo qui supponendo che esista una misura di Borel in
R con alcune delle proprieta che sono proprie della misura di Lebesgue.

EsEMPIO 2.75. Sia § una o —algebra di sottoinsiemi di R contenente tutti gli insiemi
di Borel di R e sia u: S — [0, +00] una misura positiva di Borel su S tale che, per
ogni intervallo [a,b), si abbia

w(la,b)) =b—a, —o0<a<b< +oo.

Come vedremo nel successivo Capitolo 5, la o—algebra e la misura di Lebesgue
possiedono queste proprieta.

Pern>0em=1,...,2", siano I, ,,, i sottointervalli dell’ intervallo [0, 1) definiti
da
m—1 m
In,m|:2n72n>a m:]-a"'aQna n >0,
ciascuno dei quali ha misura p(I, ) = 1/2" per ognim =1,...,2" e per ognin > 0

e siano inoltre fi = 17,, & > 1 le funzioni caratteristiche degli intervalli I}, ottenuti
numerando gli intervalli I, ,,, secondo 'ordinamento lessicografico. I allora chiaro
che fir — 0 in misura ma che le funzioni f; non convergono a zero quasi ovunque
in [0, 1) poiché per ogni = € [0, 1) la successione f;(z) = 1, (z) & frequentemente
uguale a 1. O
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in misura in misura

/ / | / ’ |

7/ 7/

4 v !
g . . e !
quasi uniforme |
|
~

quasi ovunque

|
|
quasi uniforme |
|
~

quasi ovunque

(a) (b)

F1GURA 2.1. Relazioni tra tipi di convergenza: (a) caso u(X) = 4o0;
(b) caso u(X) < +oo. Le frecce tratteggiate indicano il passaggio a
sottosuccesisoni.

La spiegazione di questa apparente contraddizione risiede nel fatto che la convergenza
quasi uniforme non € una convergenza topologica. In altri termini, in genere non esiste
alcuna topologia sull’insieme delle funzioni misurabili per la quale la convergenza
indotta dalla topologia stessa sia proprio la convergenza quasi uniforme. La stessa
conclusione vale evidentemente anche per la convergenza quasi ovunque.

Le relazioni tra i tipi di convergenza che abbiamo introdotto sono riassunte nello
schema di Figura 2.1—(a) dove le frecce tratteggiate rappresentano implicazioni che
valgono a meno di sottosuccessioni.

Nel caso speciale in cui la misura p € finita, il teorema di Severini—Egorov assicura
che la convergenza quasi ovunque ¢ in effetti equivalente alla convergenza quasi
uniforme.

TEOREMA 2.76 (C. Severini-D. Egorov). Sia u(X) < 400 e siano fp: X — K
(n>1) e f: X =K funzioni S —misurabili tali che f, — f quasi ovunque in X per
n — +oo. Allora, f, — [ quasi uniformemente su X per n — +oo.

Quando p € una misura finita, le relazioni che sussistono tra i tipi di convergenza
introdotte sono rappresentate nello schema di Figura 2.1—(b).

DIMOSTRAZIONE. Sia T un insieme p—trascurabile tale che si abbia f,(z) — f(x)
per n — +oo per ogni x € X \ T e poniamo

EL=({fa—fl<nt, m>1 n>o0

n>m

Si ha allora E]}, € S e E}}, C E;' | per ogni m e n > 0 e inoltre risulta

X\Tc|JE], overo [)(X\E}) =X\ (UE;) cT
m m m

per ogni 7 > 0. Essendo p(X) < +ooe X\ E) ., C X\ E}, per ognimen > 0, deve

essere (X \ EJ)) — 0 per m — +oo per ogni 7 > 0 fissato (Proposizione 1.22—(c)).

Fissato € > 0, esiste allora una successione strettamente crescente di interi positivi

{my}x, tale che si abbia
5

1/k
p(X\ELL) < 5
per ogni k. Posto allora

EE = m Erln,/kka
k

risulta E. € S e u(X \ E.) < . Inoltre, per ogni k > 1 e per ogni n > my, si ha

E. C E,ln/,f C E}/k da cui segue infine

n>m, = sup{|fu(z)— f(z): z€E.} <1/k
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e questo completa la dimostrazione. O

L’esempio seguente mostra che nel teorema di Severini-Egorov l'ipotesi u(X) < 400
non puo essere eliminata.

EsSEMPIO 2.77. Sia # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti di N
(Esempio 1.21—(a)). Poiché # non ha insiemi di misura minore di uno diversi
dall’insieme vuoto, la convergenza # —quasi ovunque e la convergenza # —quasi
uniforme coincidono esattamente con la convergenza puntuale e con la convergenza
uniforme rispettivamente.

Consideriamo allora le funzioni f,: Ny — [0, 4+00) (n > 1) definite da

1 sem=n

fn(m):{ m>1, (n>1).

0 sem#n

Allora, f, — 0 puntualmente in N, per n — +oco ma la successione {f,}, non
converge a zero uniformemente in N;. In particolare, per ogni 0 < n < 1 si ha

# ({fn = n}) =1 per ogni n. 0

Lo spazio metrico della convergenza in misura. Alla nozione di convergenza
in misura introdotta nel paragrafo precedente possiamo dare un piu significativo
contenuto topologico nella maniera seguente. Denotiamo con

L(S) ={f: X - K funzione S —misurabile }

lo spazio vettoriale complesso delle funzioni S —misurabili da X a valori complessi e,
per ogni coppia di funzioni f,g € £(S), definiamo

(+) d(f,g):@(inf{t+u({|f—g|Zt}):t>0})

ove @: [0, 400] — [0,m] (M > 0) ¢ un qualunque fissato omeomorfismo subadditivo
e crescente dell’intervallo [0, 4o00] su [0, M]. Cio significa esplicitamente che ® ¢
una funzione continua e biettiva da [0, +o0] su [0, M] tale che risulti

D(s+1t) <P(s)+ P(t), s,t>0; O(s) < P(t), 0<s<t<+o0.
Alcune possibili scelte di ® sono illustrate nell’esempio seguente.

ESEMPIO 2.78. Se p(X) = 400 si puo scegliere come ® una delle seguenti funzioni:

‘I)l(t): 141 ™

1 se t = 400; By se t = +00;

_t se 0 <t < 400 arctant se 0 <t < 400
- Dy(t) =
2

corrispondenti a M =1 e M = 7/2 rispettivamente. Se invece risulta pu(X) < +oo,
si ha

inf {t+p({|f—gl=t}): t>0} <p(X)

per ogni coppia di funzioni f,g € L(S) cosicché scegliendo

e se 0 <t < p(X) .
q’?’(t)‘{u(X)mi(tu(X)) sep(X) <t < oo, D2

la definizione di d(f, g) si riduce semplicemente a

d(f,g) =inf {t +p({|f —gl =t}) : t >0}
per ogni coppia di funzioni f,g € L(S). O
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Proviamo quindi che la funzione d definita da () & una semimetrica’ sullo spazio
vettoriale £(S) e che la convergenza ad essa associata coincide con la convergenza
in misura in X.
PROPOSIZIONE 2.79. Siano f,g,h € L(S) funzioni S —misurabili. Allora,

(a) d(f,9) =0 <= [ =g quasi ovunque in X;

(b) d(f,g) =d(g,f):

(c) d(f,h) < d(f,g)+d(g,h).
La semimetrica d ¢ evidentemente invariante per traslazioni ma si avra in genere
d(Af,Ag) # |A\|d(f, g) per A # 0 e per qualche coppia di funzioni f, g € L(S) cosicché
la semimetrica d non risulta essere una seminorma nel senso della definizione della
successiva Sezione 111-4.2.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo le affermazioni (a) e (c), essendo (b) evidente.

(a) B evidente dalla definizione che da f = g quasi ovunque in X segue d(f,g) = 0.
Viceversa, sia d(f, g) = 0 cosicché deve essere

inf {t +p({|f —g| =t}) : t >0} =0.
Fissato ¢ > 0, per ogni n > 1 esiste allora ¢,, = t,(¢) > 0 tale che risulti
tn +u({If =gl > ta}) <e/27,

cosicché, essendo 0 < t,, < €/2™ per ogni n, risulta

{r# g} =S — gl > ta},

da cui segue u ({f # g}) < e. Dall’arbitrarieta di e > 0 segue f = g quasi ovunque
in X.
(c) Per ogni s,t > 0 si ha
{Ilf =hlzs+ttc{lf—gl=st+{lg—hl =t}
che implica
inf {r+ u ({1 ~ Bl 2 7)) : 7> 0} <
<inf{s+p({|f—g|>s}) : s>0}+inf{t+pu({lg—h|>t}):t>0}

da cui segue d(f,h) < d(f,g)+d(g,h) essendo ® strettamente crescente e subaddi-
tiva. g

TEOREMA 2.80. Siano f, € L(S) (n>1) e f € L(S) funzioni S —misurabili. Allora,
le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) fn — f in misura in X per n — +o0;
(b) lim_d(f, f) = 0.

Analogamente si prova che la successione {f,}, ¢ una successione di Cauchy in
misura in X se e solo se € tale per la metrica d.

DIMOSTRAZIONE. (a) Fissato ¢ > 0, sia n = n(e) > 0 tale che risulti 0 < &(t) < ¢
per ogni 0 < ¢ < 7. Esiste allora ng = ng(e) > 1 tale che risulti

n>ny — N({‘fn*f‘ZW/Q}) <n/2

da cui segue

n>ny = 0<n/2+p{|fn—fl>n/2}) <n.

7 Una semimetrica & una funzione d che verifica le stesse proprieta di una metrica su X per
la quale per6 da d(z,y) = 0 non segue z = y.
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Risulta quindi d(f,,, f) < & per ogni n > ng e questo prova (b).

(b) Sianon > 0e 0 < ¢ < 5 fissati. Essendo ® un omeomorfismo, esiste § = d(g) > 0
tale che per ogni ¢t € [0, +o0] per il quale risulti 0 < ®(¢) < J si abbia 0 <t < e.
Scegliamo quindi ng = ng(e) > 1 tale che risulti d(f,, f) < 0 per ogni n > ng
cosicché deve essere

inf {t+pu({|fn—f]|=1t}) : t>0}<e

per gli stessi n. Pertanto, per ogni n > nyg esiste t,, € (0,¢) tale che risulti

N({‘fn*ﬂ ztn}) <tn+/‘({|fn*f| Ztn}) <e.

Da 0 < t, < € <1 segue a maggior ragione che si ha
n>ng = u({lfa—flzn})<e

e questo conclude la dimostrazione. O

La convergenza indotta dalla semimetrica d su £(S) & quindi indipendente dalla
scelta dell’omemomorfismo crescente e subadditivo ® che compare nella definizione
(x) di d.

Attraverso un’opportuna operazione di passaggio al quoziente & possibile ottenere
dalla coppia formata dallo spazio vettoriale £(S) delle funzioni S —misurabili e dalla
semimetrica d una genuina struttura di spazio metrico.

L’insieme N delle funzioni & —misurabili f: X — K che sono u—quasi ovunque
nulle ¢ infatti un sottospazio di £L(S) e conseguentemente, I'insieme quoziente

L(p) = L(S)/N

¢ a sua volta uno spazio vettoriale complesso i cui elementi sono le classi d’equivalenza
di funzioni & —misurabili u—quasi ovunque uguali tra loro. Denoteremo come al
solito con
[f1={f € L(S): f' = [ p—quasi ovunque in X},

la classe d’equivalenza della funzione f € L£(S). Da Proposizione 2.79—(a) si deduce
che la semimetrica d definita sullo spazio vettoriale £(S) delle funzioni & —misurabili
a valori complessi induce sullo spazio vettoriale L(;) una metrica invariante per
traslazioni che indicheremo ancora con d ponendo per ogni [f], [g] € L(u)

d([f].lg) = d(f".g"),  felfl, g €lgl

In conseguenza di Teorema 2.80, la metrica d cosi definita su L(p) si chiama metrica
della convergenza in p —misura o pitt brevemente metrica della convergenza in misura
quando non vi sia ambiguita.

Lo spazio L(p) € quindi lo spazio vettoriale delle classi d’equivalenza di funzioni
S —misurabili da X a valori complessi che sono p—quasi ovunque uguali tra loro.
Come e consuetudine, nel seguito faremo sistematicamente riferimento allo spazio
L(u) identificandone gli elementi con funzioni §-—misurabili e parleremo quindi
degli elementi di L(u) come di funzioni & —misurabili piuttosto che come classi di
equivalenza di funzioni S —misurabili uguali p—quasi ovunque relegando 1’identi-
ficazione precedente ad una tacita convenzione. Nelle rare occasioni in cui sara
necessario considerare in luogo della classe di equivalenza f € L(u) una specifica
funzione S —misurabile f: X — K definita puntualmente in X, ci riferiremo ad
essa come ad un rappresentativo della classe di equivalenza f € L(u). A seguito di
questa convenzione sara necessario aver cura che ogni nozione che viene introdotta
relativamente a (classi di equivalenza di) funzioni di L(u) sia in effetti invariante a
meno di cambiamenti su insiemi p—trascurabili.

Ad esempio, cosi come non ha senso in genere® parlare di valore f(x) di f in
un punto z € X di una funzione misurabile f € L(u) proprio perché f ¢ in

8 A meno che sia {z} € S e p({z}) > 0.
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effetti una classe d’equivalenza di funzioni p—quasi ovunque uguali tra loro e
non uno specifico rappresentativo definito puntualmente sull’insieme X, ha invece
senso parlare dell’insieme {f # 0} dove f € L(u) risulta non nulla: tale insieme
S —misurabile ¢ infatti ben definito a meno di insiemi p—trascurabili.

Come ulteriore esempio, consideriamo cosa corrisponde in L(u) alla nozione di fun-
zione semplice: una funzione s € L(u) & semplice se esistono un suo rappresentativo
s € L(S) ed un insieme p—trascurabile T tale che I'immagine s(X \ T) sia un
insieme finito. E facile controllare che se s € L(p) ha un rappresentativo con questa
proprieta, allora anche ogni altro rappresentativo di s gode della stessa proprieta.

Terminate queste considerazioni possiamo provare che lo spazio L(p) € completo
rispetto alla metrica della convergenza in misura.

TEOREMA 2.81 (F. Riesz). Lo spazio metrico (L(u),d) é completo.

DIMOSTRAZIONE. Sia {f,}, una successione funzioni di L(u) di Cauchy rispetto
alla metrica d cosicché essa & di Cauchy in misura in X. Pertanto, essa ha una
sottosuccessione che ¢ di Cauchy quasi uniformente in X (Teorema 2.73) e che
dunque converge ad una qualche funzione f € L(u) quasi uniformemente in X.
Tale sottosuccessione converge allora ad f anche in misura in X (Teorema 2.72).
Ogni successione di Cauchy avente una sottosuccessione convergente € convergente
e questo prova l’asserto. O

Esercizi

2.1. Sia S una o —algebra di insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X e siano
f,0: X >Ry e frn: X = Ry (n > 1) funzioni S—misurabili. Provate che gli
insiemi

(@) {f<gh {f<gh {f#gte{f=9gh
(b) {a: eX: 3 nll)rfoo fn(a:)}
sono S —misurabili.

2.2. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
esiano fp,: X —[0,400] (n >1) e f: X — [0, 400] funzioni S —misurabili tali che

(a) fa+1 < fa in X per ogni n;

(b) fn — f puntualmente su X per n — +o0;

(¢) /Xfld,u<+oo.

Provate che risulta
i [ fudu= [ fau
n—-+oo X X

e che la conclusione puo essere falsa se I'ipotesi (¢) viene omessa.

2.3. Sia p: S — [0, +00] una misura positiva continua su una o —algebra S di
insiemi di X e sia f: X — [0, +o00] una funzione S —misurabile tale che

/ fdu < +oo.
X

Provate che la misura positiva

V(E):/Efd,u, E€S,
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é continua.
2.4. Siano # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti P(X) di un insieme
X (non vuoto) e f: X — K una funzione. Provate che
f € sommabile in X — f e #—integrabile in X

e in tal caso risulta

> 1w = [ rap.

zeX

2.5. Sia X un insieme non numerabile e siano

S= {E C X: Eo E°¢alpiu numerabile};

EeS.

0 se E al piu numerabile
u(E) = {

1 se E° al piu numerabile

(a) Provate che S ¢ una o —algebra di insiemi di X e che p ¢ una misura
positiva su S.

(b) Determinate le funzioni & —misurabili f: X — K ed i loro integrali.

2.6. Sia pu: S — [0, 400] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi di X
con completamento p*: S* — [0, +o0c] e siano f: X — [0,+00] e g: X — K due
funzioni. Provate che

(a) f S-—misurabile S / fdu* :/ fdu;
X X

(b) g & p—integrabile se e solo se & u*—integrabile nel qual caso si ha

/gdu=/gdu*-
X X

2.7. Sia u: & — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
e sin ®: X — RY una funzione S —misurabile. Provate che la funzione

pe(B)=p(®(B)),  BeBEY),
¢ una misura positiva di Borel in RY e che valgono le seguenti affermazioni:
f:RY — [0, +oc] Borel misurabile in RY = f o ® S—misurabile;

f:RY - K ug —integrabile = f o® p—integrabile;

/ duéz/foq)du.
RN X

La misura di Borel pg in RY prende il nome di push—forward di p mediante ®.

e in entrambi i casi si ha

2.8. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
tale che u(X) < 400 e siano f,: X — K (n > 1) funzioni S —misurabilie f: X — K
una funzione tali che

e ogni f, & limitata;

e f, — f uniformemente su X per n — +o0.
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Provate che ogni f,, e f sono p—integrabili su X e che risulta

tim [ 17, = ldu=0

n——+oo
e che la conclusione puo essere falsa se 'ipotesi p(X) < +oo viene omessa.
2.9. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
esiano f,: X > K (n>1) e f: X = K funzioni tali che
e f e ogni f, sono u—integrabili;
e f, — f puntualmente in X per n — +oc.

Provate che risulta

lim /\fnff\du:O — lim /\fnldu:/Ifldu-
n—+oo [y n—+o00 | X

2.10. Siano p: S — [0, 400] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi di
X e f: X — [0, +00] una funzione S —misurabile tale che

0</ fdu < +oo.
b's

Calcolate
lim nlog (1+ (f/n)®*)du (0 < o < +00).

n—4oo X

2.11. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
tale che u(X) < 400 e sia f: X — R una funzione u—integrabile su X. Calcolate

lim l/ log (1 + e"f) du.
b'e

n—+o0o N

2.12. Sia p: § — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di
X tale che p(X) =1 esiano f,g: X — R funzioni positive S —misurabili tali che
f(x)g(x) > 1 per p—q.o. x € X. Provate che risulta

/fdu-/ gdp > 1.
X X

2.13. Sia p: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di
X tale che u(X) =1 esia f: X — R una funzione u—integrabile in X tale che
f(x) > 0 per ogni € X. Supponendo che anche le funzioni log f e flog f siano
1 —integrabili in X, quale tra i due numeri

/Xflogfdu e /deu-/xlogfdu

& piu grande?

2.14. Siano p: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi
di Q e (X,d) uno spazio metrico e sia f: X — R una funzione con le seguenti
proprieta:

e per ogni z € X la funzione w € Q — f(x,w) & p—integrabile in Q;

e per u—q.0. w € Q la funzione z € X — f(z,w) ¢ continua in g € X;
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e esistono r > 0 e una funzione g:  — [0, +0oo] S —misurabile con

[ o) dute) < +0
Q
tali che
|[f(z,w)| < g(w), x € Br(xg) e w € QL.

Provate che la funzione
(+) Fo) = [ fow)dul),  wex.

Q
¢ ben definita e continua in xg.
2.15. Siano p: S — [0, 4+00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di
Q, U C RY un insieme aperto e f: X — R una funzione con le seguenti proprieta:

e per ogni z € U la funzione w € Q — f(z,w) & p—integrabile in €

e esiste un insieme p—trascurabile T tale che la funzione z € U — f(z,w)
¢ di classe CH(U) per ogni w € Q\ T;

e per ogni xg € U esistono » > 0 con B,(x¢) C U e una funzione
g: Q — [0, 400] S —misurabile con

[ 9(w)dute) < +oc
Q
tali che
||v3’:f(xaw || Sg(w)a 'TGBT(QSO)GMGQ\T’
ove V. f(xz,w) denota il gradiente di f rispetto alle componenti di
x=(zt,...,2N).
Provate che
(a) per ogni z € U le funzioni
(54) b e O f(x,w) seweQ\T
0 seweT
sono p—integrabili in Q@ (n=1,...,N);
(b) la funzione F': U — K definita da (%) di Esercizio 2.14 per X = U & di
classe C1(U) e, denotate con abuso di notazione con d,» le funzioni
definite in (x%), le sue derivate parziali sono

871}7'(56):/Q(%nf(ac,w)du(w)7 xelU (n=1,...,N).

2.16. Siano X e Y spazi topologici a base numerabile di aperti. Provate che risulta
BX)®B(Y)=B(X xY).

2.17. Siano (X, M,pu) e (Y, N,v) due spazi con misura o —finita e (p®@v)" il
completamento della misura prodotto p ® v e siano f: X - Ke g: Y — K due
funzioni p— e v—integrabili rispettivamente. Allora, la funzione

fegle,y) = f(x)gy),  (r,y) € X XY,
¢ (u® v)"~integrabile in X x Y e risulta

/X @) e ) @) = /X f(@) dyu(z) - /Y o(y) dv(y).
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2.18. Sia u: & — [0,+00] una misura positiva tale che u(X) < +oo e siano
frsgn: X 2R (n>1)e f,g: X = Ry funzioni S —misurabili tali che

fo=f e gn—yg

in misura su X per n — +o00. Provate che f, g, — fg in misura su X per n — +o0.



CAPITOLO 3

Misure di Radon e funzioni continue

La teoria della misura e dell’integraziane svolta nei capitoli precedenti si applica a
insiemi astratti e privi di struttura ma il caso di maggior interesse per le applicazioni
si ha ovviamente quando lo spazio con misura € anche uno spazio topologico nel qual
caso si puo realizzare una feconda interazione tra topologia da una parte e misura e
integrazione dall’altra. Uno dei possibili quadri topologici in cui questa interazione
si puo sviluppare in maniera appropriata & quello degli spazi topologici di Hausdorff
localmente compatti. Tale ambiente risulta infatti dotato di una struttura topologica
che e adeguata per lo sviluppo di una ricca teoria della misura e dell’integrazione e
al contempo sufficientemente generale da includere (quasi) tutti gli spazi topologici
significativi per le applicazioni, a partire dal caso dello spazio euclideo RY.

In questo capitolo, a partire dal legame tra funzionali lineari positivi definiti sullo
spazio delle funzioni continue a supporto compatto e misure positive, esaminiamo le
proprieta delle misure di Borel definite su spazi topologici di Hausdorff localmente
compatti con particolare riguardo alla possibilita di approssimare la misura di un
insieme mediante la misura di aperti o di compatti unitamente al corrispondente
problema di approssimazione di funzioni misurabili mediante funzioni continue.

3.1. Misure di Radon

Esaminiamo in questa sezione alcuni aspetti della teoria della misura e dell’integra-
zione nell’ambito degli spazi topologici di Hausdorff localmente compatti.
Denotiamo in tutta questa sezione con (X ,7) uno spazio topologico di Hausdorff
localmente compatto le cui eventuali ulteriori proprieta saranno specificate di volta
in volta e denotiamo con C.(X) lo spazio vettoriale sul campo K = {R,C} formato
dalle funzioni continue con supporto compatto in X a valori in K senza distinguere
nella notazione tra funzioni a valori reali o complessi. In assenza di un’esplicita
indicazione diversa, tutti i risultati che vedremo valgono senza modifiche per entrambi
i casi e, solo quando necessario, scriveremo esplicitamente C'(X ,R) per distinguere
il caso reale dal caso generale.

Funzionali lineari positivi e misure. Sia (X,7) uno spazio topologico di
Hausdorff localmente compatto. Un funzionale lineare L: C.(X) — K tale che

peC(X,R)ep>0in X = LpeReLp>0

si dice positivo e si scrive in tal caso L > 0 su C.(X).

Se p: S — [0, +00] & una misura positiva di Borel in X tale che sia u(K) < +o0
per ogni insieme K C X compatto, ogni funzione f € C.(X) & Borel misurabile in
X e pu—integrabile e I'integrale

feCC(X)H/de,ueK

risulta essere un funzionale lineare positivo su C.(X).
Proviamo in questa parte che ogni funzionale lineare positivo sullo spazio C.(X)
delle funzioni continue a supporto compatto si ottiene come integrale rispetto ad
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un’opportuna misura positiva. A tal fine, introduciamo la terminologia seguente.
Una misura positiva di Borel p: & — [0, +00] in X si dice

e esternamente regolare su E € S se risulta

w(E) =inf {u(V): ECV eV aperto} ;
e internamente regolare su E € S se risulta
w(E) =sup {u(K): K C E e K compatto} ;
e regolare su € § se ¢ internamente ed esternamente regolare in F.

La misura p si dice poi internamente (esternamente) regolare ovvero regolare se &
tale su ogni insieme di S.

DEFINIZIONE 3.1. Una misura positiva di Borel u: & — [0, +00] su X finita sui
compatti, esternamente regolare e internamente regolare sugli insiemi aperti si dice
misura di Radon in X. O

Possiamo ora enunciare il celebre teorema di rappresentazione di Riesz.

TEOREMA 3.2 (F. Riesz). Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto e sia L: C.(X) = K un funzionale lineare positivo su C.(X). Allora,
esiste una misura positiva di Radon in X completa p: S — [0, 400] tale che

L= [ fan  recx)
Inoltre, 1 € univocamente determinata sugli insiemi di Borel di X .
DIiMOSTRAZIONE. Con le notazioni di Sezione 2.5, sia
MV)=sup{Lp: ¢ <V}, V C X aperto.
Si ha A(@) = 0 e quindi la funzione p*: P(X) — [0, +oc] definita da

,u*(A):inf{Z)\(Vk) : ACUVk e Vg aperti}, AcCX,
k k

risulta essere una misura esterna su X (Teorema 1.40). Conseguentemente la colle-
zione § = S(u*) degli insiemi p*—misurabili & una o —algebra di insiemi di X e la
restrizione p: S — [0, +o0] di p* alla o —algebra S ¢ una misura positiva completa
(Teorema 1.37). Articoliamo il resto della dimostrazione nei passi che seguono.

Passo 1. Per tutti gli insiemi aperti V',V (k > 1) si ha

(+) v = AWV <D AW
k k

Sia ¢ < V e sia K = supp(p). Essendo K compatto, si ha K C ViU --- UV, per n
opportuno ed esistono funzioni ¢, < Vi, (m=1,...,n) tali che o1 +---+ ¢, =1
su K (Teorema I-2.186). Si ha ¢ < ¢1 + --- + ¢, e quindi risulta

Lo < Loy +-+ Lop SAVA) + -+ A(Va) <Y A(Va)
k

da cui, passando all’esteremo superiore tra tutte le funzioni ¢ < V', segue 'asserto.
Passo 2. Si ha p*(V) = A(V) per ogni insieme aperto V' C X e risulta
() p*(A) =inf {A(V): ACV eV aperto}, AcCX.

Da questo seguira in particolare la regolarita esterna di p una volta provato che u e
una misura di Borel in X (Passo 5).
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Da A\(@) = 0 segue u*(V) < A(V) per ogni insieme aperto V. Viceversa siano Vj
(k > 1) insiemi aperti tali che V' C |J,, Vi. Si ha allora

AV) <Y AV
k

per (x) e, passando all’estremo inferiore tra tutti i ricoprimenti aperti {Vj}, di V,
si ottiene A(V) < p*(V). Infine, dato un insieme A C X e un ricoprimento aperto
{Vi}r di AepostoV =J, Vi, si ha

pH(A) <t (V) = AV) <> A()
k

da cui segue

p*(A) <inf {A(V): ACV eV aperto} < Z)\(Vk).

k

Dall’arbitrarieta del ricoprimento aperto {Vj}, di A segue (k).
Passo 3. Per ogni insieme compatto K C X si ha
(%) p*(K) =inf {Ly: K < ¢} < +oo0.
Da questo seguira in particolare che p € finita sui compatti, una volta provato che
¢ una misura di Borel in X (Passo 5).

Siano K C X un insieme compatto e ¢ € C;(X) una funzione tale che K < ¢. Per
0 <e <1, linsieme V; = {z: ¢(x) >1—c} & aperto e tale che K C V.. Per ogni
funzione ¢ € C.(X) con ¢ < V. risulta

1

1—¢

o4 = Le>Ly
da cui segue
A(Ve) < %_ELsD
per larbitrarieta di ¢ < V.. Pertanto si ha
p(K) S AV.) < 1 Lg

e per € — 07 si ottiene p*(K) < Ly per ogni funzione K < ¢ da cui segue
p*(K) <inf {Ly: K < ¢}.

Viceversa, per ogni insieme aperto V' C X tale che K C V, esiste ¢ € C.(X) tale
che K < ¢ <V (Teorema I-2.184). Si ha quindi Ly < A(V) da cui segue

inf {Lp: K<} <AV)
per ogni insieme aperto V tale che K C V e questo completa la dimostrazione di
Passo 4. Per ogni insieme aperto V C X, si ha

p* (V) =sup {p*(K): K CV e K compatto}

Da questo seguira che p € internamente regolare sugli insiemi aperti, una volta
provato che p € una misura di Borel in X (Passo 5).
Sia p*(V') > 0 altrimenti non cé nulla da provare e sia t < p*(V). Esiste allora una
funzione ¢ € C.(X) con ¢ <V tale che

t< Lo <XV)=pu"(V).

L’insieme K = supp () & compatto e tale che K C V. Per ogni funzione ¢ € C.(X)
con K < 9 si ha ¢ <1 da cui segue t < Ly < L. Per larbitrarieta di K < ¢
e per quanto provato al passo precedente risulta t < Ly < p*(K) e questo prova
I’asserto.
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Passo 5. Per ogni insieme aperto V' C X si ha
VeSu").
Questo prova che p: § — [0, 4+00] & una misura positiva di Borel in X.

Sia V' C X un insieme aperto. Occorre provare che vale la condizione di misurabilita
di Carathéodory

(3% w(A) > p (ANV)+u*(A\V)

per ogni insieme A con 0 < p*(A) < +o0.
Sia dapprima A = U un insieme aperto con p*(A4) < +oo. Se ¢ VNU = &, risulta

p (U) =2 p (U\V) Z2p"(UnV)+p*(U\V)

e non c’¢ altro da provare. Altrimenti, sia U NV # & cosicché, essendo U NV
aperto, per ogni ¢ > 0 fissato, esiste una funzione ¢ € C.(X) tale che

p=<UNV e Lo>p (UNV)—eg/2.

L’insieme U \ supp (¢) € a sua volta aperto e quindi come prima esiste una funzione
¥ € C.(X) tale che

¢ <U\supp(p) e  Lyp>pu"(U\supp(p)) —&/2.
Allora, ¢ + ¢ < U e quindi risulta
pU) 2 Lp+¢) = Lo+ Lp > p*(UN V) + p*(U \ supp(p)) — € =
>prUNV)+u (U\V)—e
Dallarbitrarieta di e > 0 segue (**x**) con A = U aperto e p*(U) < +o0.

Sia quindi A C X un insieme qualunque con p*(A4) < +oo. Fissato € > 0, esiste U
aperto tale che A C U e p*(U) < p*(A) 4+ ¢. Si ha allora

p(A) +e>p (U) Zp (UNV)+p"(U\V) 2 p"(UNV) +p*(A\U)

per quanto provato sopra e dall’arbitrarieta di € > 0 segue (sxxx).
Passo 6. Si ha

Lf:/xfdu, f € CL(X).

Basta provare 'uguaglianza per le funzioni reali f = u € C.(X,R). Inoltre, per ogni
funzione u € C.(X) reale si ha u = ut —u~ con u* € C.(X) e u* > 0 e quindi,
essendo L positivo, risulta Lu = Lu™ — Lu~ € R. Conseguentemente, la restrizione
di L al sottospazio C.(X,R) ¢ un funzionale lineare a valori reali e quindi basta
provare solo che risulta

Lu < / udp, u € Cc(X) reale.
bl

Sia u € Cc(X) e siano K = supp(u) e a,b € R tali che a < u(z) < b per ogni
x € X. Fissatoe > 0,sianoa=yg< y1 < --- <yp, =b con ¥y, — Ym—1 < € per ogni
m=1,...,n. Gli insiemi

By ={z€K: yn_1<u(z) <yn}NK, m=1,...,n,

sono insiemi Borel misurabili, disgiunti e tali che ByU - -+ B, = K. Siano quindi V,,
(m=1,...,n) insiemi aperti tali che si abbia

e B, C Ve u(Vin) <u(Bn)+e/n;
o u(z) < ym + e per ogni & € Vi
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per ogni m e siano ¢, € C.(X) altrettante funzioni tali che ¢,, < V,,, e tali che
risulti 1 + -+ + ¢, = 1 su K (Teorema 1-2.186). In particolare si ha

w(K) < Loy + -+ Lo,
e risulta
o u=ups + -+ upy, esupp (upm) C Vin;

* w(@)om(z) < (Ym + €)@m(z) per ogni z € X;
o u(x) > Ym—1 > Ym — € Per ogni x € By;

per ogni m. Si ha allora

Lu=L(ugr) + -+ L(ugn) < Y (Ym +2)Leom <

1<m<n
< > (al+ym+&)Lom —lal Y Lom
1<m<n 1<m<n

e quindi, essendo |a|+ym+e > |a|+yo+e = |a|+a+e > 0 per ogni m e tenendo conto
delle relazioni sopra evidenziate, la catena di disuguaglianze precedenti prosegue con

Lu< Y (lal+ym+8)Lom —la| Y Lom <

1<m<n 1<m<n

< Z (‘a| + Ym +5) [M(Bm) “I‘E/n] - ‘G|M(K> =

= Y Ym+e) [1(Bn) +¢/n] +ale =
= D (=) [u(Bu) +e/n] + [20(K) +]al +b+¢] <

g/ udp+e 2p(K) +la| +b+e] .
X

Dall’arbitrarieta di di € > 0 segue la disuguaglianza cercata.
Passo 7. La misura p ¢ univocamente determinata sulla o —algebra di Borel B(X).
Proviamo che, se p;: S; — [0, +00] (i = 1,2) sono misure di Radon tali che sia

Lu:/ wdp;, ue Ce(X) (i=1,2),

X

risulta p1(B) = pe(B) per ogni insieme di Borel B € B(X) e a tal fine, alla luce

delle proprieta di regolarita delle misure di Radon, ¢ sufficiente provare che risulta
K compatto = p1(K) = pe(K).

Per K compatto e V aperto tali che K C V, sia ¢ € C.(X) una funzione tale che
K < ¢ <V (Teorema 1-2.184). Si ha allora

ul(K)=/ 1Kdu1§/ @dm=L</>:/ <pdﬂ2§/ Ly dps = p2(V)
X X X X

e per regolarita esterna di s riesce p1(K) < po(K). Scambiando i ruoli di p1 e po
si ricava l’asserto. O

Regolarita delle misure di Radon. Esaminiamo in questa parte le proprieta di
regolarita delle misure di Radon.

TEOREMA 3.3. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
stano

e 1: S — [0,+00] misura positiva di Radon in X;
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e F € § insieme di misura o — finita.
Allora, j € regolare su E.

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima E € S con u(FE) < +oo. Fissato € > 0 esistono
allora U insieme aperto tale che E C U e u(U) < pu(E) +¢/2 e K insieme compatto
tale che K C U e pu(K) > pu(U) — /2. Si ha quindi

p(K\E) < U\ E) <e/2.
L’insieme H = K \ V & compatto e H C E poiché risulta
reH = z€Kezx¢V = zcKex¢KNE = zcKnE.
Inoltre risulta
p(H) = p(K) =K NV) > pU) —e/2 = (V) > p(U) —e > u(E) —«

e questo prova l'asserto quando p(F) < +o0.

Sia quindi £ € S con pu(E,) =+ooe E=J, E, con E, €S e u(E,) < 400 per
ogni n. Possiamo supporre che sia E,, C F,1+1 per ogni n cosicché u(E,) — 400
per n — 4o00. Per ogni ¢t € R esiste allora n tale che u(F,) > t cosicché esiste K,
insieme compatto con K,, C E,, e u(K,) > t per quanto provato all’inizio e questo
completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 3.4. Siano X wuno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
ep: S — [0,400] una misura positiva di Radon in X. Allora,

(a) p o -finita = w regolare;

(b) X o - compatto = 1 regolare.
TEOREMA 3.5. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e

siano p: 8 — [0,400] una misura positiva di Radon in X o —finita e E € S un
insieme S —misurabile. Allora,

(a) per ognie > 0 esistono F. chiuso e V. aperto tali che
F.CcECV: e w(Vo\F) <s;

(b) esistono H € F, e G € Gs tali che
HcECG e w(G\ H)=0.

Se u(F) < 00, in (a) si puo scegliere F, = K. compatto. Inoltre, in (b) 'insieme H
si puo prendere o —compatto (Esercizio 3.2). Poiché gli insiemi di tipo F, e G5 sono
insiemi di Borel, nelle ipotesi del teorema ogni insieme E € S ¢ della forma

E:B1UT1 (6] E:BQ\TQ
per opportuni insiemi di Borel B; € B(X) e opportuni insiemi u—trascurabili T;
(i=1,2).
DIMOSTRAZIONE. Siano X, € S (n > 1) insiemi tali che X = J,, X, e (X)) < 400
per ogni n.
(a) Siha E=J,(ENX,) e u(ENX,) < +oo per ogni n e quindi, fissato ¢ > 0,

per ogni n esiste un insieme aperto V,, tale che

ENXyCVo e p(Va\(ENXa) € 57

Allora, I'insieme aperto V. = J,, Vi, contiene E e risulta

VAECW\(ENX,)) = p(Vz\E)<e/2
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Ripetendo il medesimo ragionamento con E° si determina un insieme aperto W
tale che B¢ C W e u(W \ E°) < e/2. L’insieme F. = W€ & quindi chiuso e tale che
F. C Econ E\ F. =W\ E° da cui segue u(E \ F;) <&/2.

(b) Per ogni n > 1 sia V,, aperto tale che E C V,, e u(V,,\ E) < 1/n. Allora
G =(),, Va € un insieme di tipo Gs tale che E C G e (G \ E) < u(V,\ E) < 1/n
per ogni n da cui segue u(G \ E) = 0. Ripetendo lo stesso ragionamento con
E° si determina un insieme G’ di tipo Gs tale che B¢ C G’ e u(G'\ E) = 0.
Allora, H = (G’)° ¢ un insieme di tipo F, tale che E\ H = E°\ G’ da cui segue
w(E\ H)=0. O
Nel caso di una misura di Radon completa ciascuna delle proprieta elencate nel
teorema precedente caratterizza gli insiemi & —misurabili. Formalizziamo questa
osservazione nel corollario seguente di ovvia dimostrazione.

COROLLARIO 3.6. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
siano p: S — [0, 400] una misura positiva di Radon in X o —finita e completa e
E C X un insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) E€S;
(b) per ogni e > 0 esistono F. chiuso e V. aperto tali che
F.cEcCV. e wVe\F:) <s;
(¢c) esistono B; € B(X) (i =1,2) tali che
BiCFECB; e /,(,(Bg\Bl)ZO
In particolare, da (c) segue che una misura positiva di Radon o —finita e completa
 in X risulta essere il completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel
(Proposizione 1.28).

Concludiamo questa parte esaminando alcuni risultati che stabiliscono che misure
positive dotate di qualche grado di regolarita sono in effetti misure di Radon.

TEOREMA 3.7. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
o —compatto e sia p: S — [0, +00] una misura positiva di Borel in X tale che

® L € finita sui compatti;

e 1 é esternamente regolare.

Allora, 1 € una misura positiva di Radon in X regolare.

DIMOSTRAZIONE. Sia E € S un insieme fissato. Ragionando come nella dimostra-
zione di Teorema 3.5' si conclude che risulta

pW(E) =sup {u(F): F C E e F chiuso} .
Siano quindi K,, (n > 1) insiemi compatti tali che X =J,, K, e K,, C K, 41 per
ogni n cosicché per ogni insieme chiuso F' risulta

pF) = lim p(F0Ky) = sup w(FNK,)

con F'N K,, compatto. Questo prova che p € una misura positiva di Radon in X e
la restante affermazione segue da Teorema 3.5. O
Una misura positiva di Borel A: & — [0, +o0] con la seguente proprieta: per ogni
insieme F € S esiste un insieme di Borel B € B(X) tale che

ECB e ME) = \(B)
si dice Borel—regolare in X.

I La dimostrazione di Teorema 3.5 non utilizza I'ipotesi che p sia internamente regolare su
alcun insieme.
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Ogni misura positiva di Radon o —finita & quindi finita sui compatti e Borel —regolare
(Teorema 3.5— (b)) e questa relazione puo essere invertita per le misure positive di
Borel finite sui compatti in spazi topologici di Hausdorff localmente compatti aventi
aperti o —compatti.

TEOREMA 3.8. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
A: 8§ = [0, +o0] una misura positiva di Borel in X tali che
e ogni aperto di X € o —compatto;
e )\ ¢ finita sui compatti e Borel —regolare.
Allora,
(a) A é una misura di Radon in X regolare;

(b) esiste una misura di Radon in X completa e regolare p: M — [0,+00]
che estende .

Inoltre, se A é anche completa, risulta S = M e X\ = pu.

DIMOSTRAZIONE. Essendo A una misura positiva di Borel finita sui compatti, ogni
funzione ¢ € C.(X) & A—integrabile e quindi

Lu:/ udA, u € Co(X),
X

risulta essere un funzionale lineare positivo su C¢.(X). Esiste allora una misura
positiva di Radon in X completa e regolare p: M — [0,+0c] tale che

/ud/\z/ udp, u € Ce(X).
p's p's

Proviamo che risulta A(V) = u(V') per ogni insieme aperto V. Siano infatti K,
(n > 1) insiemi compatti tali che V = J,, K, con K,, C K, per ogni n e siano
n € Ce(X) (n > 1) le funzioni ricorsivamente definite da

Ki<p =V e K1 Usupp(pn) < i1 <V pern>1

Allora, ¢, < @41 in X per ogni n e ¢, — 1y puntualmente in X per n — 400 e
quindi per il teorema di convergeneza monotona risulta

n—-+oo n——+oo

A(V)= lim YndA = lim Ondp = u(V).
b's b's

Proviamo che la stessa uguaglianza vale per ogni insieme di Borel di X. Sia
B € B(X). Per ogni € > 0 esistono F; chiuso e V_ aperto tali che F, C B C V. e
n(Ve\ Fr) < € (Teorema 3.5 (a)). Da A(Vo\ Fr) = (Ve \ Fr) < € segue

A(B) < A(V2) < M(B) + A(V\ ) < A(B) +e.
Pertanto A e esternamente regolare sugli insiemi di Borel e da cio segue
AMB) =inf {\(V): BCV eV aperto} =
=inf{u(V): BCV eV aperto} = u(B)

per la regolarita esterna di pu.
Risulta quindi A = p su B(X) cosicché, essendo A Borel —regolare, dato E € S esiste
B € B(X) tale che E C B e \(E) = A(B) e, utilizzando nuovamente la regolarita
esterna di \ sugli insiemi di Borel, da cio segue

ME) <inf {\(V): ECV eV aperto} <

<inf {A(V): BCV eV aperto} = A(B).
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Abbiamo cosi provato che A & una misura positiva di Borel finita sui compatti e
esternamente regolare e dunque A risulta essere una misura di Radon regolare in X
(Teorema 3.7).

Resta ancora da provare che u estende A. Sia quindi F € S e siano B; € B(X)
(1 = 1,2) insiemi di Borel tali che By C E C By e A(B2\ By) = 0. Poiché p1 e A
coincidono su B(X) l'insieme By \ By ¢ anche pu—trascurabile cosicché E differisce
da un insieme di Borel per un insieme p—trascurabile. Essendo p completa risulta
FE € M. Infine, se anche )\ e completa, questo stesso argomento a ruoli scambiati
fornisce I'inclusione di M in § e questo completa la dimostrazione. O

Un caso particolare del risultato precedente che merita di essere evidenziato & il
seguente.

COROLLARIO 3.9. Sia A: B(RY) — [0, 400] una misura positiva di Borel in RN
finita sui compatti. Allora,
(a) A\ ¢ una misura di Radon in RY regolare;

(b) il completamento di X\ ¢ una misura positiva di Radon in RN regolare
e completa.

Regolarita di misure di Borel non finite sui compatti. Nel caso di misure
positive Borel —regolari ma non finite sui compatti in spazi topologici di Hausdorff
localmente compatti aventi aperti o —compatti ¢ possibile recuperare almeno par-
zialmente i risultati di regolarita del paragrafo precedente pur di considerare la
restrizione della misura ad insiemi di misura finita.

PROPOSIZIONE 3.10. Sia X wno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
avente aperti o —compatti e siano
o u: S — [0,+00] una misura positiva Borel—regolare in X;
e Y eS8 conuY) < +oo.
Allora, la restrizione pLLY : § = [0,+00] di u a Y definita da
pLY(E)=p(ENY), EeS,
€ una misura positiva di Radon in X finita e regolare.

Nelle ipotesi del teorema la restrizione di 4 ad Y non ¢ in genere completa.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo preliminarmente che possiamo supporre che sia Y = B
con B insieme di Borel di X. Sia infatti B € B(X) tale che Y C B e u(Y) = u(B).
Da u(Y) < 400 segue p(B \ 'Y) = 0 cosicché si ha
ul B(E) = p(ENB) = (ENY) + p(EN (B\Y)) = p(ENY) = pL Y (E)
per ogni insieme F € S.
Sia quindi Y = B insieme di Borel di X e siano E € S ¢ B’ € B(X) insiemi tali che
sia ENB C B’ e u(ENB) = p(B’). L'insieme B” = B’ U B¢ ¢ un insieme di Borel
tale che
E=(ENB)U(E\B)Cc BUB*=B"
cosicché da BN B"” = BN B’ segue
L B(B") = u(BN B") = u(B N B') < u(B') = u(E N B) = L B(E)
e quindi plL_ B risulta essere una misura positiva Borel —regolare e finita sui compatti.

La conclusione segue quindi da Teorema 3.8. O

Il risultato precedente puo essere ulteriormente esteso al caso di insiemi o — finiti.
Utilizzeremo questo fatto nel caso delle misure di Hausdorff in RV (Capitolo ??).
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COROLLARIO 3.11. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
avente aperti o —compatti e siano

e 1S — [0,4+00] una misura positiva Borel—regolare in X ;

e Y € S un insieme o — finito.

Allora, la restrizione pl_Y : S — [0, 400] di p ad Y é una misura positiva di Radon
in X regolare e o — finita.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y =J, Y, con Y, € S e u(Y,) < 400 per ogni n. Supponia-
mo inoltre che gli insiemi Y, siano disgiunti. Per ogni n la misura concentrata su
Y,, definita da

n(E) = n(ENY,), EecS,

€ una misura di Radon in X finita e regolare per il teorema precedente e risulta

pLY(E)=> un(E), EE€S.

Sia E € S un insieme fissato. Per ogni n esistono allora insiemi di Borel B), e B!/
tali che B], C E C By e pin(By,\ B;,) = 0. Posto B’ =J,, B' e B” =, B), risulta
B'C EC B"eda B”\ B'C B!\ B, per ogni n segue

PLY(B'\B) =3 un(B"\B) < 3" un(BI\ B,) =0 O

3.2. Funzioni misurabili e funzioni continue

Le proprieta di approssimazione della misura di insiemi misurabili in termini di
misura di insiemi aperti e di insiemi compatti delle misure di Radon in spazi
topologici di Hausdorff localmente compatti suggeriscono la possibilita che proprieta
di approssimazione rispetto alla misura di Radon — in un senso da precisare — valgano
per le funzioni misurabili in termini di funzioni continue o comunque di funzioni
topologicamente rilevanti. Esaminiamo in questa sezione due risultati di questo
tipo.

Teorema di Lusin. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto.
Il teorema di approssimazione di Lusin che proviamo in questa parte stabilisce che
nel caso di misure di Radon le funzioni misurabili nulle al di fuori di un insieme di
misura finita coincidono con una funzione continua a supporto compatto al di fuori
di insiemi di misura arbitrariamente piccola.

TEOREMA 3.12 (N. Lusin). Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto e u: S — [0,400] una misura positiva di Radon in X e sia f: X — K
una funzione S —misurabile tale che

u({f #0}) < +oc.

Allora, per ogni € > 0 esiste una funzione . € C.(X) tale che

(a) n({ee # f}) <&

(b) se f é limitata risulta max |p:(x)| < sup |f(x)].
zeX zeX

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia A € S un insieme tale che
{f#£0}cAa e w(A) < 400

e dividiamo la dimostrazione nei casi seguenti.
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Caso 1. A compatto e f reale con 0 < f < 1.
Siano E, € Se s, (k=1,...,2" en > 0) gli insiemi §—misurabili e le funzioni
semplici, S —misurabili e non negative definite da

k—1 k
En,k{ on §f<2n}; k=1,...,2%en>0

kE—1
sn(x) = Z ?1];”),@(:3), reX,
1<k<2n

per ogni k e n come in Teorema 2.9. Per ogni n fissato gli insiemi F, ; sono
disgiunti e costituiscono una partizione di X e per le funzioni semplici {s,, }, risulta
0 < s, < $py1 in X per ogni n e s, — u uniformente in X per n — +oo. Poniamo

to = so e tn =8n—Sp—1 (m>1)
cosicché risulta telescopicamente t1 + - - +t, = s, — So = s, per ogni n e quindi

f= Z tn uniformemente in X.
n>1

Si ha inoltre
En_ 1k =Epo_1UEy o, k=1,....2""" (n>1)

e da cio segue

k—1 h—1
ty, = Sp — Sp—1 = Z QT]'En,k - Z FlEnflvh -

1<k<2n 1<h<2n-1
k-1 h—1
= Z on 1En,k - Z on—1 1En,2h71 + 1En,2h =
1<k<2" 1<h<2n—1

2h — 2 2h — 1
Z 71En,2h—1 + TlEn,zh +

1<h<2n-1
h—1
- Z 271—1 (1En,2h—1 + 1En,2h) =

1<h<2n-1

B 2h—1 h—1 B
- Z n - 271—1 1E"72h -
1<h<2n—1

<
= Qin Z 1B, an

1<h<2n—1

per ogni n > 1. Abbiamo cosi provato che risulta
1

th = —
on

1En con En = Lin2 @] En74 U---u En72n

per ogni n > 1.

Essendo u non nulla in F,, risulta E,, C A per ogni n e, essendo A compatto, esiste
V insieme aperto tale che A C V con cl(V') compatto. Fissato ¢ > 0, per ogni n > 1
siano K, compatto e V,, aperto tali che

K,CcE,CcV,CcV con p(Vo \ Ky) < e/2%

e sia ¢, € C.(X) una funzione tale che K,, < ¢, < V;, (Teorema 1-2.184). La serie
di funzioni

1

pe (@) = Z 27(»071(1')’ reX,
n>1

converge totalmente in X e quindi definisce una funzione continua . a valori reali.

Essendo ¢. nulla in V¢, risulta supp (pe) C cl(V) e ¢ € Ce(X).
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Consideriamo ora l'insieme

X\

U(Vn\Kn)‘| = n (KU Vy)

n n

e sia x appartenente a tale insieme. Per tale z, per ogni n risulta z € K,, oppure
x € Vy e a seconda del caso si ha

1 1

PEKy = opu() = gl () = tala:
1 1

xeVy - 2—n<pn(x) = Q—nlEn(x) = tn(x).

In tale insieme risulta pertanto ¢. = u da cui segue

{‘Pe # f} C U(Vn\ Ky) con 2 (U(Vn\Kn)> < ZN(Vn\Kn) <e

n
e questo conclude il primo caso.
Caso 2. A compatto e f limitata.
Sia f = (ut —u™) +i(vt —v7) esia M > |f(x)| per ogni x. Le funzioni u*/M e
v® /M sono & —misurabili, nulle fuori da A e assumono valori nell’intervallo [0, 1).
Per quanto provato prima, fissato ¢ > 0, esistono due coppie di funzioni reali x=, =+
in C.(X) per le quali la misura u degli insiemi {x* # u®/M} e {Y*(# vt/M}
sia non superiore a /4 cosicche la funzione ¢. = M (x> — x7) +iM (YT —¢7)
appartiene a C.(X) e da

{pe # f1 c {d AuT/MPUC #u”/MPU{YT # 0T/ MYU{yo # v /M}
segue che . differisce da f su un insieme di misura g non superiore a €.

Caso 3. p(A) < +oo e f limitata.

Sia p({f # 0}) > 0 altrimenti non c’¢ nulla da provare e, fissato € > 0, sia K un
insieme compatto tale che K C {f # 0} e p({f # 0} \ K) < ¢/2 (Teorema 3.3). La
funzione g = f1x ¢ S—misurabile e limitata con {g # 0} C {f # 0} \ K. Per quanto
provato nel caso precedente esiste p. € C.(X) tale che u({p: # g}) <e/2 e da

fpe A e A9 U{g# [} e {g#fIC{f#0}\K
segue ’asserto.
Caso 4. p(A) < +oo.
Siano E,, = {|f| > n} (n > 1) gli insiemi di sopralivello di f. Siha E,, C E,41 ¢
p(Ey) < +oo per ogni n e (), E, = @ cosicché risulta p(E,) — 0 per n — +oc.
Fissato € > 0, sia n > 1 tale che u(E,) < /2. La funzione f, = (1—1g,)f &
S —misurabile e limitata con {f, # 0} C {f # 0} \ E,. Per quanto provato nel caso
precedente esiste allora ¢, € Co(X) tale che u({pe # fn}) <e/2 eda

{pe # f} C{pe # fu} U{fn # [} € {fn# f} CEn

segue asserto e questo conclude la dimostrazione di (a).
(b) Sia M > 0 tale che

M = sup |f(z)]
reX
e sia
t se [t| <M z se |z| <M
m(t) {Mt/|t| e >y ° TME) {Mz/z| se |2| > M

cont € Ro z € C aseconda che f sia reale o complessa. In entrambi i casi risulta
(I)M o f = f in X.
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Fissato € > 0, esiste allora ¢. € C.(X) tale che u({pe # f}) < € e, essendo Dy
lipschitziana di costante uno, risulta

[ @20 pe(x) = fz)] = [Par o pe(x) — Paso f(2)] < |pe(x) — f(2)]

per ogni x da cui segue {fl)Mo pe # f} - {905 # f}. Essendo @y 0 p. € C.(X) e
|Pas 0 e (z)| < M per ogni z, la funzione @,/ o . ha le proprieta cercate. O

COROLLARIO 3.13. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
eu: S —[0,+00] una misura positiva di Radon in X e sia f: X — K una funzione
S —misurabile tale che

u({f #0}) < +oc.

Allora esistono funzioni ¢, € Co(X) (n > 1) tali che

lim ¢, (z) = f(z) per pp—q.o. x € X.

n—-+o0o

Inoltre, se f & limitata risulta

sup |on ()| < sup | f(2)], n>1.
rzeX rzeX

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Lusin, per ogni n > 1 esiste ¢, € C.(X) tale
che sia p({pn # f}) < 1/2™. Posto

E= ﬂ U {on # [} ={x: pu(a) # f(x) per infiniti n} € S

m>1n>m

(Esercizio 1.9), risulta u(E) < 1/2™~! per ogni m e quindi E & u—trascurabile. Per
ogni z nel complementare di tale insieme si ha ¢, (x) = f(z) definitivamente e questo
prova la prima affermazione. La seconda segue direttamente dalla corrispondente
affermazione del teorema di Lusin. O

Nel caso di uno spazio di Hausdorff localmente compatto che sia anche o —compatto
¢ possibile eliminare I'ipotesi che la funzione da approssimare sia nulla al di fuori di
un insieme di misura finita.

COROLLARIO 3.14. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
e o —compatto e pu: S — [0, 400] una misura positiva di Radon in X e sia f: X - K
una funzione S —misurabile. Allora esistono funzioni ¢, € C.(X) (n > 1) tali che

lim ¢, (z) = f(z) per p—q.0. x € X.

n—+

Inoltre, se f € limitata risulta

sup on(z)] < sup [f(z), n=1
rzeX reX

DIMOSTRAZIONE. Siano V,, (n > 1) insiemi aperti precompatti con cl(V,,) C Vj,41
per ogni n e X = J,, Vi (Teorema 1-2.188). La misura s, definita da

wn(E) = uw(ENV,), EeS,

¢ una misura di Radon finita in X (Esercizio 3.4). Per ogni n esiste allora ¢, € C.(X)
tale che

p({en # FYNV0) = un({en # f}) < 1/27

e il resto della dimostrazione procede come nel corollario precedente. O

Funzioni misurabili e funzioni semicontinue. Esaminiamo in questa parte
alcuni risultati relativi all’approssimazione di funzioni integrabili mediante funzioni
semicontinue nell’ambito delle misure di Radon in spazi di Hausdorff localmente
compatti. Consideriamo in questa parte esclusivamente funzioni a valori reali.



110 3. MISURE DI RADON E FUNZIONI CONTINUE

TEOREMA 3.15 (G. Vitali-C. Carathéodory). Siano X uno spazio topologico di
Hausdorff localmente compatto e pu: S — [0, +0o0] una misura positiva di Radon in
X e sia f: X — R una funzione u —integrabile. Allora, per ogni e > 0 esistono due
funzioni ., 1.1 X — R con le sequenti proprieta:

(a) @e € semicontinua superiormente e limitata superiormente;

(b) ¥ & semicontinua inferiormente e limitata inferiormente;
© @e<f<vcinX e [ (wo-d)duse
X
Questo risultato prende il nome di teorema di approssimazione di Vitali-Carathéodory.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo evidentemente supporre che f non sia identicamente
nulla e consideriamo dapprima il caso di f: X — [0,+00) non negativa. Siano

n: X — [0,400) (n > 1) le funzioni semplici p—integrabili associate ad f da
Teorema 2.9. Procedendo come nella dimostrazione del teorema di Lusin, poniamo
sp=0e

tnzsnfsn—la 77'217

cosicché t,, e la combinazione lineare a coefficienti positivi di funzioni caratteristiche
di insiemi di S? e risulta

f(x):Ztn(x) reX,

con convergenza puntuale in X. Pertanto, la funzione f si scrive come somma di
una serie

f(a:)chnlEn(x), reX,

di funzioni caratteristiche di insiemi E,, € S (non disgiunti) con coefficienti ¢, > 0.

Si ha allora
/X fdp = ZCnM(En)

cosicché la serie a destra converge e in particolare risulta m(F,) < 4+oco per ogni n.
Fissato € > 0, per ogni n esistono quindi K,, compatto e V,, aperto tali che

5
Scegliamo ora ng = ng(e) > 1 tale che
> canlEBn) <e/2
n>no+1

e consideriamo le funzioni ¢.: X — [0,400) e ¥.: X — [0, +00] definite rispettiva-

mente da
Pe = Z cnlik,, e zbE:chan.
1<n<ng n

Poiché le funzioni caratteristiche di insiemi compatti sono semicontinue superiore-
mente e le funzioni caratteristiche di insiemi aperti sono semicontinue inferiormente
ed essendo ¢, > 0 per ogni n, la funzione ¢, risulta essere semicontinua superior-
mente e la funzione 1, risulta essere semicontinua inferiormente (Corollario I-2.152).
Risulta inoltre 1. (z) < +00 per u—q.o. x € X poché si ha

/X (Z Cnlvn) du < chu(Vn) < chu(En) +e/2= /X fdu+e/2 <400

2 Nella dimostrazione del teorema di Lusin la funzione ¢, & in effetti proporzionale alla
caratteristica di un insieme di S ma in tal caso cid dipende dall’ipotesi che sia 0 < f < 1 in X.
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e per costruzione si ha ¢, < f <. in X. Si ha infine

’(/JE—(pE: Z Cn<1V,,L_1K”)+ Z Cann:

1<n<ng n>nop+1
=Y alvak, + Y, ali, <D ealvak, + Y calg,
n>1 n>nop+1 n>1 n>nop+1

puntualmente in X ed integrando si ottiene

/ (Ve =) dp <Y eap(Va\Kn) + Y cap(En) <e.
X n>1 n>no+1
Sia infine f: X - Re f = ft — f~ e, fissato ¢ > 0, siano ¢F e ¥ le funzioni
semicontinue superiormente e inferiormente associate a f* e a £/2. Allora, la
funzione p. = ¢} —¢)_ & semicontinua superiormente e limitata superiormente e la
funzione 1. = 7 — p- & semicontinua inferiormente e limitata inferiormente e per
tali funzioni vale (c). O

Concludiamo questa parte provando un teorema di convergenza monotona per
insiemi filtranti di funzioni semicontinue inferiormente.

TEOREMA 3.16. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
p: S — [0, +00] una misura positiva di Radon in X e siano

o F un insieme di funzioni semicontinue inferiormente f: X — [0, +0o0]
filtrante rispetto all’oridinamento >;
e F': X — [0,+00] la funzione definita da

F(z) =sup{f(x): feF}, z e X.

Allora, F' é semicontinua inferiormente e si ha

/Xqu:sup{/deu:fe}"}.

L’ipotesi che F sia filtrante rispetto all’ordinamento significa che per ogni coppia
di funzioni f; € F (i = 1,2) esiste f € F tale che fi(z) < f(z) per ogni z € X e
i=1,2.

DIMOSTRAZIONE. La funzione F' & semicontinua inferiormente (Corollario 1-2.152)
e si ha evidentemente

/Xquzsup{/deM: fe]—'}.

Per provare la disuguaglianza opposta, per ogni n > 1 consideriamo gli insiemi Borel
misurabili
B {k/2" < F<(k+1)/2"} sek=0,...,n2" -1
k= {F >n/2"} se k = n2"
e le funzioni semplici e Borel misurabili s, : X — [0, +00) (n > 1) definite da
k
Sp = Z 271En,k7 TLZ 1.
0<k<n2n
In questo modo per ogni n risulta s,(z) = F(z) = 0se F(x) =0 e s,(z) < F(x)
per ogni z tale che F(z) > 0 e, procedendo come in Teorema 2.9, si verifica che
risulta 0 < s,,(z) < sp41(x) per ogni x e per ogni n e s, — F puntalmente in X
per n — +oo da cui segue
lim Sp dp = / Fdu
X X

n—+oo
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per il teorema di convergenza monotona. Fissato a € R tale che

/ Fdu > a,
X

/ Sp di > a.
X

Per n > 1, riscriviamo la funzione s,, scambiando ’ordine di sommazione nella
maniera seguente

k
sp(r) = Z 271En,k = 2in Z Z 1E“=’° -

scegliamo n > 1 tale che sia

1<k<n2m 1<k<n2m 1<h<k
1 1
= 2 2 ez 2L .
1<h<n2m h<k<n2m 1<h<n2m

ove V,, , sono gli insieme aperti (non disgiunti) definiti da

Vo =EppU-+UEppon = {F > h/2"}, h=0,...,n2".

Si ha allora ]
o [odim kY

1<h<n2n
e per regolarita interna esistono insiemi compatti K, ;, C V,, 5, tali che

1
on Z WK p) > a.

1<h<n2n

Consideriamo ora la funzione semplice

1
tn(z) = on Z Lk, (@), reX,
1<h<n2n
che & semicontinua superiormente poiché tali sono le funzioni caratteristiche di
insiemi compatti e tale che t,(x) < s,(x) per ogni x e per ogni n. Poniamo

K, = Kn,l U---u Kn,nZ"

e osserviamo che, per ogni z € K,,, si ha F(z) > 0 da cui segue F(x) > s,(x) > t,(z).
Esiste allora una funzione f, € F tale che ¢,(x) < f(z) < f(x) cosicché, essendo
fz — t, semicontinua inferiormente, 'insieme W, = {f, > t,} risulta essere un
intorno aperto di z. Gli insiemi {W,, : =z € K,,} formano quindi un ricoprimento
aperto di K,, e dunque esistono punti z,...,x; € K, tali che, posto per brevita
W, =W,, (i=1,...,7), risulti K,, C Wi U...UW;. Denotate allora con f; = f,
(i =1,...,j) le corrispondenti funzioni, sia f € F tale che f > f; in X per ogni
i. Risulta allora f > f; > ¢, in ogni insieme W; da cui segue f > ¢, in X. Si ha

pertanto
1
<o X @)= [ tdu< [ fau
2 X X
1<h<n2n
e questo conclude la dimostrazione. O

COROLLARIO 3.17. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
ep: S = [0,400] una misura positiva di Radon in X e sia F: X — [0, 400] una
funzione semicontinua inferiormente. Allora,

/ Fdu =sup {/ fdu: f semicontinua inferiormente e 0 < f < F} .
X X

DIMOSTRAZIONE. Segue da Teorema [-2.187 e dal teorema precedente. O
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Esercizi
3.1. Sia X = R2 con la topologia di Esercizio I-2.35. Provate che per ogni funzione
p € Ce(X) e per ogni punto = € R
e l'insieme {x € R: Jy € R tale che p(z,y) # O} ¢ finito;
e linsieme {y € R: ¢(z,y) # 0} ¢ limitato;
cosicché

+oo
Lo = Z/ olz,y)dy, @€ Co(X),

zeRY ™
(lintegrale a destra ¢ l'usuale integrale di Riemann) ¢ un funzionale lineare positivo
su C.(X). Provate che, denotato con I' = {(z,0) : « € R} asse delle z, per la
misura positiva di Radon p in X che rappresenta L valgono le seguenti proprieta:
(a) p(I') = +o0;
(b) K CT e K compatto = w(K) = 0.

3.2. Provate che l'insieme H di Teorema 3.5—(b) si pud prendere o —compatto
ovvero della forma H = {J,, K, con {K,,}, insiemi compatti.

3.3. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano
p,v: S — [0, +00] misure positive di Borel in X tali che

e /1 & una misura positiva di Radon in X o —finita;

o v < L.
Provate che v € una misura positiva di Radon in X.
3.4. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano

A: S — [0, 400] una misura positiva di Radon in X e Y € § un insieme o —finito
rispetto a A. Provate che

WE)=MNENY), EcS§,

¢ una misura positiva di Radon in X o —finita.

3.5. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano
A: 8§ — [0,400] una misura positiva di Radon o—finita in X e ¥ C X un in-
sieme chiuso. Provate che per la misura positiva di Radon g in X che rappresenta
il funzionale lineare positivo L: C.(X) — C definito da

Lgoz/ wd, v € Ce(X),
%

risulta
w(B)=A(BNY), B € B(X).

3.6. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano
p: 8 — [0, +00] una misura positiva di Radon in X e f: X — [0, 400] una funzione
S —misurabile. Provate che se vale una delle seguenti affermazioni

(a) /deu<+00;

(b) X & o—compatto e / fdup < +oo per ogni K C X compatto;
X
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la misura v: § — [0, +00] definita da

V(E):/fd,u, EecS.
E
€ una misura positiva di Radon in X.

3.7. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e, data
p: S — [0, +00] misura positiva di Radon in X, siano

T:U{V: V aperto e (V) =0} e supp (u) =T°.
Provate che
(a) T & aperto e pu(T) = 0;

(b) z € supp(p) <= / pdp >0 YeoeCo(X): {z} <.
X
L’insieme chiuso supp (i) € il supporto di p.

3.8. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e o —compatto e
siano p: & — [0, +00] una misura positiva di Radon in X e f: X — K una funzione
S —misurabile. Provate che per ogni € > 0 esiste F. C X chiuso tale che

(a) p(X\Fo) <&

(b) la restrizione fjz di f a F. ¢ continua.



CAPITOLO 4

Misure reali o complesse

Introduciamo in questo capitolo la nozione di misura reale o complessa su una
o —algebra di insiemi come naturale estensione della definizione di misura positiva e
di tali misure esaminiamo le principali proprieta. Si possono in particolare gene-
rare misure reali o complesse come integrali indefiniti di funzioni a valori reali o
complessi rispetto ad una assegnata misura positiva in analogia con quanto accade
per 'integrale indefinito di una funzione misurabile e non negativa (Teorema 2.32)
ed in questo capitolo caratterizziamo le misure che sono ottenute in tale modo a
partire da una assegnata misura positiva (teorema di Radon—Nikodym). Questa
caratterizzazione costituisce uno dei principali risultati della teoria della misura
con fondamentali applicazioni che esamineremo nei capitoli successivi. Esaminiamo
inoltre la convergenza puntuale di successioni di misure reali o complesse in termini
di convergenza puntuale di funzioni continue (teorema di Vitali-Hahn-Saks). Intro-
duciamo infine la nozione di integrale rispetto ad una misura reale o complessa sulla
linea di quanto illustrato nel capitolo precedente ed estendiamo tale nozione alle
misure reali o complesse finitamente additive e limitate su un’algebra di insiemi.
In tutto questo capitolo denotiamo con K € {R,C} il campo dei numeri reali o
complessi.

4.1. Misure reali o complesse

Definiamo in questa sezione la nozione di misura reale o complessa e ne esaminiamo
le principali proprieta sulla linea di quanto fatto in Capitolo 1 per le misure positive.
Consideriamo a tale scopo una o —algebra S di sottoinsiemi di un insieme astratto
(non vuoto) X e una misura positiva \: § — [0, +00] su S che supporremo fissate
in tutta la sezione.

Misure reali o complesse. Sia f: X — K una funzione \—integrabile su X.
Un’applicazione elementare del teorema di convergenza dominata di Lebesgue
(Teorema 2.44) mostra che si ha

/Efd)\:Z/Enfd/\

per ogni insieme E € S e per ogni famiglia numerabile { E,, },, di insiemi S —misurabili
a due a due disgiunti tali che E = J,, E,,. In altri termini, la funzione d’insieme
u: S — K definita da

u(E):/Efd/\, Ee€S,

risulta essere numerabilmente additiva sulla o —algebra S. Con la terminologia e
le notazioni di Capitolo 2, essa prende ancora il nome di integrale indefinito di f
rispetto a X e si denota con

0= / fdA.

Questa osservazione motiva la seguente definizione di misura reale o complessa.

115
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DEFINIZIONE 4.1. Una funzione p: & — K con le seguenti proprieta:

* u(@)=0;
e per ogni famiglia numerabile di insiemi disgiunti {E,},, C S si ha

(+) p (U En> = w(En);

si dice misura reale o complessa su S a seconda che sia K=R o K = C. O

Nel caso complesso K = C, ogni misura complessa p su S si esprime evidentemente
nella forma p = pu1 + i con py e ps misure reali su S.

La terminologia adottata qui richiede qualche precisazione in relazione a quella
adottata nei capitoli precedenti. Una misura reale o complessa assume per definizione
solo valori in K mentre il nostro uso del termine misura positiva include 400 come
valore ammissibile. Pertanto, non tutte le misure positive sono misure reali ma sono
tali solo le misure positive finite o equivalentemente limitate. Nel seguito, con il
termine misura privo di ulteriori determinazioni, ci riferiremo indifferentemente a
misure reali o complesse o a misure positive.

Relativamente alla definizione di misura reale o complessa, osserviamo che 'ipotesi di
convergenza della serie a termini reali o complessi in (x) per ogni famiglia numerabile
di insiemi E,, € S (n > 1) a due a due disgiunti ¢ parte della definizione stessa, a
differenza di quanto accade per le misure positive per le quali la corrispondente serie
a termini non negativi puo convergere o divergere. Poiché 'unione degli insiemi
{E,}» non muta riarrangiando gli indici, la serie (x) deve essere incondizionatamente
convergente e dunque assolutamente convergente (Teorema 2.49 in [4] o Teorema 3.54
in [14]) per ogni famiglia numerabile di insiemi {E,,},, C S a due a due disgiunti.
Osserviamo inoltre che nella Definizione 4.1 la validitd di p(@) = 0 ¢ in effetti
conseguenza della convergenza della serie in (x).

Sia p: & — K una misura reale o complessa. Un insieme 7" € S si dice

o 1 —trascurabile se risulta pu(E) = 0 per ogni F € S con E C T}

e, in accordo con le notazioni gia introdotte, la collezione di tutti i sottoinsiemi
w—trascurabili di X si denota ancora con

N(p)={T €8 : T p—trascurabile} .

Inoltre, la misura reale o complessa u: S — K si dice completa se ogni insieme
contenuto in un insieme p—trascurabile appartiene alla o —algebra S e ogni misura
reale o complessa puo essere completata come in Proposizione 1.28.

Ogni misura reale o complessa p: S — K condivide con le misure positive finite le
seguenti proprieta: per ogni coppia di insiemi F, F' € S risulta

e ENF =0 =  u(EUF)=u(E)+ pF);

e ECF = WP\ E)=puF) - pu(E);

e per ogni famiglia numerabile di insiemi E,, € S (n > 1) risulta
e B, CEp4y — Jim w(Ey) = p (Lg En> :
® Lipt1 C E, — nll)r-&r-loo ,u/(En) =M (O En) .

Inoltre, ogni misura reale o complessa su una o —algebra risulta essere una funzione
limitata.
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TEOREMA 4.2. Sia p: S — K una misura reale o complessa. Allora,
sup {|u(E)|: E € 8} < +oo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo preliminarmente che, se fosse

(%) sup {|u(F)|: FESeFCE} =400

per qualche insieme E € S, esisterebbero allora due insiemi E; € S (i = 1,2) con
FiUFEy =FE, E1N Ey = @ per i quali si avrebbe

|w(Er)| > 1 e sup {|u(F)|: FE€SeF CEy} = +o0.

Infatti, se si avesse (#x), esisterebbe un insieme F € § con F' C E per il quale si
avrebbe |u(F)| > 1. Se fosse

sup{|u(G)|: GESeGCE\F}=+o0,
la conclusione varrebbe con F1 = F ed Ey = E '\ F. Se fosse invece
sup {|u(G)|: GeSeGCE\F} < +oo,
dovrebbe allora essere
sup {|W(G)]: Ge€Se G C F} = +o,
e potremmo quindi trovare un insieme G € § con G C F' tale che
lW(G)| = [u(F)] + 1.
Si avrebbe allora |u(G)| > 1 e
[\ G)| = |u(F) = p(G)| 2 |(G)] = [u(F)] = 1
e necessariamente si presenterebbe uno dei due casi seguenti:
sup {|u(H)|: HES e HC G} = +o00; sup{|u(H)|: HESe HC F\G} = +oc.

In entrambi i casi si arriverebbe alla conclusione cercata scegliendo Ey = F'\ G ed
E; = E\ (F\ G) nel primo caso oppure B} = G ed E; = E '\ G nell’altro caso.
Supponiamo quindi per assurdo che risulti

sup {|u(E)|: E € 8} = +oo.
Iterando l’argomento precedente si determinerebbe una successione di insiemi
disgiunti E, € S (n > 1) con |u(E,)| > 1 per ogni n e cid & assurdo. O
Semivariazione e variazione totale. Sia yi: & — K una misura reale o complessa.
La funzione d’insiemi |p|sy: S — [0, 4+00) definita da
s (E) =sup {|u(F)| : FEScon FCE}, EE€S,

si dice semivariazione di .
La semivariazione di 4 ¢ quindi la minima funzione d’insiemi che controlla p nel
senso che per ogni insieme F' € S si abbia

W(E)| < |plsv(F), E€SeECF.

Un insieme E € S risulta essere u—trascurabile se e solo se & |uls(E) = 0 e la
semivariazione risulta evidentemente essere anche monotona e numerabilmente
subadditiva

e BEEFESconECF = |plu(E) < ulu(F);

o I, € S, n>1 = ‘/U'|sv <U En) < Z ‘:U'|SV(ETL);

ma tuttavia non risulta essere una misura positiva come mostra 1’esempio seguente.
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EsemMPIO 4.3. La funzione d’insiemi
wE) =3 (-)"/2",  ECN.,
neklE
€ una misura reale sulla o —algebra delle parti di X = N . Per ogni insieme E' C N,
poniamo E, = {n € E: n pari} e E; = {n € E: n dispari}. Si ha allora
|M|SV(E> = max {M(Ep) ) _M(Ed)} < M(Ep) - N(Ed) = |M‘sv(Ep) + ‘M'sv(Ed)

ogniqualvolta entrambi gli insiemi F, ed E4 sono non vuoti. O
Alla luce di queste considerazioni, ci proponiamo di determinare — qualora esista — la

pit piccola misura positiva v: S — [0, +00] che controlli la misura reale o complessa
w: S — K nello stesso senso della semivariazione cio¢ che sia tale che risulti

WP <v(B), FCEB EFeS,
proprieta che & evidentemente equivalente a
(k) |w(E)| < v(E), FE eSS,

essendo v una misura positiva su S per ipotesi. Ogni misura v siffatta deve verificare

anche
V(E) =Y v(Ey) > |u(E,)l

n
per ogni insieme F € S e per ogni partizione S —misurabile e al pitt numerabile
{En}n di E. Cio suggerisce di considerare la funzione d’insieme |pf¢y: S — [0, +00]
definita da

|pelev (E) = sup {Z |w(ER)| : {En}n C S partizione al pitt numerabile di E}

per ogni insieme F € S. La funzione d’insieme cosl definita si dice variazione totale
di 1 e nella sua definizione ci si puo restringere a partizioni & —misurabili finite.

LEMMA 4.4. Sia pu: S — R una misura reale o complessa. Allora,

|ielev (E) = sup Z |w(En)| 2 {Er,...,En} CS partizione finita di E
1<m<n

per ogni insieme E € S.

DIMOSTRAZIONE. Sia v: S — [0, 400] la funzione d’insiemi definita dal secondo
membro della tesi. Chiaramente risulta v(E) < |u|w(E) per ogni insieme E € S.
Viceversa, supposto |ulyy(E) > 0, per ogni 0 < ¢t < |u|w(E) fissato esiste una
partizione S —misurabile di E formata da insiemi E, € S (n > 1) tale che

S (B > ¢

Risulta allora |u(E1)| + - -+ + |w(Ey)| >t per n =n(t) > 1 opportuno da cui segue
|lev (E) < v(E) per arbitrarieta di ¢. O

E chiaro che, se v: S — [0, +00] & una misura positiva che controlla u nel senso di
(x+x), deve essere

|N‘(E)tv S V(E)a E e 87
e, poiché la variazione totale |uly, di p risulta essere effettivamente una misura
positiva finita su S, essa fornisce dunque la soluzione del problema di minimo
considerato

TEOREMA 4.5. Sia p: S — K una misura reale o complessa. Allora,
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(a) siha
llsv(B) < |plw(B) < A4luls(E),  E€S;
(b) |ultv € una misura positiva finita su S e risulta N'(un) = N(|p|)-

Se 4 ¢ una misura reale, la disuguaglianza in (a) vale con 2 al posto di 4.

DIMOSTRAZIONE. (a) Per fissare le idee, consideriamo il caso complesso K = C e
sia p = p1 +iug con pj (j = 1,2) misure reali. Per ogni insieme E € S e per ogni
sua partizione S —misurabile {F}, },,, per la parte reale p; e per la parte immaginaria
we di psi ha

S B =S B - 3 (B =

n n

= 1y <U+En> — W <U_En> < 2|pjlsv(B) < 2|plse(E)

n n

ove le somme e le unioni con indice + e — si intendono estese agli indici n per i
quali risulta p1;(E,) > 0 e uE,) < 0 rispettivamente. Risulta pertanto

Z |M(En)| < Z ‘/-Ll(En)| + Z ‘M?(En” < 4|IU|SV(E)

da cui segue
ey (E) < 4|plse(E) < 400
per ogni insieme F € S.

(b) Siano F € S ed {E,}, una sua partizione & —misurabile. Per ogni partizione
S —misurabile {F},}, di E, si ha allora

Z ‘M(Fh)‘ < ZZ |M(FhmEn)| = ZZ |M(FhmEn)| < Z |/J"tv(En)
h h n n h n

(Esercizio 1-2.29 o teorema di Fubini—-Tonelli (Teorema 2.55)) e da cid segue

‘:u|tv(E) S Z ‘:U’|tv(En)'

Viceversa, per ogni € > 0 ed ogni n, sia {F}'}; una partizione S —misurabile di E,
tale che

D Iu(E)] > [ple(Bn) — /27
h
Allora, {F}"}p., € una partizione S —misurabile di E cosicché si ha

o (B) 23 1(F) = D03 IF =Y pl (Bn) — &
h,n n h n

Dall’arbitrarieta di € > 0 si deduce che |u|ty ¢ numerabilmente additiva su S e
quindi € una misura positiva finita su S. La restante affermazione ¢é ovvia. g
L’insieme

M(S) = {,u: S — K misura reale o complessa su S}

delle misure reali o complesse sulla o —algebra S € chiaramente uno spazio vettoriale
sul campo K con le operazioni definite puntualmente e le funzioni

dsv(pi1, p2) = |1 — p2lsv(X)

€ M(S =1,2),
div (i, p2) = |p1 — p2i(X) Hi ) G )
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sono metriche equivalenti su M(S). Esse sono dette rispettivamente metrica della
semivariazione e metrica della variazione totale e rispetto ad esse M(S) risulta
essere completo?.

TEOREMA 4.6. Sia d la metrica della semivariazione o della variazione totale.
Allora, lo spazio metrico (M(S),d) é completo.

DIMOSTRAZIONE. Per fissare le idee, sia d la metrica della semivariazione.
Siano p, € M(S) (n > 1) gli elementi di una successione di Cauchy: per ogni € > 0
esiste ng = no(e) > 1 tale che risulti

(%) n,m > ng = [t — timlsv (X) <e.
Per ogni insieme E € S fissato si ha allora
n,m > ng = ln(E) — pm(E)| < €

e quindi anche la successione {u,(E)}, verifica la condizione di Cauchy in C e
dunque converge. Poniamo quindi

pE)= lim po(E), EE€S,

e proviamo che la funzione p: & — C cosi definita ¢ una misura complessa su S e
quindi appartiene a M(S). Chiaramente, la funzione u cosi definita ¢ finitamente
additiva su S. Per provare che ¢ anche numerabilmente additiva su &, consideriamo
una famiglia numerabile £ € S (k > 1) di insiemi disgiunti e poniamo E = | J, Ex.
Fissato € > 0, scegliamo ng = ng(e) > 1 tale che risulti

sup { |pne (F) — u(F)| : F €S} <¢/2

e scegliamo quindi kg = ko(e) > 1 tale che si abbia

,UJnO U Eh S Z ‘#Wo(Eh)|§€/2

h>k41 h>k+1

per ogni k > ky. Per ogni k siffatto si ha allora

pE) =Y B =u| | En]|<

h<k h>k+1

< Hng U Ey, + | U En| - Hng U Ey, <
h>k+1 h>k+1 h>k+1
<eg/24¢e/2=¢

e questo prova che p € M(S).

Resta infine da provare che i, — p per n — 400 nella metrica della semivariazione.
A tale scopo, fissato € > 0, sia ng = ng(e) > 1 ad esso associato da (***x) cosicché
risulta

lun(E) —pm(E)| <&,  E€S,
per ogni n,m > ng. Passando quindi al limite per m — +o0 risulta

per ogni n > ng da cui segue |u, — plsy(X) < € per n > ng. Quindi, g, — p in
M(S) per n — +00 e questo completa la dimostrazione. g

I Nel linguaggio del successivo Capitolo III-1, la semivariazione e la variazione totale sono
norme equivalenti su M(S) che risulta essere uno spazio di Banach complesso.
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Concludiamo questa parte introducendo due ulteriori definizioni che si applicano
indistintamente a misure positive e a misure reali o complesse. Siano quindi u, v
due misure positive ovvero reali o complesse (non necessariamente dello stesso tipo)
definite sulla o —algebra S. La misura pu si dice

o concentrata su'Y € S se risulta u(F) = u(ENY) per ogni E € S;

nel qual caso, ricordando le notazioni della Sezione 2.2, si ha = pL Y e le misure
w e v si dicono

o mutuamente singolari se esistono due insiemi F,F € Scon ENF = &,
F U F = X tali che p sia concentrata su E e v sia concentrata su F;

nel qual caso scriveremo
wlouv.

Ovviamente, u € concentrata su £ € S se e solo se E° ¢ p—trascurabile e le misure
i e v sono mutuamente singolari se e solo se esiste una partizione S —misurabile
{E,F} di X tale che F sia v—trascurabile e F' sia y—trascurabile.

Elenchiamo nella proposizione seguente alcune proprieta di facile verifica collegate
alla terminologia appena introdotta.

PROPOSIZIONE 4.7. Sia v una misura positiva o una misura reale o complessa sulla
o —algebra S e siano p,p;: S — K (j = 1,2) misure reali o complesse su S. Allora,

(a) p concentrata suY € S = ||ty concentrata su'Y € S;
(b) w1 L po — [t lew L [p2lvs
€ plp = |+ p2le = e + [p2lee

(d) pp Lveps L — (1 + p2) L v.
La proprieta (d) vale ovviamente anche quando p; e pg sono misure positive non

necessariamente finite.

Misure reali e decomposizioni di Jordan e di Hahn. Consideriamo in questa

parte misure reali e ne analizziamo la struttura in termini di misure positive e finite

con 'obiettivo di rappresentare ogni misura reale p: S — R come differenza
=1 — M2

di due misure positive e finite p;: S — [0, +00) (j = 1,2) soggette alla seguente

condizione di ottimalita: se v;: & — [0,+00) (j = 1,2) sono misure positive e finite

su S tali che 1t = 11 — vy, allora risulta p; < v; per ogni j.

DEFINIZIONE 4.8. Sia p: & — R una misura reale. Le misure positive e finite

pt: S — [0, +00) definite da

1 1
pr=g (el +e) n =5 (el — 1)

si dicono wvariazione positiva e variazione negativa di p rispettivamente e la coppia
(u™, p™) si dice decomposizione di Jordan di . O

La decomposizione di Jordan di una misura reale y: & — R € quindi costituita da
misure positive e finite (u™, 47 ) su S tali che

p=pt—pm el =pT A pm
e lo spazio vettoriale reale delle misure reali su S risulta dunque generato dal cono
M (8S) = {p: S = [0, 400) misura positiva e finita su S}

delle misure positive e finite su S.
Introduciamo ora le nozioni di insieme positivo e di insieme negativo rispetto ad
una misura reale. Data una misura reale y: S — R, un insieme F € S si dice
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0 per ogni F € S con F C F;

e L —positivo se u(F) >
e 1 —negativo se u(F) <0 per ogni F' € S con F C E;

PROPOSIZIONE 4.9. Sia p1: S — R una misura reale e siano E* € S due insiems.
Allora,

ulew(F) =p*(F)=p(F) FCET, Fes
ET e N(u™)

Wle(F)=p~ (F)=-(F) FCE",FeS
E- e N(u™).

EY i -positivo — {

E™ p—negativo — {

La dimostrazione di queste affermazioni ¢ ovvia. Non € invece a prima vista ovvio che,
data una misura reale ;: & — R che cambia di segno, esistano insiemi p—positivi e
insiemi p—negativi non banali. Cio e conseguenza del risultato seguente.

LEMMA 4.10. Sia p: S — R una misura reale e sia E € S un insieme tale che
w(E) > 0. Allora, esiste E¥ € S tale che

(a) ET é p—positivo;

(b) ET CE eu(E')>0.

Analogo risultato vale ovviamente per gli insiemi p—negativi quando u(E) < 0.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che sia p(F) < 0 per qualche insieme F € S
contenuto in E altrimenti la conclusione & ovvia.

Supponiamo per assurdo che E non contenga altri insiemi p—positivi oltre agli
insiemi p—trascurabili cioe si abbia

FeScon FCEeF p—positivo = F e N(u).
Per ogni insieme F € S con F C E e p(F) > 0 si ha allora
e m=inf{u(G): GeSeGCF}<O0;
e esistono A, B € S tali che

- ANB=geAUB=F,
— u(A) <m/2e p(B) > 0.

Da questa proprieta dei sottoinsiemi di misura p positiva di F si deduce in maniera
ricorsiva l'esistenza di una famiglia di insiemi Fj, € S (k > 0) con le seguenti
proprieta:

o [y=0, F, C EperognikeF,NF,=0 per h#k;

e mp =inf{u(G): GeSeGC E\ (FoU---UF;_1)} <0perk>1;

o u(Fr) <my/2 <0 per ogni k > 1.

Risulta p(Fy) — 0 per k — +o0 e quindi deve essere my — 0 per k — +o00. Inoltre,

posto
F= U Fy,
k

per ogni insieme G € S, G C E\ Fsiha GC E\ (FyU---UFj_1) per ogni k > 1
e dunque risulta u(G) > my per k > 1 per la definizione stessa di my. Pertanto,
1(G) > 0 per ogni insieme G € S, G C EF\ F. Quindi, £\ F ¢ un insieme p—positivo
di E cosicché deve essere u(E \ F') = 0 per l'ipotesi iniziale. Questo implica

0 < u(B) = p(F) + W(E\F) = p(F) = u(F) <Y mi/2<0
k k

e questa contraddizione prova la tesi. O
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Le considerazioni precedenti pongono in modo naturale il problema di stabilire
se ogni misura reale p: & — R sia strutturalmente costituita da una partizione
S~ misurabile {X*, X~} di X tale che X sia u—positivo e X~ sia p—negativo.
Una tale coppia di insiemi (X+, X ™), qualora esista, si dice decomposizione di Hahn
di X rispetto a p.

La decomposizione di Hahn di X rispetto a u, quando esiste, puo non essere unica
ma ¢ certamente univocamente determinata a meno di insiemi p—trascurabili poiché
deve aversi Xi*AXFE € N(u) per ogni coppia di decomposizioni di Hahn (X", X,")
(1 =1,2) di X rispetto a p.

Veniamo ora alla questione principale: esiste sempre una decomposizone di Hahn di
X rispetto ad una qualunque misura reale? La risposta affermativa & fornita dal
teorema seguente.

TEOREMA 4.11. Sia u: & — R una misura reale. Allora, esiste una decomposizione
di Hahn (X+,X ™) di X rispetto a .

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che p assuma sia valori positivi che valori
negativi altrimenti la conclusione ¢ ovvia. In tal caso, le famiglie di insiemi S*
definite da

S = {E €eS: Ee ufnegativo} St = {E €eS: EFe ufpositivo},
sono non vuote (Lemma 4.10) e sono o —anelli di sottinsiemi di X, come si verifica
facilmente. Posto

m=sup{u(E): E€8T} < +oo,
proviamo che esiste un insieme X € S* tale che u(X™) = m. Sia infatti {X;},
una successione di insiemi di ST tali che la successione {u(X;")},, sia crescente e

risulti
lim pu(X,5) =m.

n—-+o0o
Posto X = J,, X;f, si ha Xt € 8T e da pu(X;}) < u(XT) < m per ogni n si
conclude che deve essere u(X*) =m.
Poniamo quindi X~ = X\ X e proviamo che risulta X~ € S~. Supponiamo infatti
per assurdo che X~ non sia pu—negativo. Esisterebbe allora un insieme E € S,
E C X~ con misura y(F) > 0 e dunque E conterrebbe un insieme p—positivo F
con p(F) > 0 (Lemma 4.10). Cio non puo essere poiché X+ U F sarebbe p—positivo
con

WX T UF) =pu(XT) + u(F) =m+ p(F) >m,
in contraddizione con la definizione di m. O
Elenchiamo quindi alcune conseguenze elementari dell’esistenza della decomposizione

di Hahn di una misura reale. Tra di esse vi ¢ la minimalita della decomposizione di
Jordan nel senso esposto all’inizio di questa parte.

COROLLARIO 4.12. Siano p: S — R una misura reale e (X, X ™) una decompo-
sizione di Hahn di X rispetto a p e siano pj: S — [0,+00) (j =1,2) due misure
positive finite tali che risulti p = p1 — po su S. Allora,

(a) pt(E)=4u(EN X*) per ogni E € S;
(b) u* ¢ concentrata su X* e pt L p~;
(c) m>ptepy>p sus.
DIMOSTRAZIONE. Si ha
W (B) = g (B 0 X*) 4 (B0 XT) = (B0 X*) = +(E 0 X5
per ogni E € S (Proposizione 4.9) e questo prova (a) e (b).
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Relativamente a (c), per ogni insieme E € S risulta u(E) = pu1(E) — po(E) < u1(E)
e da cio segue

pH(E)=p N (ENXT) =pENXT) <m(ENXT) < ().
In maniera analoga si procede per u~ e po. O

A conclusione di questa parte, osserviamo infine che se p & la misura reale definita
come integrale indefinito rispetto alla misura positiva A di una funzione \ —integrabile

f+ X — R a valori reali
p= [ san

gli insiemi X+ = {f >0} ed X~ = {f < 0} costituiscono una decomposizione di
Hahn di X rispetto p cosicché la variazione totale e la decomposizione di Jordan di
1 sono date rispettivamente da

o= [I5lax e = [

Integrazione rispetto a misure reali o complesse. Sia 1 € M(S) una misura
reale o complessa cosicché a seconda che K sia R o C p ¢ della forma

p=pt—pT o p=ptipg = (uf —py) +ilpg — py)
ove pj: S — R (j =1,2) sono misure reali con (ut,u”) e (uj,,u;) decomposizioni
di Jordan di p e p; rispettivamente. Per estensione, nel caso complesso le quattro
misure positive finite (,u;r,,u;) (j =1,2) si dicono decomposizione di Jordan di p.
La definizione di funzione integrabile rispetto ad una misura reale o complessa e la
relativa nozione di integrale sono basate sul seguente risultato elementare.

LEMMA 4.13. Sia p € M(S) una misura reale o complessa con decomposizione di
Jordan (u,pu7) o (,uj,,uj_) (j =1,2) a seconda che K siaR 0 C e sia f: X - K
una funzione S —misurabile. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) f € |p|ev—integrabile;
(b) f & p*—integrabile ovvero ,uffz'ntegmbile (j =1,2) a seconda che K
sia R o C.

DIMOSTRAZIONE. Per fisare le idee consideriamo il caso complesso K = C. Per ogni
insieme £ € S si ha

0 < py (B) < |plw(B) < pf (B) + py (B) + p3 (E) + p3 (E)

e di conseguenza per ogni funzione semplice e S —misurabile s: X — [0, +00) risulta

Og/sdufﬁ/sdlu\wﬁ/sduf+/8duf+/8duz++/sdu5
E E E E E E

e la conclusione segue dalla definizione di integrale e di funzione integrabile. ([l

Sia ora pu € M(S) una misura reale con decomposizione di Jordan (u, ™). Una
funzione S —misurabile f: X — R si dice u —integrabile su X se f & |p|¢y— integrabile
su X nel qual caso si pone

wazlymﬁ—éfw: Ees,

e tale numero si dice integrale di f rispetto a p sull’insieme E € S.
Analogamente, se y € M(S) una misura complessa con decomposizione di Jordan
(pj*,/zj_) ( =1,2), una funzione S —misurabile f: X — C si dice p —integrabile su
X se f & |p|tv—integrabile su X nel qual caso si pone

[ran= [ gaui [ ra+i | paus—i [ fas. pes.
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e tale numero si dice ancora integrale di f rispetto a p sull’insieme E € S.
Riassumiamo nell’elenco seguente le proprieta dell’integrale rispetto ad una misura
reale o complessa. Sia y € M(S) una misura reale o complessa e siano f,g: X — K
due funzioni p—integrabili ed £ € S un insieme S —misurabile. Allora,

e flp e p—integrabile que/ fd,u:/ flgdu;
E X

f=0suF = /fdu:();
E

lwlw(E) =0 — /Efd,u:O;

e per ogni o, B € K la funzione (af + Sg) & p—integrabile su X e risulta
/(Oéerﬂg)du:a/ fdu+6/ gdu;
E E

E
\ /. fdu]s [ 11dinl

Inoltre, per ogni coppia di insiemi F, F' € S e per ogni famiglia di insiemi E,, € S
(n > 1) risulta

e ENF =0 = / fduz/fdu+/fdu;
EUF E F
e E,NE,=0 — /fdu:Z/ fdp.
E —JE,

Tutte queste proprieta si ricavano dalla definizione e dalle corrispondenti proprieta
dell’integrale rispetto a misure positive. Tra esse, 'unica la cui dimostrazione non &
immediatamente riconducibile a tale schema ¢ la disuguaglianza

‘/deu’</xlf|dlu|tv.

Per verificarla, consideriamo dapprima una funzione semplice e S—misurabile
s: X — K della forma

s=o1la, +--+oagpla,

con coeflicienti o, € K e insiemi Ay, € S (h=1,...,k) che supponiamo disgiunti.
Allora, s & u—integrabile su X e risulta

‘/X‘Sdﬂ’:al/“‘(Al)+"'+Oéku(Ak)|<

< aaflplev (Ar) + -+ fel|uley (Ar) = /X [s| dlpelev-

Sia quindi f: X — K una funzione p—integrabile su X e siano sx: X — K (k> 1)
funzioni semplici e S —misurabili tali che |s;| < |f| per ogni k e s, — f puntualmente
in X per k — +oo (Corollario 2.10). Passando al limite mediante il teorema di
convergenza dominata, con le notazioni introdotte all’inizio per p risulta allora

lim spdp® = / fdu* 0 lim Sk d,uji = / fclu;‘L
b'e X b'e X

k— 400 k—-+o0

a seconda che sia K = R o K = C e analogamente risulta

i /X st ey = /X 1l



126 4. MISURE REALI O COMPLESSE

cosicché, dalla disuguaglianza

/skdu's/ seldlle, B> 1,
X X

si ricava la disuguaglianza cercata.

Non insistiamo nell’elencare le altre proprieta dell’integrazione rispetto a misure
reali o complesse che possono essere riformulate senza difficolta a partire dalle
corrispondenti proprieta dell’integrazione rispetto a misure positive finite. Oltre
a quelle gia elencate, menzioniamo solo le proprieta dell’integrazione di funzioni
uguali y—quasi ovunque? (Teorema 2.39) e il teorema di convergenza dominata di
Lebesgue (Teorema 2.42).

Misure di Radon reali e complesse. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff
localmente compatto. Una misura di Borel reale o complessa p1: S — K in X si
dice misura di Radon reale o complessa in X se tali sono le variazioni positiva e
negativa della sua decomposizione di Jordan (u*, ™) nel caso reale ovvero (uj Ny
(j = 1,2) nel caso complesso. In maniera analoga si definisce la nozione di misura
regolare reale o complessa in X e ogni misura di Radon reale o complessa risulta
essere anche regolare (Corollario 3.4 ).

PROPOSIZIONE 4.14. Sia X wuno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
e sia p: S = K una misura di Borel reale o complessa in X. Allora, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(a) p é una misura di Radon reale o complessa in X ;

(b) |pltv € una misura di Radon positiva in X.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso reale e denotiamo con (u™, u™) la
decomposizione di Jordan di y. Se |j|¢, & esternamente regolare, da u® < ||y, segue
che anche % sono tali®: per ogni insieme E € S e per ogni £ > 0 esiste un insieme
aperto V. con E C V. tale che ||y, (V2\ E) < € cosicché risulta anche p*(Vo\ E) < e.
Viceversa, se u & una misura di Radon reale in X, le sue variazioni u+ e u~ sono
misure positive di Radon in X per definizione e quindi sono esternamente regolari e
lo stesso vale per la somma ™ + p~ = |ult,. Allo stesso modo si procede per la
regolarita interna e questo prova l’asserto nel caso reale.

Nel caso complesso, siano p1;: S — R (j = 1,2) le misure reali tali che p = p; +ipo.
Per definizione la misura di Borel complessa p € una misura di Radon complessa in
X se e solo se sono tali le misure reali i1; e, ragionando nuovamente come nel caso
precedente, dalle disuguaglianze

lilev < [pley < lpalev + 12l (1=1,2)

segue che la variazione totale |p]ty € una misura di Radon positiva in X se e solo se
sono tali le variazioni totali |1ty che, per quanto provato nel caso reale, equivale a
richiedere che p sia una misura di Radon complessa in X. ([l

Dalle considerazioni precedenti segue anche che l'insieme
M(X) = {p: B(X) — K misura di Radon in X}

delle misure di Radon in X a valori reali o complessi ¢ uno spazio vettoriale sul
campo K e che

diy (11,v) = |1 — Vs (X), p,v € M(X),
¢ una metrica in M(X).
2 La definizione di funzioni uguali pu—quasi ovunque con p misura reale o complessa & ovvia

alla luce dell’uguaglianza N () = N (|pltv)-
3B questo un caso particolare di Esercizio 3.3.
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TEOREMA 4.15. Lo spazio metrico (M(X),ds,) é completo.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = B(X) la o —algebra di Borel di X. Alla luce di Teore-
ma 4.6 ¢ sufficiente provare che M(X) ¢ un sottospazio chiuso di M(B).

Siano dunque g, € M(X) (n > 1) misure di Radon in X e p € M(B) una misura
di Borel in X tale che u,, — p nella metrica della semivariazione per n — +o0o. Dati
EecBee>0,siang=ng(e) > 1 tale che

n 2 ng = ltn — plsv(X) < e/2
e sia V. un insieme aperto tale E C V. € |tin,|sv (Ve \ E) < /2. Si ha allora
l1tlse (VE\ E) < ttnglsw (VE\ E) + |1 — pinglse (VEN E) < €/2+¢/2 =€

e questo prova che p € esternamente regolare. In maniera analoga si procede per la
regolarita interna. O

4.2. Misure assolutamente continue e teorema di Radon—Nikodym

La caratterizzazione delle misure positive e delle misure reali o complesse i su una
o —algebra di insiemi S che sono 'integrale indefinito di qualche funzione rispetto ad
una assegnata misura positiva A su S (teorema di Radon—Nikodym) costituisce uno
dei pitt importanti risultati nell’ambito della teoria della misura e dell’integrazione
per le numerose conseguenze che da tale caratterizzazione derivano. Ricaviamo in
questa sezione tale caratterizzazione e proviamo che ogni misura p si decompone
canonicamente come somma di una parte che & I'integrale indefinito di una qualche
funzione rispetto alla misura positiva assegnata A e di una parte che e invece singolare
rispetto a A (decomposizione di Lebesgue).

A tal fine, denotiamo con S una o —algebra di sottoinsiemi di un insieme astratto
(non vuoto) X e con A: § — [0, +00] una misura positiva che supporremo fissati in
tutta questa sezione.

Misure assolutamente continue. Sia
we) = [ ran Ees.
E

I'integrale indefinito di una qualche funzione S—misurabile f: X — [0,4+o00] o
A—integrabile f: X — K rispetto alla misura A. Deve allora essere N'(\) C N ()
(Proposizioni 2.17—(f) o 2.36—(c)) e nel caso in cui p sia positiva e finita, essa
deve essere assolutamente A —continua nel senso di Teorema 2.33. Tale proprieta si
generalizza nella definizione seguente.

DEFINIZIONE 4.16. Una misura positiva u: S — [0,+00] 0o una misura reale o
complessa u € M(S) per cui valga la seguente proprieta: per ogni € > 0 esiste
0 = 0(g) > 0 tale che

EcSe)E)<$ = |u(E)| <&
si dice assolutamente A — continua e in tal caso si scrive p << . O

Nel caso di una misura reale o complessa u, la condizione che compare nella
definizione equivale a richiedere che sia |u|sv(E) < € per ogni insieme E € S con
AME) < 6.

Elenchiamo nel risultato seguente alcune proprieta elementari collegate alla defini-
zione precedente.

PROPOSIZIONE 4.17. Siano p,u; € M(S) (j = 1,2) misure reali o complesse.
Allora,

(a) p< A = ey < A;
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b)) m<rep<<r = (1 + p2) < A;

(C),U1<<A6,U2J_A — ,ulj_,ug;

(d) p<X e pl A = w=0.
Le proprieta (b), (c) e (d) valgono anche quando p 0 uq e po sono misure positive
non necessariamente finite.
DIMOSTRAZIONE. Le affermazioni (a) e (b) sono evidenti.

(¢c) Da pa L X segue che esiste un insieme E € S con A(E) = 0 sul quale s &
concentrata e da pu; < A segue p1(F) =0 perogni F € S, F C E. Quindi, p &
concentrata su E°.

(d) Da (c) segue g L p e quindi risulta p = 0. O

Il risultato seguente chiarisce quali relazioni sussistono tra gli insiemi trascurabili di
due misure e la assoluta continuita delle stesse.

TEOREMA 4.18. Sia pi: S — [0, 400] una misura positiva. Allora,

(@) p< A = N CNW;

(b) N(A) C N(p) e p(X) < +o0 = LA
Inoltre, se v € M(S) & una misura reale o complessa, si ha

() v A = N Cc N(v).
DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione € ovvia e la terza segue dalle prime due e
in forza di Proposizione 4.17—(a) e dell'uguaglianza N'(v) = N(|v|). Resta quindi
da provare solo (b).
Per assurdo, siano € > 0 ed E, € § (n > 1) insiemi tali che A(E,) < 1/2" e
w(Ey) > € per ogni n. Poniamo

Fo=|J)En e F=()F.
n

m>n

cosicché risulta F,, € S, F,+1 C F, e A\(F,,) < 1/2"! per ogni n. Quindi, F ¢
A—trascurabile e, essendo p finita, risulta

T > lim'i S
WF) = lim p(Fy) > liminf 4(E,) > e
e questo contraddice l'ipotesi. O

L’ipotesi che p sia finita in Teorema 4.18 —(b) non puo essere eliminata come prova
I’esempio seguente.

EsSEMPIO 4.19. Siano p e A le misure positive definite sulla ¢ —algebra delle parti
di N+ da
WE)=#(E) e AE)= 12"
nekE
per ogni insieme E C Ny (Esempio 1.21—(a)). Si ha evidentemente N (u) = {o} e
NA) ={2} ma u({n}) =1 e AX({n}) = 1/2™ per ogni n e quindi la misura x non &
assolutamente A —continua. O

Teorema di Radon—Nikodym. Proviamo in questa parte il celebre teorema di
Radon—Nikodym che caratterizza le misure positive che sono l'integrale indefinito di
una qualche funzione rispetto ad una misura positiva fissata.

TEOREMA 4.20 (J. Radon — O. M. Nikodym). Siano g, : S — [0, +00] misure
positive o — finite tali che N'(\) C N (p). Allora,
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(a) esiste f: X — [0,400] & —misurabile tale che

/fd)\ Ees;

(b) se f,g: X = [0,400] sono funzioni S —misurabili tali che

/fdA u(E /gd/\, Ees.
E

st ha f = g A\ —quasi ovunque su X.

Pertanto, p € I'integrale indefinito di f rispetto a A e la funzione f & la derivata di
Radon—Nikodym di u rispetto a A. Inoltre, se la misura positiva p € illimitata si

avra evidentemente
/ fd\ = +o0.
X

DIMOSTRAZIONE. (a) Supponiamo dapprima che p e A siano misure positive finite.
Per ogni funzione & —misurabile f: X — [0, +oc] denotiamo con

:/fd)\, Ees,
E

I'integrale indefinito di f rispetto a A e definiamo inoltre

F={f: X —=[0,+00]: f&S—misurabile e uy < u}

L:sup{/ fd\: fe}‘}.
X

Poiché ¢ finita, si ha 0 < L < u(X) < 4o0. Siano quindi f, € F (n > 1) gli
elementi di una successione di funzioni di F tale che

lim / fod\=L".

n—-+oo X

Poiché si ha max{f1, fo} € F quando fi, fo € F, non & restrittivo supporre che sia
frn < fnt1 per ogni n e quindi, posto f =sup{f,: n > 1}, risulta f € Fe

/de)\:L

per il teorema di convergenza monotona. Consideriamo quindi la misura positiva e
finita v: & — [0, +00) definita da

WE) = uE) - [ far  Ees.

e concludiamo la dimostrazione di (a) provando che v ¢ la misura nulla su S.
Consideriamo a tal fine le misure reali v, € M(S) definite da

1
vn(E) =v(E) — =A(F), EcS (n>1),
n
e le relative decomposizioni di Hahn (X;I, X,) di X rispetto a v,. Posto
xt=Jxr e Xx =X,
siha X*TeSeXTNX =geXtUX~ = X. Inoltre, si ha

0<v(X7) =vu(X7)+ %)\(X‘) < %)\(X) =0
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per n — 400 cosicché risulta ¥(X~) = 0. Consideriamo quindi le funzioni §—
misurabili g,: X — [0,+00] (n > 1) definite da
1
gn(x):f(x)—i—glxi(x), z e X.

Risulta allora

/gndA:/delA(meg):
E E n

1
:/ fd/\+—A(EmX,j)+/ Fdx =
EnX; n E\X;

:,u(EﬂXf{)fun(EﬂX;)wL/ fdx=
E\X;

gu(Eij[)Jr/ fdx=
E\X}
— W(ENXH) + p(E\ X7) = ()
per ogni E € § e da cui segue g, € F per ogni n. Si ha allora

1 1
LZ/gnd/\:/ fa + XX =L+ =-XX)), n>1,
X X n n

da cui segue A(X,;I) = 0 per ogni n. Da N'(\) C N (p) e da Proposizione 2.17 - (f)
si ricava che risulta N'(\) C N (v) cosicché risulta v(XT) = 0 e questo prova (a)
quando p e A sono entrambe misure positive finite.

Resra da considerare il caso in cui le misure positive p e A siano o —finite ma non
finite. Consideriamo in tal caso una partizione {X,}, di X costituita da insiemi
S —misurabili tali che sia u(X,,) < +00 e A(X,,) < 400 per ogni n e consideriamo
le restrizioni u, = pL X,, e A\, = AL X, delle misure pz e A a ciascun insieme X,,.
Le misure u, e A\, cosl definite sono misure positive finite concentrate su X, e da
N(X) C N(u) segue p, < Ay, per ogni n. Pertanto, per quanto dimostrato prima,
per ogni n esiste una funzione & —misurabile f,,: X — [0, +oc] tale che

un<E)=/ fodhe  EE€S,
E

ed e facile verificare che, essendo ., concentrata su X, si puo assumere che risulti
frn=01in X \ X,, per ogni n cosicché, essendo anche A, concentrata su X,,, risulta

anche
/fnd)\nz/fnd/\, EesS,
E E

per ogni n. Sia quindi f: X — [0, +o0] la funzione & —misurabile definita da
f@)=> falz), zeX.

Per ogni insieme E € S si ha allora

wB) =) =% [ foin =% [ faar= [ s

e quasto completa la dimostrazione di (a).

(b) Sia {X,}, una partizione di X costituita da insiemi & —misurabili tali che sia
w(X,) < +oo per ogni n. Consideriamo quindi l'insieme S —misurabile {f > g}
(Esercizio 2.1) e la funzione & —misurabile h: X — [0, 4o00] definita da

o sex € {f<g}
=) = {f(w) —g@) seve{f>a}
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Si ha

/ fix=u((f>g0nX,) = [ gdx
{f>g9}1nXn {f>g93nX,

edag+h=fsu{f>g} segue

M({f>g}ﬁXn)+/ hd)\:/ gd)\+/ hd\ =
{f>g}InX, {f>9}1nX, {f>9}nXn

= / (g+h)dx =
{f>g9}nX,

-/ farx=pn({f > gt N X).
{f>g}nX,

Essendo u(X,) < +00, deve essere

/ hd\=0
{f>g}1nX,

cosicché, essendo h > 0 sull’insieme {f > g}, tutti gli insiemi {f > ¢} N X,, devono
essere \—trascurabili e lo stesso accade quindi per {f > g}. Scambiando i ruoli di
f e g si conclude. O

Il teorema di Radon—Nikodym si estende facilmente al caso di misure reali o
complesse.

TEOREMA 4.21. Sia A\: S — [0, 4+00] una misura positiva o—finita e sia p € M(S)
una misura reale o complessa tale che N(X\) C N (u). Allora,

(a) esiste f: X — K X\ —integrabile tale che
we)= [ fan Ees:
E
(b) se f,g9: X = K sono funzioni \ —integrabili tali che

/Efd)\:u(E):/Egd)\, E€S,

si ha f =g XA —quasi ovunque su X.

(c) Iu\tv(E)z/E|f\dA, Ees.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo (c¢) poiché le altre affermazioni si ricavano facil-
mente dal caso precedente.

(c) Sia
e = [ o pes,

I'integrale indefinito di | f| rispetto a A. Allora, [z ¢ una misura positiva su S per la
quale risulta |p(E)| < Ti(E) per ogni E € S da cui segue |ulyy(E) < T(E) per ogni
E € S per la minimalita della variazione totale |u|¢y di p.
Viceversa, consideriamo una funzione semplice e S —misurabile s: X — K della
forma

s=aila, +---+arla,
con coeflicienti oy, € K tali che |ap| < 1 e insiemi Ay, € S (h=1,...,k) disgiunti.
Per ogni insieme E € S si ha allora

‘/EsfdA‘_ Xh:ah/EthdA th:

[ s < S0 4] < ()
h

NAp
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Siano quindi sg: X — K (k > 1) funzioni semplici S —misurabili tali che sia |s;| < 1
su X per ogni k e s — sgn(f) puntualmente su X per k¥ — +oo (Corollario 2.10)
cosicché risulta

‘ / skfcm] < |l (E)
E

per ogni k. Da |sgf| < |f| su X per ogni k con f A—integrabile su X, passando al
limite mediante il teorema di convergenza dominata, risulta

lim skfd)\:/md)\:ﬁ(E), E€S,
E E

k—+oco

e da questa uguaglianza e dalla disuguaglianza precedente segue 1(E) < |u|v(E)
per ogni E € S e questo completa la dimostrazione. ]

COROLLARIO 4.22. Sia p € M(S) una misura reale o complessa. Allora, esiste una
funzione ||ty — integrabile 6: X — K con |6(z)| =1 per ogni x € X tale che

ue) = [odul.  Ees.
E

La formula precedente permette di rappresentare la misura reale o complessa p come
integrale indefinito ripetto alla sua variazione totale |u|,, e da essa, ragionando
come nella dimostrazione di Teorema 2.32, si ricava facilmente che risulta anche

[ san= [ odu.

per ogni funzione f: X — K p—integrabile su X. Questa uguaglianza si puo
riassumere nella formula dy = 6d|uli, da cui, nel caso complesso, per I'evidente
analogia con la corrispondente rappresentazione dei numeri complessi, segue il nome
di decomposizione polare di p dato a tale formula.

DiMOSTRAZIONE. Nel caso reale la tesi ¢ ovvia: basta prendere = 1x+ — 1x- con
(XT, X™) decomposizione di Hahn di X rispetto a . Consideriamo quindi il solo
caso complesso K = C.

Si ha N(p) = N(|plty) e quindi esiste una funzione |u|q—integrabile #: X — C
che & la derivata di Radon—Nikodym di u rispetto alla sua variazione totale |ulty
(Teorema 4.21). Resta dunque da provare solo che risulta |#(x)| = 1 per ogni z € X.
Sia E = {]0] > 1}. Se fosse |ul|tv(E) > 0, si avrebbe

il (B) = /E 18] il > |1ile (E)

(Teorema 4.21—(c) e Corollario 2.26—(b)) e allo stesso modo si prova che anche
Iinsieme {|0] < 1} & |u|tv —trascurabile. Quindi, si ha |f(z)| = 1 per |p|w —q.o0.
x € X cosicché, ridefinendo 6 in ogni punto = di {|f| # 1} ponendo 6(z) = 1, si
ottiene la funzione cercata (Proposizione 2.11— (b)). O

Il teorema di Radon—Nikodym vale per misure positive p anche non o —finite tali
che N (\) C N () con A o—finita (Esercizio 4.4) mentre puod non valere al di fuori
del contesto di misure A o —finite come risulta dall’esempio seguente.

EsEMPIO 4.23. Sia A = # la misura del conteggio su R e siano S una o —algebra di
insiemi di R e p1: § — [0, +00] una misura positiva o —finita e non identicamente
nulla per la quale si abbia {z} € § e u({z}) = 0 per ogni z € R. Come vedremo
nel successivo Capitolo 5, la 0 —algebra e la misura di Lebesgue su R hanno tali
proprieta.

Chiaramente, la restrizione alla o —algebra S della misura del conteggio su R non
¢ o —finita e si ha u < # poiché 'unico insieme di misura nulla per la misura del
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conteggio & 'insieme vuoto. Se valesse il teorema di Radon—Nikodym, esisterebbe
una funzione f: R — [0, +00] S —misurabile tale che

S fa) = [ £t = u(®) >0

z€R

ma al contempo si avrebbe
f(x)z/{ =) =0, 2R
e cio ¢ evidentemente assurdo. O

Decomposizione di Lebesgue. Ogni misura p si decompone canonicamente
come somma di una parte che ¢ I'integrale indefinito di una qualche funzione rispetto

ad una misura positiva assegnata A e di una parte che ¢ invece singolare rispetto a
A

TEOREMA 4.24. Siano u,\: 8 — [0, 400] misure positive o — finite. Allora, esiste
una ed una sola coppia di misure positive (fac, its) su S tali che

(a) U= Wac + s € Mac 1 sy
(b) N(A) C N(pac) € ps L A

Inoltre, se p € finita, si ha
() pac € A eps LA

La coppia (ac, s) si dice decomposizione di Lebesgue di p rispetto a A: la misura
Lac € la parte assolutamente \ — continua di ;1w mentre la misura us € la parte singolare
di p rispetto a A. Nelle ipotesi del teorema si ha dunque

u(E)szfdAws(E), Ees.

per qualche funzione & —misurabile f: X — [0, +00].
Alla dimostrazione premettiamo il lemma seguente.

LEMMA 4.25. Siano p,A: X — [0, +00] misure positive o —finite tali che p < A.
Esiste allora una funzione S —misurabile f: X — [0,1] tale che

u(E):/EfdA EeS.

DIMOSTRAZIONE. Sia la funzione S —misurabile g: X — [0, 4o00] una derivata di
Radon—Nikodym di p rispetto a A. Per ogni insieme E € S si ha

M(E)/Egd)\Z/Emin{g,l}d)\/Eﬂ{ <1}gd/\+/\(Eﬁ{g>1}):
—w(Enfg 1) +A(EN (s> 1)

>p(En{g<1}) +u(En{g>1}) =
= u(E)

Y

e quindi basta prendere f = min{g,1}. O

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 4.24). La misura positiva p+ A & o —finita e tale che
1 <+ A. Per il teorema di Radon—Nikodym esiste una funzione S —misurabile
f: X —[0,+00] tale che

(+4) we) = [ fipsn= [ gaus [ ran pes.
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e possiamo inoltre assumere che risulti 0 < f(z) < 1 per ogni z (Lemma 4.25).
Consideriamo quindi una partizione numerabile {X,},, di X costituita da insiemi
S —misurabili tali che si abbia u(X,,) < +00 per ogni n e poniamo

A={0<f<1} e B={f=1}

Anche A, B & una partizione S —misurabile di X e si ha

pENX) = [ fdus N =p(BOX) +ABNX,)
BNX,

per ogni n. Essendo p(X,) < +oo, risulta A(B N X,,) = 0 per ogni n cio¢ A(B) = 0.
Consideriamo quindi le misure positive e o —finite definite per ogni insieme F € S
da

tac(E) = u(ENA) e us(E) = p(E N B).

E chiaro che per esse vale (a) e che si ha us L A cosicché, per completare la
dimostrazione di (a) e (b), resta solo da provare che risulta N'(\) C N (pac). Sia
quindi E € N'(A). Da (xx) segue

u(EﬂXnﬁA)z/EX Afd(u+A)=

=/‘ fw+/' X = fdu
ENnX,NnA ENnX,NnA ENnX,NnA

[ a-pau=o,
ENnX,NnA

poiché p(X,) < +oo. Inoltre, essendo 1 — f(x) > 0 per ogni z € A, deve essere
pac(ENX,) = u(EN X, NA) =0 per ogni n e questo implica £ € N'(pac). Questo
prova (a) e (b) e (c¢) segue da (b) quando p ¢ finita (Teorema 4.18 - (b)).

Resta infine da provare I'unicita della decomposizione di Lebesgue. A tal fine, sia
dapprima g una misura positiva finita e supponiamo che (pac, i1s) € (@he, pt) siano
due decomposizioni di Lebesgue di u. Da

che implica

fac + s = [ = [lne + fig

segue che foc — pl. e pl — ps sono misure reali uguali e quindi sono nulle per
Teorema 4.18—(c), Proposizione 4.7—(c) e per Proposizione 4.17—(b) e 4.17—(d).

Sia ora g una misura positiva o —finita e sia (iac, ps) la decomposizione di p rispetto
a v. Fissata la partizione S —misurabile {X,,}, di X considerata all’inizio, per ogni
n denotiamo con S,, = S(X,,) la restrizione di S ad X,. E chiaro che le restrizioni
di pac € us alla o —algebra S, sono una decomposizione di Lebesgue della restrizione
o = px, di palla o—algebra S, rispetto alla restrizione A\, = Ax, di A alla stessa
o —algebra S,,. Poiché la restrizione p, ¢ una misura positiva e finita su S,, la
sua decomposizione di Lebesgue rispetto a A, € unica per quanto provato sopra.
Pertanto, le restrizioni di p,. e ps alla o —algebra S, sono univocamente determinate
per ogni n e questo prova l'unicitd della decomposizione di Lebesgue (fiac, is) di p
rispetto a A. O

Il risultato precedente si estende facilmente al caso delle misure reali o complesse.

COROLLARIO 4.26. Sia A\: S — [0, +00] misura positiva o - finita e sia p € M(S)
una misura reale o complessa. Allora, esiste una ed una sola coppia di misure reali
o complesse (fiac, fts) su S tali che

(a) U= fac + s B[LaCJ_,LLS;
(b) ,ua,c<<)\ @,LLSJ_A.
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La coppia (fiac, i1s) si chiama ancora decomposizione di Lebesque di p rispetto a A e
a loro volta .. e us si chiamano rispettivamente parte assolutamente continua di p
rispetto a A e parte singolare di p rispetto a A.

DIMOSTRAZIONE. Per fissare le idee, consideriamo il caso complesso K = C. Sia
p= 1 +ipo con p; (j =1,2) misure reali e sia

po=py —py il =)
la decomposizione di Jordan di . Denotiamo quindi con ((/J;:)acy (M]i)b) le de-

composizioni di Lebesgue di ujﬁ rispetto a A (j = 1,2) e consideriamo le misure
complesse definite da

Hac = (ﬂf)ac - (ﬂl_)ac +1 ((H;)%c - (Nz_)aC) ;
Hs = (MT)S —(py )s +1 ((Mg)s - (M;)s) :

Si ha evidentemente p = a4 s € inoltre risulta p,. < A (Proposizione 4.17— (b)),
ps L A (Proposizione 4.7—(c)) € pac L ps (Proposizione 4.17—(c)) . Pertanto, la
coppia (fac, tts) € la decomposizione di Lebesgue di p rispetto a A e la sua unicita
segue dall'unicita delle decomposizioni di Lebesgue di pt. O

4.3. Convergenza di misure e teorema di Vitali-Hahn—Saks

Data una misura positiva su una o —algebra di insiemi, le classi di equivalenza
di insiemi misurabili che differiscono per un insieme trascurabile costituiscono un
gruppo topologico abeliano metrizzabile e completo e le misure reali o complesse
assolutamente continue rispetto alla misura positiva assegnata possono essere viste
come funzioni continue sul gruppo. Alla luce di cio, esaminiamo le conseguenze
in questo contesto del teorema di Baire (Teorema I-3.23) e dei risultati sulle
proprieta delle funzioni della prima classe di Baire definite su spazi metrici completi
(Sezione 1-3.1).

Denotiamo a tal fine con X un insieme (non vuoto), con S una o —algebra di insiemi
di X e con A\: § — [0,400] una misura positiva su S che supporremo fissata in
tutta questa sezione.

Convergenza in misura di insiemi. Conferiamo in questa parte una struttura
di gruppo topologico abeliano metrizzabile e completo all’insieme delle classi d’equi-
valenza di insiemi S —misurabili che sono uguali a meno di insiemi di misura nulla
rispetto alla misura positiva A fissata.

Introduciamo dunque in S la relazione d’equivalenza definita da

E~F << MNEAF)=0
e denotiamo il relativo insieme quoziente con
S(A\) =8/~.
Per E,E'€ Se F,F’ €S si ha evidentemente

EUF~EUF
E~FE eF~F = ENF~ENF
E\F~E\F
e le stesse proprieta valgono per I'unione e l'intersezione di una famiglia numerabile
di insiemi: se E,,, E/, € S (n > 1) sono insiemi tali che F,, ~ E/ per ogni n si ha

UE,LNUE; e ﬂEn NQE;.
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Possiamo conseguentemente considerare le operazioni insiemistiche di unione, interse-
zione, differenza e complementazione come operazioni definite sull’insieme quoziente
S(A) e convenire di considerare gli elementi di S(A) come insiemi di X piuttosto
che come classi d’equivalenza di insiemi avendo ovviamente cura di definire in S(\)
solo nozioni che siano invarianti rispetto alla relazione d’equivalenza qui introdotta.
Si ha inoltre

e EAF =FAF; o (EAF)AG = EA(FAG);

e EANZ =F; e EAFE = &
per ogni terna di insiemi E, F',G € S(\) e quindi S(\) risulta essere un gruppo
abeliano rispetto all’operazione di differenza simmetrica avente 1'insieme vuoto come
elemento neutro e 'insieme E stesso come elemento opposto di E (Proposizione 1.8).
Conferiamo ora al gruppo abeliano (S(\), A) una struttura di gruppo topologico me-
trizzabile procedendo in maniera analoga a quanto fatto per le (classi di equivalenza

di) funzioni misurabili (Sezione 2.5). A tal fine definiamo d: S(A) x S(A) — [0, +00)
ponendo

() d(E,F)=®NEAF)),  E,FeS2),
ove ® denota l'identita se risulta A(X) < +o00 ovvero un omeomorfismo subadditivo

e strettamente crescente ®: [0, +oo] — [0,M] (M > 0) dell'intervallo [0, +o0]
sull'intervallo [0, M] (Esempio 2.78) se A(X) = +o0.

PROPOSIZIONE 4.27. Sia d: S(A) x S(A) — [0,+00) la funzione definita da (x).
Allora,

(a) d & una metrica su S(\);
(b) per ogni E, € S(A) (n>1) e E € S(\) risulta
lim d(E,,E)=0 = lir}rl AMERAE) = 0;
n—-+0o0

n—s-+o0
(¢c) per ciascuna operazione insiemistica © € {U,N,\, A} si ha
dEGF,GOH)<dE,G)+dF,H)
per ogni E,F ,G,H € S()\).
Pertanto, (S()\),d) & uno spazio metrico e la convergenza indotta dalla metrica d su
S(A) ¢ indipendente dalla scelta dell’omeomorfismo crescente e subadditivo ® che
compare nella definizione (%) di d quando A\(X) = +o0.
DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha
ANC = (A\NC)U(C\ A) =
=[(A\NO)NBJU[(ANC)\ BJU[(C\ A) N BJU[(C\ A)\ B] C
C(B\C)U(A\B)U(B\A)U(C\B) =
= (AAB)U (BAC)
per ogni insieme A, B e C e la disuguaglianza triangolare
d(E,G) <d(E,F)+d(F,G)
segue dalla subadditivita di A e di ®.

(b) Non c’¢ nulla da provare se \(X) < 400 e I'assero & conseguenza dell’ipotesi
che ® sia un omeomorfismo quando A\(X) = +oc.

(¢) Siano A, B, C' e D insiemi di X. Per I'unione si ha
(AUB)A(CUD)=[(AUB)\ (CUD)]U[(CUD)\ (AUB)| =
=[A\(CUD)|U[B\(CUD)]U[C\(AUB)|U[D\(AUB)]C
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CANC)U(B\D)U(C\A)U(D\B) =
= (AAC)U (BAD)
cosicché la disuguaglianza
dEUF),(GUH) <d(E,G)+d(F,H), E,F,G,H e S\,
segue nuovamente dalla subadditivita di A e di ®. In maniera analoga per le re-

stanti operazioni insiemistiche ©® € {N,\, A} di intersezione, differenza e differenza
simmetrica si prova che risulta

(Ao B)A(Ce® D) C (AAC)U(BAD)
per tutti gli insiemi da cui seguono le altre disuguaglianze come prima. O

TEOREMA 4.28. Sia d la metrica su S(\) definita da (x). Allora,

(a) (S(A), ) munito della metrica d é un gruppo abeliano topologico e la
metrica d é invariante:

A(EAG,FAG) = d(E,F), E,F,GeS(\);

(b) lo spazio metrico S(\) é completo;
(¢c) per ciascuna operazione insiemistica © € {U,N,\,A} la funzione
(E,F) e SO\ xS\ —EOF
é continua nella topologia prodotto di S(X\) x S(A).
DIMOSTRAZIONE. (a) Siano E e F' due insiemi di S(\) e siano {E),}y, € {Fp,}n due
successioni di insiemi di S(\) tali che E,, - F e F,, — F in S(\) per n — +o0.
Risulta allora
d((EnAF,), (EAF)) < d(E,, E) + d(F,, F)
(Proposizione 4.27—(c¢)) per ogni n e da questa disuguaglianza segue la continuita
dell’operazione di gruppo. Poiché la funzione che associa ad ogni elemento di S(\)
il suo opposto non ¢ altro che 'identita, il gruppo abeliano S(A) con la metrica d

risulta essere un gruppo abeliano topologico.
Per l’associativita e la commutativita dell’operazione di gruppo risulta

(AAC)A(BAC) = AAB
per tutti gli insiemi A, B e C e da cio segue 'invarianza della metrica d.
(b) Sia L()) lo spazio vettoriale delle (classi di equivalenza di) funzioni & —misurabili
a valori complessi (Sezione 2.5). La funzione T': S(\) — L()) definita da

T(E):lE, EES()\),
e ben definita e, poiché risulta

inf {t + X({|1g —1p| > t}) : t >0} = AN(EAF)
per ogni coppia di insiemi E, F € S(\), la funzione T risulta essere un’isometria
di S(A\) a valori in L(\) pur di definire la metrica d di L(A) definita da (%) di
Sezione 2.5 e la metrica d di S(A) mediante il medesimo omeomorfismo crescente e
subadditivo ®. Poiché 'insieme
T(S(\) ={feL): f(z) €{0,1} per A\=q.o. z € X}

¢ evidentemente chiuso per la convergenza in A —misura (Corollario 2.74 e Proposi-
zione 2.64), la conclusione segue dal teorema di Riesz (Teorema 2.81).
(c) Segeu direttamente da Proposizione 4.27—(c). O

Concludiamo ’esame delle proprieta dello spazio metrico S(A) fornendo condizioni
sufficienti affinché esso risulti separabile.



138 4. MISURE REALI O COMPLESSE

TEOREMA 4.29. Sia AM(X) < +00 e sia C C S una collezione di insiemi tali che

e C ¢ (al pit) numerabile;

e S=0(C).
Allora, lo spazio metrico S(X) é separabile.
Lo stesso risultato vale anche nel caso in cui la o —algebra S sia il completamento
della o —algebra o(C) e A sia il completamento della sua restrizione A" a o(C) (Propo-
sizione 1.28). In tal caso infatti gli spazi metrici S(A) e S()\') risultano evidentemente
isometricamente isomorfi.
Una misura positiva A su una o—algebra S di sottosieme di X per la quale lo

spazio metrico S()) sia separabile si dice misura positiva separabile. Nelle ipotesi
del teorema o dell’osservazione successiva la misura A € quindi separabile.

DIMOSTRAZIONE. Poiché A ¢ finita si ha
d(E,F) = ANEAF), E,FeS\).
Sia quindi A I'algebra generata da C. Allora A é formata dagli insiemi A che sono
unione finita di insiemi disgiunti E della forma
E=Ciu---uC,

con Cy, € C o Cf, € C per ogni m (Esercizio 1.1). Quindi A & numerabile e chiara-
mente risulta o(A) = o(C) = S.
Proviamo ora che la collezione di insiemi

S'={Fe8:Ve>03A. € Atale che \(EAA,) <e}
¢ una o —algebra. Da X € A segue X € S’ e perogni E € Se A € A si ha
ENA = E°NAC

cosicché E € &’ se e solo se E¢ € §'. Infine, siano E, € S’ (k > 1) e sia E = |, Ej.
Fissato € > 0, sia kg = ko(e) > 1 tale che risulti

/\(E\(E1U"~UEkO)) §6/2

eperogni k=1,... ko sia Ay € A tale che risulti N(ExAAy) < ¢/(2ko). Posto
allora
Ac =A1U-- U Ay,

risulta A, € A poiché A & un’algebra e da

EnA.c | | ExpAL|U(E\(B1U---UEy))
1<k<ko

segue AM(EAA,) < e per subadditivitd. Quindi risulta F € §’ e dunque S’ & una
o—algebra. Infine, da A C S8 e S = 0(A) segue S C &’ e questo prova che S(\) ¢
separabile. O

Il risultato precedente non si estende a misure o —finite.

EseEmpIO 4.30. La o—algebra P(N;) delle parti di N4 & generata dalla famiglia
numerabile di insiemi {{n} : n > 1} e per la misura del conteggio # su N si ha

E,FCN.eE#F =  d(E,F)>®(1)>0.

Poiché i sottoinsiemi di N sono in quantita non numerabile, lo spazio metrico S(\)
contiene una famiglia non numerabile di aperti (non vuoti) disgiunti e quindi non &
separabile. O
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Sia ora p € M(S) una misura reale o complessa su S. Si ha
p< A = N C N(w)

(Teorema 4.18) e ogni misura reale o complessa siffatta definisce una funzione da
S(A) in K che denotiamo con lo stesso simbolo. In particolare, per tali misure ha
senso parlare di continuita come continuita della corrispondente funzione indotta
su S(A) e il risultato seguente caratterizza le misure assolutamente A—continue in
termini di uniforme continuita della corrispondente funzione sul gruppo topologico

S(N).

TEOREMA 4.31. Siano A: S — [0, +00] una misura positiva su S e p € M(S) una
misura reale o complessa su S. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) p<A;
(b) u & continua in @ nella metrica d di S(N\);
(¢) p & uniformemente continua nella metrica d di S(\).

In particolare, il sottospazio
M) = {51 € M(S) : N(X) C N ()}

di M(S) formato dalle misure complesse si S che sono assolutamente A—continue
si identifica con il sottospazio dello spazio C'(S(\)) delle funzioni continue su S(A)
formato dalle funzioni che sono finitamente additive?.

DIMOSTRAZIONE. Sia ® 'omeomorfismo subadditivo e crescente che definisce la
metrica d di S(A) in ().
(a) Sia e > 0 fissato. Esiste allora ¢’ = §’(e) > 0 tale che risulti

EeScon \(E)<§ = IW(E)| <e.

Posto § = ®(¢) > 0, risulta A(E) < §’ per ogni E € S(X) con d(E,2) < § e da cid
segue

EecS\)edE,2)<é — lu(E)| <e.
Per D'arbitrarieta di €, la misura p risulta continua nel punto @ come funzione da
S(N) a valori complessi.
(b) Sia e > 0 fissato e sia § = §(&) > 0 tale che risulti

EcS\)edFE,2)<¢ = lu(E)| <e/2.
Per l'invarianza della metrica d risulta d(E, F) = d(EAF, &) per ogni coppia di
insiemi F, F' € S(A) cosicché per la definizione stessa di d risulta

d(E,F)<é = d(EAF,2)<d = d(E\F,9)<ded(E\F,o)<54.
Si ha allora
(E) — (F)] < [(E\ )| + [u(F\ B)| < e/2+e/2 ==

per ogni coppia di insiemi E, F € S()) tali che d(E, F) < § e dall’arbitrarieta € > 0
segue ’asserto.
(¢) La funzione p ¢ in particolare continua nel punto @ come funzione da S(\) a
valori in K. Fissato € > 0, esiste allora ¢’ = §’(¢) > 0 tale che risulti

EeS\) edE,2)<§ = |u(E)| <e.

Posto § = ®~1(§) > 0, risulta allora d(E, @) < ¢ per ogni insieme E € S tale che
ME) < § e da cid segue |u(E)| < e. Essendo € > 0 arbitrario, la misura p risulta
dunque assolutamente A—continua. O

4 La definizione di misura reale o complessa finitamente additiva & evidente alla luce di
Definizione 1.17. Sulle misure complesse finitamente additive ritorneremeo nella sezione successiva
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Il risultato precedente si estende agli insiemi di misure reali o complesse per i quali
introduciamo la definizione seguente.

DEFINIZIONE 4.32. Un insieme M C M(S) di misure reali o complesse su S per
cui valga la seguente proprieta: per ogni e > 0 esiste § = d(¢) > 0 tale che

EcSelE)<$ = |u(E)| <€ YueM
si dice insieme assolutamente \ — equicontinuo di misure reali o complesse. O

Equivalentemente, le misure di M si dicono assolutamente X — equicontinue.

In analogia con il teorema precedente, & possibile caratterizzare gli insiemi di misure
assolutamente equicontinui rispetto ad una misura positiva fissata A in termini di
equicontinuita delle corrispondenti funzioni sul gruppo topologico S(A). L’estensione
& puramente formale e consiste nel sostituire nella dimostrazione di Teorema 4.31
ad ogni occorrenza di p I’espressione per ogni p € M.

TEOREMA 4.33. Siano A: S — [0, +00] una misura positiva su S e M C M(S)
un insieme di misure reali o complesse su S. Allora, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(a) M é assolutamente \ — equicontinuo;

(b) M ¢ equicontinuo in @ nella metrica d di S(\);

(¢) M ¢ uniformemente equicontinuo nella metrica d di S()\).

Teorema di Vitali-Hahn—Saks. Esaminiamo in questa parte alcuni risultati
sulla convergenza puntuale di successioni di misure reali o complesse assolutamente
continue rispetto ad una misura positiva assegnata. I risultati qui presentati
sono strettamente collegati alle proprieta delle funzioni della prima classe di Baire
definite su spazi metrici completi (Sezione 1-3.1) ed ai risultati della successiva
Sezione IT1-5.3.

TEOREMA 4.34 (G. Vitali-H. Hahn-S. Saks). Siano A: S — [0, +o0] una misura
positiva su S e pu, € M(S) (n > 1) misure reali o complesse su S tali che

® [, < A\ per ogni n;

o la successione {pn(E)}n converge per ogni E € S;

o per ogni e > 0 esiste E. € S con A\(E;) < 400 tale che risulti

sup ‘:un|SV(X \ E.) <g¢

e sia p: S — K la funzione definita da

w(E) = lim p,(E), EcS.

n—-+4oo

Allora,

(a) la successione {pn}n € assolutamente \ — equicontinua;

(b) we M(S) ep<A;

(¢) |plsv(F) < liminf |p,|sv(E) per ogni insieme E € S.
n—-+o0o

Questo risultato come il successivo Corollario I11-1.51 ¢ sostanzialmente un caso
particolare di Teorema 1-3.24 e, combinato con il teorema di Radon-Nikodym, puo
essere interpretato in termini di convergenza di successioni di integrali di funzioni di
Li()\). Svilupperemo queste considerazioni nella successiva Sezione I11-5.3.
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che la funzione p: & — K definita
come limite puntuale su S della successione di misure {,}, € finitamente additiva
su S nel senso che risulta

E,FeESeENF=0 =  u(EUF)=puE)+uF)
ed & ben definita su S(A) poiché risulta
E,FeSeE~F = w(E) = pu(F)
in conseguenza delle corrispondenti proprieta delle misure p,. Continuiamo a
denotare come al solito con p la corrispondente funzione definita su S(A).

(a) L’insieme dei punti di S(A) in cui la successione {u,}n € equicontinua nella
metrica d di S(\) ¢ denso in S(\) (Teorema 1-3.24). Siano quindi Eg € S(A\) er >0
tali che

Ec S\ edE,Ey) <r = lpn (E) — pn(Eo)| < e/2 Vn>1.
Consideriamo ora un insieme E € S()) tale che d(E, @) < r/2. Si ha allora
d(EgUE, Ey) =d(EgUE,EyU @) <d(Ey, Eyg) +d(E,0)=dE,2) <r/2;
d(Eo\ E, Ey) = d(Eo\ E, Ey\ @) < d(Eo, Eo) + d(E,9) =d(E,2) <r/2;
(Proposizione 4.27) scosicché risulta
[n(EU Eo) — pn(Eo) < /2 e |pn(Eo\ E) = pn(Eo)| < £/2
per ogni insieme E € S(\) tale che d(E, @) < r/2 e per ogni n. Poiché risulta
E=(EUE)\ (Eo\ E),
si ha
| (B)| = |1 (B U Eo) \ (Eo\ E)) + n(Eo) = pin(Eo)| =
= (B U Eo) = pn(Eo\ E) + pin(Eo) = pn(Eo)| <
< |un(E'U Eo) = pn(Eo)| + |pn(Eo\ E) — pn(Eo)| <
<eg/2+¢e/2=¢
per ogni insieme E tale che d(E, @) < r/2 e per ogni n. La successione {p,}n

¢ dunque equicontinua in & nella metrica di S(A) e quindi anche assolutamente
A—equicontinua (Teorema 4.33).

(b) Poiche la successione {u,}, € assolutamente A—equicontinua, essa & anche
equicontinua in @& nella metrica d di S(\) (Teorema 4.33) e quindi la funzione limite
W € continua in @ nello stesso senso.

Resta dunque da provare soltanto la numerabile additivita di p. Siano dunque
E, € S (n > 1) insiemi disgiunti e sia £ = J,, E,. Fissato ¢ > 0, sia E. € S un
insieme tale che risulti

/\(EE) < +00 e sup |Nn|sv(X \ EE) < 6/2

cosicché si ha
() |w(F)| <e/2, FeSeFCX\E..
Sia ¢’ = ¢’(g) > 0 tale che
EeS\) edE,2) < — lu(E)| <e/2

cosicché, posto § = ®71(§") > 0 dove ® ¢ I'omemorfismo subadditivo e crescente che
definisce la metrica d in (x)), risulta

EecSelE)<d = |u(E)| <e/2.
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Poiché & A(E.) < 400, esiste ng = ng(e) > 1 tale che risulti
A(E\(B1U---UE))NE) =MNENE)— > MEnNE)<6
1<m<n
per ogni n > ng e da cio segue
|t(E\ (B1U---UE,))NE.)| <¢e/2

per gli stessi n. Essendo p finitamente additiva su S, da questa disuguaglianza e da
(xx) segue allora

WE) = Y wEn)| =

1<m<n

= [p(E\ (B1U---UE,))| <
< p((EN(BrU-UE))NE) |+ |n((E\ (BrU-- - UE,)) \ E.)| <

<eg/24+¢e/2=¢

per ogni n > ng. Pertanto, p ¢ una misura reali o complessa di M(S) e, essendo u
continua nella metrica d di S(A), risulta g < A (Teorema 4.31) e questo prova (b).

(c) Sia E € S un insieme fissato. Per ogni insieme F' € S con F' C E si ha
_ < limi < T i
u(F)| = lim pn (F)] < liminf | | (F) < liminf g, | (£)
cosicche risulta
S < limi ;
|ulsv(E) < lim inf [un s (E)
per Parbitrarieta di F' C E. O

L’equivalenza stabilita dal risultato seguente prende il nome di principio di uniforme
limitatezza di Nikodym.

TEOREMA 4.35 (O. Nikodym). Siano u; € M(S) (i € I) misure reali o complesse
su S. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) sup |pilsv(X) = +oo;
il
(b) esiste E € S tale che sup |p;(E)| = +o0.
il
Nell’enunciato precedente la cardinalita dell’insieme degli indici I ¢ arbitraria e la
condizione di illimitatezza delle semivariazioni espressa da (a) equivale ad avere

sup{|ui(E)|: E€Seiel}=+o0.

L’equivalenza stabilita dal principio di uniforme limitatezza & abitualmente declinata
nella forma dell’alternativa seguente: o la famiglia di misure reali o complesse
{pi}ier & uniformemente limitata su S cioé risulta

sup |/'I”L|SV(X) S M
iel
per qualche M > 0 oppure vale (b) cioé esiste un insieme E € S su cui le misure

complesse p; non restano limitate. Questo risultato ha un corrispettivo per gli
operatori lineari limitati tra spazi di Banach (Teorema II1-1.50).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo che (a) implica (b), essendo il viceversa ovvio.
Supponiamo dunque che valga (a) e supponiamo per assurdo che risulti

(+x%) (E) = sup [u(E)| < +00,  E€S.
i€l
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Da (a) si ricava che per ogni n > 1 esistono un indice 4, € I e un insieme E, € S
tali che risulti

4y (En)] > .
Poniamo per brevita p,, = p;, per ogni indice n e consideriamo quindi la misura
positiva A: § — [0, 4+00] su S definita da

_ |Mn|tV(E)
SRRPIETANCIE

Risulta allora A(X) = 1 cosicché la metrica d dello spazio metrico S(\) risulta in
questo caso definita da

d(E,F) = AEAF), E,FeS\).

Risulta inoltre u, < A per ogni n cosicché la funzione ¢: S(\) — [0, +00) definita
da (**x) ¢ semicontinua inferiormente nella metrica d di S(A). Poiché risulta

s =Ute <3,

per il teorema di Baire (Terema 1-3.23) esistono j > 1, Eg € S(A) e r > 0 tali che
risulti
EeS\)edE,Ey)<r = p(E)<j
e da cio segue
[ (E) < j
per ogni n per gli stessi E cosicché, procedendo come nella dimostrazione del teorema
di Vitali-Hahn—Saks (Teorema 4.34), si ricava che risulta

EcSeXE)<r/2 =  |uu(B)| <2

per ogni n.

Sia quindi {F}, ..., Fy} una partizione & —misurabile di X tale che per ogni h valga
la seguente alternativa: o risulta A(F) < r/2 o Fj, & un A—atomo (Teorema 1.31) e
proviamo che per ogni n e per ogni insieme A € S si ha

A A —atomo = wn(F) € {0, un(A)} per ogni F € S con F C A.
A tal fine, proviamo dapprima che per A € S risulta
A X —atomo = |tn |tv (A) = 0 oppure A & un |y, |ty —atomo.

Sia infatti A un A—atomo e sia FF € S e F C A. Se fosse 0 < ||t (F) < |ttntv(A),
si avrebbe 0 < A(F) < A(A) e cid non pud essere. Deve quindi essere

ttnlev (F) € {0, [pnev(A) }

per ogni insieme F' € S con F' C A. Per ogni insieme F siffatto con p,(F) # 0 deve
allora essere |, |tv(A\ F) e da cio segue p,(F) = pun(A). Abbiamo cosi provato
che, se A € § ¢ un A—atomo, risulta p,(F') = 0 oppure py,(F) = p,(A) per ogni
insieme I’ € S tale che sia ' C A e per ogni n e da cio segue in particolare

[ (B OV FR)| < |pn (Fn)| < (Fp)

per ogni insieme E € S e per ogni A—atomo Fy. Sia quindi H C {1,...,k} l'insieme
degli indici h tali che F}, sia un A—atomo. Per ogni insieme E € S e per ogni n
risulta allora

lnliv(E) < |pn (BN FL)| -+ [pn(E 0 Fi)| =

=> mENE)+ Y pm(ENF)| <
heH hefl,.. . k}\H
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< Z ©(Fp) +2j [k — card (H)] < +o0
heH

e cio ¢ assurdo poiché risulta |u,(E,)| > n per ogni n. O

Riassumiamo i risultati precedenti relativi ad una successione puntualmente conver-
gente di misure complesse nel seguente teorema di convergenza di Nikodym.

TEOREMA 4.36 (O. Nikodym). Siano p, € M(S) (n > 1) misure reali o complesse
su S tali che

o la successione {un(E)}n converge per ogni E € S;
e sia b S — K la funzione definita da
pE) = lim p(E), E€S.
Allora,
(a) peM(S);
(b) sup [ s (X) < +oo;

(c) |plsv(E) < 1im+inf |tin|sv(E) per ogni insieme E € S.
n—-+0o0
DIMOSTRAZIONE. La funzione A: & — [0, 40c] definita da

_ |ttn v (E)
ME) = ,; P (1 + (X)) D9

¢ una misura positiva su S tale che \(X) < 400 per la quale risulta u, < A per
ogni n. La conclusione segue quindi dal teorema di Vitali-Hahn—Saks e dal principio
di uniforme limitatezza di Nikodym. U

COROLLARIO 4.37. Siano pu, € M(S) (n > 1) misure reali o complesse su S tali che
o la successione {un(E)}n converge per ogni E € S.

Allora, per ogni successione di insiemi E € S (k > 1) tali che E,N Ey, = & per
h # k risulta
lim (supmn(Ek)) = 0.
k—+o00 n>1

DIMOSTRAZIONE. Sia A: § — [0,4o00] la misura positiva e finita definita nella
dimostrazione del teorema precedente. La successione di misure reali o complesse
{ftn}n € assolutamente A—equicontinua per il teorema di Vitali-Hahn-Saks e quindi
da A(Ej) — 0 per k — +oo segue l'asserto. O

4.4. Misure reali o complesse finitamente additive

Alcuni dei risultati sulle misure reali o complesse che abbiamo esaminato in questo
capitolo si estendono alle misure reali o complesse finitamente additive limitate.
Esaminiamo in questa breve sezione alcune proprieta di tali misure e sviluppiamo
una appropriata nozione di integrale di funzioni misurabili e limitate rispetto ad
esse.

A tal fine, denotiamo con A un’algebra di sottoinsiemi di un insieme astratto (non
vuoto) X che supporremo fissata in tutta questa sezione.

Misure finitamente additive. Una funzione u: A — K tale che

E,FeAeENF=92 = wWEUF) = pu(E)+ u(F)
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si dice misura reale o complessa finitamente additiva su A. Nel caso complesso
K = C ogni misura complessa finitamente additiva p su A si esprime evidentemente
nella forma p = py + ipug con py e po misure reali finitamente additive su A.
L’insieme

Ma(A) = {,u: A — K misura reale o complessa finitamente additiva}

delle misure reali o complesse finitamente additive sull’algebra A ¢ uno spazio
vettoriale sul campo K con le operazioni definite puntualmente.

Una misura reale complessa finitamente additiva u € M, (A) gode evidentemente
delle seguenti proprieta:

e E.FEAcECF = u(F\E)=uF)—uE);
e u(@)=0.

{El,...,EneA
[ ]

By U UE,) = u(Ey) + -+ u(Ey);
B B — o w(Er ) = p(En) p#(En)

come in Proposizione 1.18—(b) e 1.18—(d).
Un insieme E € A si dice

o u —trascurabile se risulta p(F) = 0 per ogni F' € A con F' C E;

e la collezione di tutti i sottoinsiemi p—trascurabili di X si denota come al solito
con

N(n)={FE € A: E p—trascurabile} .

Anche la nozione di assoluta continuitd di una misura rispetto ad un’altra misura
positiva si estende alle misure finitamente additive nel modo ovvio: data una misura
positiva finitamente additiva A: A — [0, 400], una misura finitamente additiva
e positiva p: A — [0,+00] 0 una misura reale o complessa u € M,(A) si dice
assolutamente A —continua o assolutamente continua rispetto a X se vale la seguente
proprieta: per ogni € > 0 esiste 6 = d(¢) > 0 tale che

EcAeAE)<$ = |w(E)| <e

nel qual caso si scrive ;1 < A come al solito. Da p < A segue N'(A) C M () ma non
vale il viceversa.

Ogni misura positiva finitamente additiva definita su un’algebra di insiemi ¢ eviden-
temente limitata. Lo stesso non accade per le misure reali o complesse finitamente
additive come prova ’esempio seguente.

EsemPIO 4.38. Sia A I'algebra dei sottoinsiemi finiti e cofiniti di un insieme infinito
X (Esempio 1.3—(e)) e sia u: A — R la funzione definita da

H(E) = {#(E) ) se Ecé\ﬁnit.o
—#(E°) se E° ¢ finito.

Se E, F € A sono insiemi disgiunti, i complementari E€ e F'° non possono essere
entrambi finiti e deve necessariamente accadere che entrambi gli insiemi F e F' siano
finiti oppure che gli insiemi E e F° (o viceversa) siano finiti. Nel primo caso si ha
chiaramente u(E U F) = u(FE) + p(F) mentre nell’altro caso si ha

WEUF) = —#((EUF)) = —#(E°NF7) =
= — [#(F) — #(E)] = #(E) — #(F*) = u(E) + u(F).

Quindi g & una misura reale finitamente additiva su g che é chiaramente illimitata.
O
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Motivati dall’esempio precedente, denotiamo con
Mpa(A) = {1 € Ma(A) : p limitata}

il sottospazio di M, (.A) formato dalle misure reali o complesse finitamente additive
che sono limitate sull’algebra A. In analogia con quanto fatto per le misure reali o
complesse numerabilmente additive, per ogni misura reali o complessa finitamente
additiva e limitata u € Mp,(A), denotiamo con

\plsv(E) =sup {|u(F)|: F€ Acon FCE}, Ec A,

la semivariazione di p e con
|itlee (E) = sup {Z \W(Ey)|: {E1, ..., E,} C A partizione finita di E} Ec A,

la variazione totale di p1. Con la stessa dimostrazione gia vista (Teorema 4.5) si
verifica che risulta

[lsv (E) < |uli(E) < cfplsy(E), Ees,

con ¢ =2 o0 ¢ =4 aseconda che sia K =R o K = C e che la variazione totale |ulty
¢ una misura positiva finitamente additiva e limitata su S. Inoltre, |u|¢, € la pit
piccola misura positiva finitamente additiva che controlla p nel senso che risulta

()| < |plw(E),  Ee€ A
Anche in questo caso le funzioni

dsy (15 p2) = |1 = p2lsy(X)

j € Mpa(A j=1,2),
drpir, i2) = |1 — palyy (X) 1Y pa(A)  (J )

sono metriche equivalenti su My, (A) che prendono il nome di metrica della semiva-
riazione e metrica della variazione totale rispettivamente e dalla prima parte della
dimostrazione di Teorema 4.6 si ricava che lo spazio metrico My, (A) risulta essere
completo® rispetto ad esse.

TEOREMA 4.39. Sia d la metrica della semivariazione o della variazione totale.
Allora, lo spazio metrico (Mpq(A),d) é completo.

Integrazione rispetto a misure finitamente additive limitate. Sia f: X - K
una funzione limitata. In analogia con la definizione di funzione misurabile rispetto
ad una o —algebra (Definizione 2.1), la funzione f si dice A — misurabile se risulta

B € B(K) — f'(B)e A

e con la stessa dimostrazione di Teorema 2.9 si prova che ogni funzione limitata e
misurabile rispetto ad un’algebra di insiemi si approssima uniformemente mediante
funzioni semplici e misurabili nello stesso senso.

PROPOSIZIONE 4.40. Sia f: X — K wuna funzione A —misurabile e limitata. Allora,
esistono funzioni semplici A —misurabili s,: X — K (n > 1) tali che

(a) [sn| < |f] per ogni n;

(b) sp — f uniformemente su X per n — +o00.

5 Come gia osservato, nel linguaggio del successivo Capitolo III-1, la semivariazione e la
variazione totale sono norme equivalenti su My, (A) che risulta essere uno spazio di Banach.
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Consideriamo ora una misura reale o complessa finitamente additiva e limitata
p € Mpa(A) e una funzione s: X — K semplice e A—misurabile che supponiamo
rappresentata dalla formula

s=aila, + - +ogla,

con coefficienti oy, € K e insiemi A, € A (h=1,...,k). Per ogni insieme F € A, il
numero

/ sdp=op(ENA)+ -+ appu(ENAg)
E

si dice integrale di s su E € A rispetto a i e, ragionando come in Lemma 2.15,
si verifica che esso ¢ indipendente dalla rappresentazione della funzione semplice
s utilizzata. La definizione di integrale rispetto a una misura reale o complessa
finitamente additiva e limitata si estende alle funzioni limitate misurabili rispetto
ad un’algebra di insiemi sulla base del risultato seguente.

LEMMA 4.41. Sia p € Mypa(A) una misura reale o complessa finitamente additiva e
limitata e siano s,t: X — K due funzioni semplici e A —misurabili. Allora,

[sin- [ tdu' < lilo(B) sup |s(z) — t(z)l,  EeA
E E zeFE

DIMOSTRAZIONE. Siano s e t rappresentate da

s=ala, +-+agla, e t=plp + -+ Blp

con coefficienti ayp,5; € K e insiemi Ap,B; € A(h=1,...;kei=1,...,9).
Non & restrittivo supporre che ciascuna delle famiglie di insiemi {A;,..., Ax} e
{B1,...,B;} sia una partizione A—misurabile di X. Si ha allora

/sdu—/tdu‘
E E

Zahu(E NAp) — Z@M(E NB;)| =
h %

Zahu(EﬁAhﬁ Bz) — Zﬁzu(EﬂAhﬂBz) S
i,h

h,i
<> Jan - Billw(EN AN B;)| <
ih
e, poiché contano solo le differenze |ay, — ;| corrispondenti a punti z € E,| risulta
< |EN AN B;)|sup |s(z) — t(z)] <
ih z€E
< |plev(E) sup |s(z) — ()] O
el

Sia quindi g € My, (A) una fissata misura reale o complessa finitamente additiva
e limitata come prima e siano f: X — K una funzione A —misurabile e limitata
e sp: X - C (n > 1) gli elementi di una successione di funzioni semplici e A—
misurabili che approssimano f come in Proposizione 4.40. Allora, per ogni insieme
E € A la successione degli integrali

/sndu, n>1,
E

verifica la condizione di Cauchy uniformemente rispetto ad E € A (Lemma 4.41):
per ogni € > 0 esiste ng = ng(e) > 1 tale che

m,n > ng — /sndﬂ—/smd,u‘<€ VEe A
E E
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e quindi il limite

lim Sp dp, E e A,

n——+oo E

esiste uniformemente rispetto ad E € A e tale limite risulta indipendente dalla
scelta della successione di funzioni semplici e A —misurabili {s,},, che approssima f
(Lemma 4.41).

Data una funzione A—misurabile e limitata f: X — K definiamo quindi I’integrale
di f rispetto a p su E € A ponendo

/fd,u: lim /snd,u Ec A,
E n—-+oo E

ove {sp }, & una qualunque successione di funzioni semplici e A—misurabili {s, },
che approssimano f come in Proposizione 4.40.

E facile verificare che le definizioni di integrale per funzioni semplici e A —misurabili
e per funzioni 4—misurabili e limitate sono consistenti tra loro e che, quando
€ M(S) & una misura reale o complessa (numerabilmente additiva) su una o—
algebra & di insiemi di X, la definizione di integrale di una funzione S§—misurabile
e limitata f: X — K qui introdotta coincide con la definizione di Sezione 4.1.
Concludiamo questa parte riassumendo nell’elenco seguente le principali proprieta
dell’integrale rispetto ad una misura reale o complessa finitamente additiva e limitata
€ Myp,(A). A tal fine, siano f,g: X — K due funzioni .A—misurabili e limitate
ed F,F € A due insiemi A —misurabili. Valgono allora le seguenti proprieta la cui
dimostrazione si ricava facilmente dalla definizione di inttegrale:

. /EfdMZ/XflEdu;

f=0sul = /fduzO;
E

le(B) =0 = [Efdu:o;

[aresgdn=a[ fau+s [ gan  asex

‘/deu‘é/xfldlutv;

ENF=9o = /EUFfdu:/Efdu—i—/Ffdu;
(fAgeNp) — /Efdﬂ:/ﬂgdu.

Inoltre, nel caso particolare in cui le funzioni fe g siano a valori non negativi e la
misura finitamente additiva p sia in effetti una misura positiva finitamente additiva
su A, risulta ovviamente

e f<gsukE = /fduﬁ/gdu-
E E

Non hanno invece analogo per l'integrale rispetto a una misura finitamente additiva
e limitata qui considerato tutte quelle proprieta dell’integrale rispetto a misure reali
o complesse (numerabilmente additive) che sono legate alla numerabile additivita
della misura, tra cui in particolare i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di
integrale.
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Esercizi

4.1. Una funzione pu: & — (—o0, +00] definita su una o —algebra S di insiemi di X
tale che

* 1(2)=0;
e F,eSeE,NE,=perm#*n — u(UEn> :Zu(En

si dice misura con segno. Provate che, se p € una misura siffatta,
(a) E€eSeu(E) <400 = pu(F) < +ooperogni FFeS conFCE;
(b) inf{u(E): F €S} > —o;
(c) esiste una decomposizione di Hahn (X+, X ™) di X rispetto a uS.

4.2. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano
i, : S — [0,400] due misure positive di Radon in X o—finite. Provate che
la parte assolutamente p,. e la parte singolare us della decomposizione di Lebesgue
di p rispetto a A sono misure di Radon in X.

4.3. Sia S una o —algebra di insiemi di X e siano pu,A\: & — [0, 400] due misure
positive tali che u(X) < +o00 e N(A) C N ().
Provate che esiste una partizione {P, N} C S di X tale che
0 AME)=0
(a) E€eSeECP = uE)= se A(E)
+oo se A(E) >0
(b) N & o—finito rispetto a .

4.4. Sia S una o —algebra di insiemi di X e siano p,A\: § — [0, +00] due misure
positive con A o —finita tali che N'(\) C M (p). Provate che

(a) esiste f: X — [0, +oo] S—misurabile tale che
we)= [ fan Ees,
E

(b) se f,g: X — [0, +00] sono funzioni S —misurabili tali che

/fd)\ W(E /gd)\, E€S,
E

si ha f = g A—quasi ovunque su X.

4.5. Siano X uno spazio di Hausdorfl localmente compatto e p,v: S — [0, +o0]
due misure positive di Radon in X con v o—finita e sia

M= Hac + fs
la decomposizione di Lebesgue di u rispetto a v. Provate che p,. e pus sono misure
positive di Radon in X.
4.6. Sia A un’algebra di insiemi di X e siano p, € Mpa(A) (n > 1) e p € Mpa(A)
misure reali o complesse finitamente additive limitate tali che p, — p in Mp,(A)
per n — +o00. Provate che ||ty — ||ty in Mpa(A) per n — +o0.

6 La definizione di decomposizione di Hahn ¢ la stessa gia vista per le misure reali: gli insiemi
X+ sono p—positivi e 4 —negativi rispettivamente con lo stesso significato gia introdotto.






CAPITOLO 5

Misura e integrazione in RV

Costruiamo finalmente in questo capitolo la o —algebra e la misura di Lebesgue
in RV e ne esaminiamo le principali proprieta. La costruzione qui presentata &
basata sui metodi di Carathéodory esaminati in Sezione 1.3 ma ¢ indipendente dai
risultati del Capitolo 3 sulle proprieta delle misure di Radon. Sviluppiamo quindi i
principali risultati relativi all’integrazione delle funzioni definite su insiemi di RV
con particolare riguardo alla relazione tra integrazione secondo Lebesgue e secondo
Riemann ed alle formule di riduzione e di cambiamento di variabili per gli integrali.
Esaminiamo inoltre il problema dell’esistenza di insiemi non misurabili secondo
Lebesgue o secondo Borel.

5.1. La misura di Lebesgue

Definiamo in questa sezione la o —algebra e la misura di Lebesgue in RV utilizzando
i metodi di Carathéodory descritti in Sezione 1.3 e ne esaminiamo le principali
proprieta. Esaminiamo inoltre alcuni esempi importanti di insiemi Lebesgue misura-
bili.

Misura di Lebesgue e sue proprieta. Sia R un rettangolo compatto di R
avente i lati paralleli agli assi coordinati:

(%) R=1a"b'] x - x [aV,bV]

con a" < b (n = 1,...,N). Il rettangolo R si dice non degenere se risulta
int(R) # &. Per ogni rettangolo R della forma (x) definiamo il volume N —dimen-
sionale di R ponendo

Denotiamo quindi con
R ={@}U{R: R rettangolo compatto non degenere della forma (*)}

la collezione di insiemi costituita dall’insieme vuoto e dai rettangoli compatti
e non degeneri di RV aventi i lati paralleli agli assi coordinati ed estendiamo
la definizione di volume N —dimensionale anche all’insieme vuoto ponendo per
convenzione V(&) = 0. Nella terminologia di Sezione 1.3 la collezione di insiemi R
¢ un ricoprimento elementare fine di RY.

Possiamo ora definire la o —algebra e la misura esterna di Lebesgue in RY.

DEFINIZIONE 5.1. La funzione £V: P(RY) — [0, +00] definita da

LN(A) =inf Y Vn(Rj): AC|JRjeRjeRperj>1,,  ACRY,
J J
si dice misura esterna di Lebesque di RN e la collezioni di insiemi
SRY)y={E: £N(A) = LY(ANE) + LY(A\ E) per ogni A c RV}
si dice o —algebra di Lebesque di RV . O
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Alla luce dei risultati di Sezione 1.3, S(RY) & effettivamente una o—algebra di
insiemi di RY (Teorema 1.37) i cui elementi si dicono insiemi Lebesque misurabili
di RN e LN ¢ effettivamente una misura esterna in RY la cui restrizione alla o —
algebra S(R™) & una misura positiva che chiamiamo misura di Lebesgue in R e che
continuiamo per semplicita a denotare! con £V. Quando poi non vi sia ambiguita
su quale sia lo spazio euclideo ambiente, scriveremo brevemente

|E| = ‘CN(E)v E e S(RN)a
per la misura di Lebesgue e analogamente scriveremo
|Al. = £N(4), AcCRY,

per indicare la misura esterna di Lebesgue di un insieme A non necessariamente
misurabile secondo Lebesgue.

Chiamiamo inoltre Lebesgue trascurabili in RN gli insiemi £V trascurabili e deno-
tiamo con N (RY) la collezione di tali insiemi. Nel seguito parleremo brevemente di
proprieta vere quasi ovunque anziché £V-quasi ovunque ogni qual volta non vi sia
ambiguita.

Il teorema seguente riassume le principali proprieta della o —algebra e della misura
di Lebesgue di RY che la individuano univocamente (Teorema 5.9).

TEOREMA 5.2. Siano S(RN) la o —algebra di Lebesque e LV la misura esterna di
Lebesgue di RN . Allora,

(a) la restrizione di LN a S(RY) ¢ una misura positiva di Borel in RY
completa tale che

e K compalto = LY(K) < +o0;

e per ogni E € S(RY) esiste un insieme di Borel B € B(RY) tale
che

EcB e L£NE) =cNDB);

(b) per ogni insieme A C RN e per ogni vettore x € RN si ha
o LN(A) = LN(A+2);
e AcSRY) «— A+zecSRY);
(c) LN(R) = Vn(R) per ogni rettangolo compatto R della forma (*).

La prima affermazione (a) garantisce che la o —algebra di Lebesgue sia sufficientemen-
te ricca poiché contiene tutti gli insiemi di Borel di RN e quindi in particolare tutti gli
insiemi topologicamente significativi e che la misura di Lebesgue sia completa, finita
sui compatti e quindi anche o —finita e Borel-regolare. Nella terminologia e sulla
base dei risultati di Capitolo 3 la misura di Lebesgue ¢ quindi una misura positiva
di Radon completa in R (Teorema 3.8). La successiva affermazione (b) esprime
I'invarianza per traslazioni della misura esterna di Lebesgue e della o —algebra di
Lebesgue ed infine 'ultima affermazione (c) garantisce che la misura di Lebesgue
sia naturale nel senso che restituisce come misura dei rettangoli compatti il loro
volume N —dimensionale.

Prima di procedere alla dimostrazione di Teorema 5.2, proviamo che il ricoprimento
elementare fine R e la funzione Vjy che intervengono nella definizione della misura di
Lebesgue verificano le ipotesi di Teorema 1.45 cosicché i due metodi di Carathéodory
descritti in Sezione 1.3 conducono in questo caso allo stesso risultato e la misura

1 Ci discostiamo in questo modo dalle notazioni di Sezione 1.3.
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esterna di Lebesgue di R risulta essere una misura esterna metrica. A tal fine, con
le notazioni di Sezione 1.3, denotiamo con £ la misura esterna definita da

LY(A)=inf¢> Vn(R;): AC|JR;, Rj € Rediam(R;) <5, ACRN,
J J

per ogni § > 0. Vale allora il risultato seguente che assicura che la misura di
Lebesgue sia una misura esterna metrica su RV,

TEOREMA 5.3. Si ha LN = Cév per ogni 0 > 0.

La dimostrazione & basata sul seguente risultato algebrico elementare.

LEMMA 5.4. Siano i1,...,ixn €ENyf ecl €R coni=0,...,ixn en=1,...,N tali
che

cp <cf <o <Zcf n=1,...,N.
Allora, si ha

n n\ __ n n
H (ciy — <) = Z H (cf, = cf-1) -
1<n<N 1<j1<in 1<n<N
1<jn<in

DIMOSTRAZIONE. Per N =1 si ha banalmente
1 1 _ 1 1
Ci, —C = Z (Cj _le—l)
1<51<id1

e, supposta vera la tesi per qualche N > 1, per N 4+ 1 si ha

[T (-a)=(t=-a™) X I (€)=

1<n<N+1 1<j1<ii 1<n<N
1<jn<in
_ 2: N+1 _  N+41 H n o n B
o (CjN+l CjN+1—1) 2 : (Cjn Cjn_l) -
1<jn+1<in41 1<j1<i; 1<n<N
1<jn<in
- no_n ) = > no_en
- Z Z H (Cjn c]n -1 ) H (C‘]” c]” -1 )
1<jn+1<in41 1<51<i 1<n<N+1 1<j1<i; 1<n<N+1
1<jn<in 1<in+1<int1

cosicché 'asserto segue per induzione. O

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.3). Utilizzando le notazioni del Lemma 5.4, sia
R € R il rettangolo compatto e non degenere definito da

R=cy,ci]x - x[c,e]]

i1
esia Ri,...,Rj, (jo = i1-142---in) una qualunque enumerazione dei rettangoli
compatti
o 1 N N
Ry, ... iy = [le—ucjl] XX [CjN—laCjN]
al variare di j,, = 1,...,i, pern=1,...,N. Per il lemma citato, si ha allora

[ ) R:R1U‘URJO;
e int (R;/) Nint (R;) per j' # j";
o Vn(R) = Vn(Ry) + -+ Vn(Rj,).
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Pertanto, fissato § > 0, ogni rettangolo R € R si scrive come unione di un numero
finito di rettangoli compatti R;,..., R;, di R aventi le proprieta elencate sopra per
i quali risulta diam(R;) < J. La tesi segue quindi dal Teorema 1.45. O

Le considerazioni della dimostrazione precedente suggeriscono che ¢ possibile sosti-
tuire i rettangoli con i cubi nella definizione di misura esterna di Lebesgue. Infatti,
per ogni rettangolo compatto non degenere con i lati paralleli agli assi coordinati
R € R e per ogni § > 0 ed € > 0, esistono cubi compatti non degeneri aventi
anch’essi lati paralleli agli assi Q1,...,Q;, con diam(Q;) < ¢ per ogni j tali che
risulti

RclJ@, e D V(@) <Vn(R)+e.

Conseguentemente, nella definizione di misura esterna di Lebesgue in R & possibile
sostituire il ricoprimento elementare fine R costituito dai rettangoli compatti non
degeneri R aventi i lati paralleli agli assi coordinati con il ricoprimento elementare
fine Q costituito dai cubi compatti non degeneri () aventi i lati paralleli agli assi
coordinati. Riassumiamo queste considerazioni nel risultato seguente.

TEOREMA b5.5. Sia
Q0 ={2}uU{Q: Q cubo compatto non degnere della forma (*)} .
Allora,

LN(A) =inf$ > " Vn(Q)) s Ac|JQy, Qj € Q ediam(Q;) <6
J J

per ogni insieme A C RN e per ogni 6 > 0.

Possiamo a questo punto dimostrare che la o—algebra di Lebesgue S(RY) e la
restrizione ad essa della misura esterna di Lebesgue £V che abbiamo introdotto
nella Definizione 5.1 verificano effettivamente le proprieta elencate in Teorema 5.2.

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.2). Come stabilito, denotiamo con |A|, la misura
esterna di Lebesgue di un insieme A di RV (anche non Lebsgue misurabile) e con
|E| la misura di Lebesgue di un insieme Lebesgue misurabile E di RV,

(a) La funzione d’insiemi £V ¢ una misura esterna in RY (Teorema 1.40) e di
conseguenza la collezione di insiemi S(RY) & una o—algebra di insiemi di RY
e la restrizione di £V a S(RM) & una misura completa (Teorema 1.37). Inoltre,
LN & anche una misura esterna metrica (Teorema 5.3) cosicché la sua restrizione
alla o —algebra S(RY) ¢ una misura di Borel in RY (Teorema 1.41) ed LV & poi
evidentemente finita sui compatti. Proviamo infine che ogni insieme A C RY anche
non Lebesgue misurabile & contenuto in un insieme di Borel di uguale misura. Se
|Al. = +oo basta prende B = R™. Altrimenti, per ogni n > 1 esistono {R, s }x
rettangoli compatti (non degeneri) come in (x) tale che

1
ACJBux e Y Vn(Rup) <|AL+
k k

e quindi per I'insieme di Borel B = (1, U, Rn,k risulta A C B e
1
41 < 18] < 3 Vr(Ros) < AL+
per ogni n da cui segue |A|. = |B].

(b) La validita dell’'uguaglianza |A|. = |A + x|« per ogni insieme A e per ogni = &
evidente.
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Relativamente all’invarianza per traslazioni di S(RY), osserviamo che per ogni
coppia di insiemi A ed E di RY e per ogni € RY si ha
AN(E+z)=[(A—2)NE]l+z e A\(E+=x)=[(A—2z)\ E]+=.
Quindi, se F ¢ Lebesgue misurabile, dall’invarianza per traslazioni della misura
esterna di Lebesgue si ricava
AN (E+2)|, +]A\ (E+2)|, =[(A NE]| +|[(A-2)\ E]|, =
=4~ x\* -
= 4],
e questo prova che anche F + x & Lebesgue misurabile. Lo stesso ragionamento
applicato all’insieme F + x e avettore —z fornisce 'implicazione opposta.

(c) Sia R un rettangolo compatto in RY come in (*). Se R & degenere, I'uguaglianza
|R| = Vn(R) =0 ¢ ovvia. Se invece R & non degenere, si ha |R| < Vy(R) < 400
per definizione. Viceversa, fissato € > 0, siano R; € R (j > 1) rettangoli tali che

Rcl|JRr, e ZVN ) < LYR) +¢/2.

Ingrandendo eventualmente i rettangoh R;, si puo supporre che risulti

RCUint(Rj) e ZVN )< LY(R) + e

e dunque per compattezza esiste dunque una sottofamlgha finita, diciamo Ry, ..., Rj,,
tale che risulti
Rc |J int(R) e > Wn(R <ZVN ) < LY(R) +e.
1<5<jo 1<5<jo
Possiamo ovviamente assumere che per ciascuno di essi risulti R Nint (R;) # @.

Sostituendo quindi a ciascun rettangolo R; il rettangolo compatto e non degenere
RN R; che continuiamo a denotare con Rj, si ha

(s5) Rc |J int(R) e > Vn(R;) < LN(R) +e.

1<5<jo0 1<5<jo
Supponiamo ora che si abbia
R=[a"b'] x - x[a™,b"] e  Rj=[a},b}] x - x[a},b]]

VRN a5 5 9;
per j =1,...,jo. Poiché il rettangolo R e tutti i rettangoli R; sono non degeneri,
si ha a™ < b" e aj <bj per ognin e j. Per ciascun indice n, sia i, + 1 il numero
di elementi dell’1n51eme {a™, 0"} U {a =1, ]0} e numeriamo in maniera
crescente i suoi elementi come

J’J

o <cf <. <Zcp.
Denotati quindi con P, ..., Py, con hg = 41424y i rettangoli compatti e non
degeneri ottenuti da R e dalle suddivisoni ¢}’ dei suoi lati procedendo come nel
Lemma 5.4, risulta

() R=PU---UP,, e Vx(R)= > V(P

1<h<hg
Analogamente, lo stesso argomento applicato a ciascun rettangolo R; utilizzando
i punti delle suddivisioni {c¢} : i =0,...,4,} comprese tra gli estremi aj e b} del
lato n-esimo di R; produce una decomposizione di I?; in rettangoli compatti e non

degeneri Rj1,...,R;;, coni; > 1 opportuno tali che

(****) Rj = Rj,1 U---u Rj,ij (§ VN(R]) = Z VN(RJ‘J).

1<i<i;
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Ora, per costruzione, ciascun rettangolo P, & compreso almeno una volta tra i
rettangoli R;; al variaredi¢i=1,...,4; e j =1,...,jo cosicché combinando (xx),
(##%) e (*xxx) si ottiene

VW(R) = Y Ww(P)< Y, D Vn(Ry)=

1<h<ho 1<5<jo 1<i<i;
= Z VN(RJ) < EN(R) +e.
1<5i<jo
Dall’arbitrarieta di ¢ > 0 segue Vi (R) < LN(R) e dunque la tesi. O

La condizione di misurabilita di Carathéodory (Teorema 1.37) che caratterizza gli
insiemi Lebesgue misurabili di RY & evidentemente poco maneggevole ma & possibile
caratterizzare in maniera efficace tali insiemi in termini di insiemi chiusi e aperti.
Cio & conseguenza del seguente risultato generale valido per misure positive di Borel
finite sui compatti e Borel-regolari in R™V.

TEOREMA 5.6. Sia pu: S — [0, +00] una misura positiva di Borel in RY tale che

e K compatto = w(K) < 4o0;

e per ogni insieme E € S esiste un insieme di Borel B € B(RY) tale che
ECB e p(E)=puB);
e sia E€S8. Allora,
(a) per ogni e > 0 esistono F. chiuso e V; aperto tali che risulti
F.CcECV: e w(Ve\Fe) <s;
(b) esistono insiemi di Borel B; € B(RN) (i = 1,2) tali che
BiC EC By e u(B2\ By) =0.

Questo teorema fornisce nel contesto delle misure di Borel in R¥ lo stesso risultato
di Teorema 3.8 senza utilizzare il teorema di rappresentazione dei funzionali lineari
positivi di Riesz (Teorema 3.2).

DIMOSTRAZIONE. (a) Proviamo dapprima che, per ogni insieme di Borel B € B(RY)
con p(B) < 400 e per ogni € > 0, esiste K. compatto tale che

K.cB e wB\K.)<g
Consideriamo a tal fine la misura positiva di Borel v: B(RY) — [0, +00) definita da
v(A)=u(ANB), AcBRY),
e poniamo
A={AeBR"): Ve >03K. compatto : K. CAev(A\K.)<c}.

Evidentemente A contiene tutti gli insiemi compatti di RY. Articoliamo il resto
della dimostrazione di quest’affermazione nei passi seguenti.

Passo 1. Ap,e A(m>1)e A=(),,Am = Ae A

L’insieme A & di Borel e, fissato € > 0, per ogni m esiste un compatto K,, C A,,
tale che v(Ap, \ Kpn) < &/2™. L insieme K. = () K,,, & compatto e tale che K, C A
e A\ K.CU,, (An\ K,,) da cui segue v(A\ K.) < e.

Passo 2. Ap,e A(m>1)eA=,, Amn = Ae A
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L’ insieme A ¢ di Borel e, fissato € > 0, scegliamo i compatti K, come nel caso prece-
dente cosicché risulta v (A \ (U,,, Km)) < € poiché A\ (U,,, Km) C U,, (Am \ Kn).
Inoltre, essendo v una misura finita, si ha

ngrfmu(A\(Klu..-uKn)) :y(A\ (UKm>>

cosicché, posto K. = K1 U ---U K, per n sufficientemente grande, si ha che K, &
un insieme compatto contenuto in A tale che v(A\ K.) < e.

Poiché aperti e chiusi di RY sono unione al pilt numerabile di compatti, dal pas-
so precedente si deduce che A contiene tutti gli aperti e tutti i chiusi di RV.
Conseguentemente, anche

B ={AcA: A°c A}

ha la medesima proprieta. Inoltre, se A,, CB' (m>1)e A=J,, Am,siha Ae B
per le proprieta precedenti. In conclusione, B’ ¢ una o —algebra di sottoinsiemi di
RY contenente tutti gli aperti e contenuta per costruzione nella o —algebra di Borel
di RY. Risulta quindi B’ = B(R") ed in particolare B € B’. Da B’ C A e dalla
definizione di A segue ’asserto.

Sia dapprima E = B con B € B(R") insieme di Borel in RY e siano
B,=Bn{z:n-1<|z| <n}, n>1.

Gli insiemi B,, cosi definiti sono insiemi di Borel disgiunti tali che B = |J,, B,, con

w(By,) < 400 per ogni n. Fissato ¢ > 0, per ogni n esiste K,, compatto tale che

K, C B, e u(B,\ K,) <¢e/2""!. L’insieme F. = U,, K € chiuso perché unione di

una famiglia localmente finita di chiusi e risulta F. C B e

w(B\ Fo) = ZM(Bn\Kn) <e/2.

Ripetendo il medesimo argomento per l'insieme complementare B¢, si determina un
insieme chiuso F; tale che F. C B¢ e u(B°¢\ F.) < ¢/2. L’insieme V. = F¢ & quindi
aperto e tale che B C V, e da V.\ B = B°\ F_ segue u(V:\ B) < £/2 e questo
prova (a) nel caso di un insieme di Borel.

Sia quindi E € S un insieme tale che u(E) < 400 e sia B un insieme di Borel tale
che E C B e u(E) = p(B). Da pu(E) < oo segue allora p(B \ E) = 0. Fissato
€ > 0, esiste allora V, aperto tale che B C V. e pu(V:\ B) < &/2 e si ha quindi

p(Ve\ E) = p(Ve\ B) + (B E) = (Ve \ B) < ¢/2.
Nel caso in cui sia p(£) = 400 si considerano gli insiemi
E,=En{z:n-1<|z| <n}, n>1,

e si procede come nel caso precedente determinando un insieme aperto V. tale che
EcCVeen(Ve\E) <e/2.

Consideriamo ora l'insieme complementare E°. Per quanto stabilito sopra, esiste un
insieme aperto V; tale che E° C V. e u(V:\ E°) < /2. Posto F, = V7, 'insieme F;
¢ chiuso e tale che F. C E e V.\ E° = E'\ F. da cui segue u(E \ F.) < ¢/2 e questo
completa la dimostrazione di (a).

(b) Per ogni n > 1 siano F), chiuso e V,, aperto associati ad E e a ¢ = 1/n. Allora,
By =, Fn € By =(),, Vs sono insiemi di tipo F, e Gs rispettivamente tali che
By C E C Byeda u(B2\B1) < u(Va\F,) < 1/n per ogni n segue la conclusione. [

Possiamo conseguentemente caratterizzare gli insiemi Lebesgue misurabili di RV .

COROLLARIO 5.7. Sia E C RN un insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:
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(a) E ¢ Lebesgue misurabile in R ;
(b) per ogni e > 0 esistono F. chiuso e V. aperto tali che
F.CECV, e |[Vo\ Fe| < ¢
(c) esistono insiemi di Borel B; € B(RN) (i = 1,2) tali che
BiC EC B, e | B2\ B1| = 0.
DIMOSTRAZIONE. Le due implicazioni (a) = (b) == (b) non sono altro che il

teorema precedente applicato alla misura di Lebesgue di RY e la restante implicazione
e conseguenza della completezza della misura di Lebesgue. O

Questo risultato prova in particolare che, nel linguaggio di Capitolo 3, la misura di
Lebesgue di R & una misura di Radon completa in RY

Le proprieta che caratterizzano gli insiemi Lebesgue misurabili di RY elencate nel
corollario precedente possono essere ulteriormente precisate nella maniera seguente.

COROLLARIO 5.8. Sia E € S(RY) un insieme Lebesgue misurabile in RN . Allora,

(a) se |E| < +oo, per ogni e > 0 esistono K. compatto e V. aperto tali che
risults

K.CECYV, e [Vo\ K| < ¢
(b) esistono insiemi K, compatti e V,, aperti (n > 1) tali che, posto
By =, Kn € By =, Va, risulti
BiCECB;y e |B2\Bl|:0,
© IE] sup {|K|: K C E e K compatto}
C =
inf {|[V|: ECV eV aperto}.

Gli insiemi di Borel B; e Bs in Corollario 5.7—(c) possono quindi essere presi tra
gli insiemi di tipo o —compatto e di tipo Gs rispettivamente e nella terminologia

introdotta nel Capitolo 3 la proprieta (c) esprime il fatto che la misura di Lebesgue
sia una misura di Radon regolare in R,

DIMOSTRAZIONE. (a) Fissato € > 0, siano F. chiuso e V, aperto associati a E ed a
€/2 da Corollario 5.7—(b). Gli insiemi K,, = F.N B,, con B, = B,[0] palla chiusa di
centro nell’origine e raggio n (n > 1) sono insiemi compatti tali che |K,,| — |F¢| per
n — 400 e quindi, essendo |F,| < |E| < 400, risulta |F. \ K| < ¢/2 per K. = K,
con n opportuno da cui segue K. C F e |[V.\ K| <e.

(b) Per ogni n > 1, siano F;, chiuso e V,, aperto associati ad E e a € =1/n da (a).
Allora,
B=JF. e B=(\Va

sono insiemi di RY di tipo F, e Gs rispettivamente tali che By C E C By e
| B2\ Bi| = 0 e la conclusione segue dal fatto che ogni insieme di tipo F, di RY &
o —compatto.

(c) Segue facilmente da (a). O

Possiamo quindi provare che la misura di Lebesgue ¢ unica tra le misure aventi le
proprieta elencate in Teorema 5.2.

TEOREMA 5.9. Siano S una o —algebra di RN e p: S — [0, +00] una misura positiva
di Borel non nulla con le sequenti proprieta:

e K compatto = p(K) < 4o0;
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e per ogni insieme E € S esiste un insieme di Borel B € B(RY) tale che
EcCB e w(E) = u(B).
o u(B) = u(B + z0) per ogni B € B(RY) ed zy € RY.
Allora, si ha S C S(RY) ed esiste ¢ > 0 tale che
w(E) =c|E|, Ees.
Inoltre, se i ¢ completa risulta S = S(RY).

La dimostrazione utilizza la scomposizione in cubi diadici degli aperti di RY.
Denotiamo a tal fine con

Q(k):{x:(xl,...,:rN): 0<az"<1/2% pernzl,...,N}, k>0,

il cubo compatto e non degenere della forma (x) avente vertice nell’origine e lati di
lunghezza 1/2% e denotiamo con

Qi = {h/z’f QW he ZN}

la collezione di tutti i cubi compatti e non degeneri di RY di lati paralleli agli assi
coordinati e di lunghezza 1/2* e aventi come vertici vettori le cui componenti siano
razionali diadici. I cubi della famiglia Q. si dicono cubi diadici di taglia k e la
collezione di tutti i cubi diadici si denota con Qg4 = Uk Q.

LEMMA 5.10. Sia V C RN un insieme aperto (non vuoto). Allora, esiste una fami-
glia numerabile di cubi diadici Q; € Qq (j > 1) tali che

(a) int(Q;) Nint(Q;) = & peri # j;
() V=,
Per (a) i cubi diadici {Q;}; sono quindi non sovrapposti.
DIMOSTRAZIONE. Sia
e = {m/2k + QW :m=(m!,...,m"N) e Z" e |m" < (k+1)2* per ogni n}

la collezione di tutti i cubi diadici traslati di Q) aventi vertici in punti le cui
coordinate siano multiple di 1/2* e contenuti nel cubo compatto di lato 2(k + 1)
con centro nell’origine.

Poniamo V; =V e scegliamo k; > 0 in modo che V; contenga almeno uno dei cubi
diadici della famiglia Q;Cl e denotiamo con QY la collezione finita di tutti i cubi
diadici di Qﬁﬁ contenuti in V;. L’unione dei cubi diadici di QY & un sottoinsieme
compatto di Vi e quindi 'insieme aperto

Va=Vi\|J{@: Qe Qi}

& non vuoto. Scegliamo quindi k2 > k7 in modo che V5 contenga almeno uno dei cubi
diadici di Q?CQ e denotiamo con QY la collezione finita di tutti i cubi diadici di Q;Cl
contenuti in Va. Iterando questo argomento si determina una successione di famiglie
finite di cubi diadici Q) (h > 1) e i cubi diadici Q; (j > 1) ottenuti numerando i
cubi diadici dell’unione di tali famiglie godono delle proprieta elencate. O

Sostitendo ai cubi diadici compatti Q*) i cubi diadici semiaperti
QW) = {33: (z',...,2™): 0< 2" <1/2% pern = 1,...,N}, k>0,
si ottiene una scomposizione degli insiemi aperti di RY in cubi diadici disgiunti.

COROLLARIO 5.11. Sia V C RN un insieme aperto (non vuoto). Esiste allora una
famiglia numerabile di cubi diadici semiaperti Q; (j > 1) con le sequenti proprietd:
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(a) cl(Qj) CV perognij e QiNQ; = peri#j;
(b) U= Uj Q-

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.9). Sia Q(© il cubo diadico semiaperto di base di
taglia k = 0 definito sopra. Poniamo ¢ = p(Q®) > 0 e dividiamo Q® in 2¥V cubi
diadici disgiunti Q1,...,Qox~ appartenenti a Q. Per I'invarianza per traslazioni
di i e della misura di Lebesgue si ha

V@) = > w(@Qu) = Q) =cl@V=c D |Qul=2""Vc|@W].

1<h<2kN 1<h<L2kN

Risulta quindi 4(Q) = c|Q| per ogni cubo compatto @ di lato 1/2% di forma (%)
cosicché lo stesso vale per ogni aperto V di R (Lemma 5.10). La stessa uguaglianza
si estende a tutti gli insiemi di Borel B poiché risulta

pw(B) =inf {u(V): BCV eV aperto}

(Teorema 5.6—(a)) e lo stesso vale per la misura di Lebesgue (Corollario 5.8—(c)).
Inoltre, essendo p non nulla per ipotesi, deve essere ¢ > 0.
Resta da provare che vale I'inclusione S C S(R™) e che I'uguaglianza di p1 con ¢ volte
la misura di Lebesgue si estende a tutti gli insiemi di S e cio & ancora conseguenza
di Teorema 5.6—(b): ogni insieme della o —algebra S differisce infatti da un insieme
di Borel di RY per un insieme contenuto in un insieme di Borel j—trascurabile.
Tale insieme & Lebesgue trascuarabile in RV e Iinclusione S ¢ S(RY) ¢ quindi
conseguenza della completezza della misura di Lebesgue. L'uguaglianza u(E) = ¢|E|
per ogni insieme E € S ¢ ancora conseguenza della stessa uguaglianza sugli insiemi
aperti e di Teorema 5.6—(a) e Corollario 5.8—(c) come prima.
Infine, se la misura u & completa, scambiando i ruoli di i e della misura di Lebesgue
nell’argomento precedente risulta S(RY) C S e questo completa la dimostrazione.
O

Concludiamo questa rassegna delle proprieta di base della misura di Lebesgue
esaminandone il comportamento in relazione alle omotetie di RV in sé: la o —algebra
di Lebesgue risulta invariante per omotetia e la misura di Lebesgue in RY riscala di
un fattore AV per effetto di un’omotetia di coefficiente A > 0. Questo risultato & un
caso particolare della formula di cambiamento di variabili (Teorema 5.5).

TEOREMA 5.12. Siano A C RN e XA > 0. Allora,
(a) ML = AV|A;
(b) Ac SRY) — I eSRY).
DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha AR € R e VN (AR) = AVVx(R) per ogni rettangolo

R € R e per ogni A > 0 e la conclusione segue quindi dalla definizione di misura di
Lebesgue (Definizione 5.1).

(b) Per ogni coppia di insiemi 4 ed E di RV si ha
AN(AE)=A[(E/X) N A] e A\N(AE) = A[(E/MN)\ A].
Quindi, se £ ¢ Lebesgue misurabile in R, da (a) si ricava
[ANAE) ] + A\ AE) | = AV {[(A/X) N E|, +[(A/M)\ B, } =
= \NA/N, =
= |Al.

e questo prova che anche AE & Lebesgue misurabile in RYY. Cambiando X in 1/ si
ottiene I'implicazione opposta. O
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Un caso particolare del risultato precedente che & opportuno evidenziare esplicita-
mente riguarda la misura delle palle e del loro bordo al variare del raggio.

COROLLARIO 5.13. Sia wy = |By| > 0. Allora, per ogni r > 0 e per ogni xo € RN
si ha

(a) |Br(zo)| = wnr™;
(b) |Sr(zo)| = 0.

Rinviamo a Esercizio 5.23 per il calcolo di wy in funzione della dimensione V.

DIMOSTRAZIONE. La formula in (a) & un caso particolare del risultato precedente.
Per (b) si ha S, (z0) C Brye[zo] \ Br—c[zo] per ogni 0 < & < r cosicché risulta

|Si (o) < wn [(r+e)Y = (r—e)"]

per gli stessi €. g

In quale senso sono piccoli gli insiemi trascurabili? Gli insiemi trascurabili
sono gli insiemi piccoli rispetto alla misura. Sviluppiamo in questa parte alcune
considerazioni sulle relazioni che intercorrono tra la nozione di insieme trascurabile
per la misura di Lebesgue di R e le nozioni di piccolezza di un insieme nel senso
della cardinalita e nel senso topologico della categoria di Baire.

Poiché in questa parte interverranno esclusivamente la o—algebra e la misura
di Lebesgue in R o RY, parleremo brevemente di misura anziché di misura di
Lebesgue e di insiemi misurabili e trascurabili anziché Lebesgue misurabili e Lebesgue
trascurabili.

Osserviamo per prima cosa che ogni singoletto {z} di RV & compatto e trascurabile
(Teorema 5.2—(c)). Di conseguenza, ogni insieme finito o numerabile di RV ¢&
trascurabile. In particolare, 'insieme dei numeri razionali Q € un sottoinsieme di
misura nulla di R. Si noti inoltre che

e Q ¢ illimitato ma |Q| = 0;

e |Q =0ma |c(Q)] = |R| = +o0.
In altri termini, un insieme illimitato puo avere misura piccola — addirittura nulla —
e la misura di un insieme e della sua chiusura possono essere molto diverse. Gli

insiemi finiti o numerabili non esauriscono pero la classe degli insiemi trascurabili di
R.

ESEMPIO 5.14 (G. Cantor). Esiste un insieme C' C [0, 1] con le seguenti proprieta:
e C & compatto e int (C') = &;
e (' ¢ non numerabile;
e |C]=0.

L’insieme C che costruiremo ¢ detto insieme di Cantor. Esso & contemporaneamente
trascurabile e non numerabile e si ottiene dall’intervallo [0, 1] rimuovendo una
conveniente famiglia numerabile di intervalli aperti. Definiamo dunque C' ponendo

C=( Cn

ove C,, (n > 0) & una famiglia decrescente di insiemi compatti, non vuoti ciascuno
dei quali € unione di 2" intervalli compatti, non degeneri e disgiunti

Cn: n,lU"’UIn,2"7 nZOa

in modo che sia Cy = Ip1 = [0, 1] e che ricorsivamente C, 1 sia ottenuto da C,
come unione dei 2"*! intervalli compatti, non degeneri e disgiunti che si ottengono
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rimuovendo da ciascun intervallo I, ,, (m =1,...,2") di C, il terzo di mezzo ove il
terzo di mezzo dell’intervallo compatto e non degenere [a, b] & I'intervallo aperto

erfab b—a
a+——.,b— .
3 7 3

A titolo di esempio, si ha
Co =10,1]
Cy =10,1/3]U[2/3,1]
Cy=10,1/91U[2/9,3/91U[6/9,7/9) U [8/9,1]
e cosi via. Per costruzione risulta chiaro che

e ogni insieme C), &€ compatto, non vuoto e risulta C,, 11 C C,, per ogni
n;
i |CO| =1le ‘Cn+1‘ = (2/3)|On| per ogni n.

In particolare, si ha |C,| = (2/3)™ per ogni n e, come conseguenza delle proprieta
precedenti, I'insieme C' definito sopra & un insieme compatto e non vuoto con |C| = 0.
Risulta inoltre int (C') = & poiché, per costruzione, C), & unione di intervalli disgiunti
di lunghezza 1/3™ cosicché nessun intervallo aperto e non vuoto pud essere contenuto
in ogni insieme C,,. Inoltre, essendo C chiuso, si ha C = 9C cioe C coincide con il
suo bordo.
Resta quindi da provare soltanto che C' & non numerabile. Questo si puo fare nei
due modi seguenti.
Il primo modo consiste nel provare che 'insieme di Cantor C' & perfetto (chiuso
e privo di punti isolati) cosicché, essendo non vuoto, esso ¢ necessariamente non
numerabile (Esercizio I-3.8). Infatti, sia € C cosicché x € C,, per ogni n. Sia quindi
my € {1,...,2"} tale che z € I, ,,,. Almeno uno dei due estremi dell’intervallo
compatto e non degenere I,, ,,, non coincide con z. Sia z, tale estremo. Si ha
z, € C per ogni n poiché per costruzione gli estremi di ciascun intervallo I, ,,
(m=1,...,2") appartengono a C,; per ogni j > 0 e quindi a C. Infine, poiché z,,
ed x appartengono all'intervallo I, 1, € |Inm, | =1/3", si ha =, = x per n — +oc.
Questo prova che tutti i punti di C' sono punti di accumulazione.
Nel secondo modo si prova direttamente che C' & equipotente all’intervallo [0,1]. A
questo scopo, costruiamo una funzione p: C' — {0, 1}+ biettiva da C sull'insieme
delle successioni di 0 ed 1 nel modo seguente. Sia z € C cosicché x € C), per ogni n e
sia quindi m,, € {1,...,2"} tale che z € I,, ,,,, come nel caso precedente. Definiamo
ora la successione di cifre binarie z, € {0,1} (n > 1) ponendo
{ 0 se m, e dispari
Ty =
1 sem, ¢ pari
e poniamo quindi ¢(z) = {x,}n. E chiaro che ¢ cosi definita ¢ biettiva da C su
{0, 1}N+. Consideriamo quindi un’applicazione iniettiva : [0,1] — {0,1}+ che
fornisca la rappresentazione binaria dei numeri reali in [0, 1], ad esempio quella che
non utilizza successioni di cifre definitivamente uguali a 1 se non per la rappresenta-
zione del numero 1 stesso. L’applicazione ¢! o4: [0,1] — C & dunque iniettiva
coisicché la cardinalita di C' & maggiore o uguale della cardinalita di [0,1]. Essendo
C contenuto nell’intervallo [0, 1], 'insieme C' risulta equipotente all’intervallo [0, 1]
per il teorema di Schréder-Bernstein (Teorema 4.7 in [9]).
La costruzione dell’insieme di Cantor appena descritta puo essere ripetuta utilizzando
un numero 0 < ¢ < 1 qualunque al posto di 1/3. Si costruisce infatti come prima
I'insieme compatto C' = [),,~, Cy come intersezione degli insiemi compatti Cy = [0, 1]
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Cn: n,lU"'UIn,Qna n > 0,

ove i 2" intervalli compatti, non degeneri e disgiunti che compongono C,, per n > 1
sono ottenuti rimuovendo da ciascuno dei 2”1 intervalli la cui unione & C,_; la
frazione £-esima di mezzo definita come l'intervallo aperto

(a—&-l;f(b—a)i)—l;g(b—a)).

nel caso dell’intervallo compatto e non degenere [a,b]. Si ha |Cy,| = (1 — &)™ per
ogni n > 0 e, come nel caso & = 1/3, I'insieme risultante C' & compatto, non vuoto,
privo di punti interni, non numerabile e avente misura nulla. O

Ogni insieme trascurabile ¢ evidentemente privo di punti interni e questa osservazione
porta in modo naturale a chiedersi se solo gli insiemi trascurabili siano privi di punti
interni. Non e cosi: per ogni 0 < € < 1 e possibile costruire un insieme compatto
K. [0,1] con

int(K.) =9 e |K:| =¢

(Esercizi 5.5 0 5.6). Poiché si puo evidentemente supporre che K. contenga gli
estremi 0 e 1 dell’intervallo [0, 1], il suo complementare V. = [0, 1]\ K. risulta quindi
essere un insieme aperto contenuto in (0, 1) il cui bordo 9V, é I'insieme K stesso.
Esistono quindi insiemi aperti di R con bordo di misura positiva.

Gli insiemi compatti K. hanno quindi interno vuoto e misura positiva e i loro
complementari V; = [0, 1] \ K. sono insiemi aperti in R e densi in [0, 1] per ogni
0 < € < 1. Conseguentemente gli insiemi

F:UKI—I/n e G:ﬂvl/n

sono rispettivamente un insieme di tipo F, magro e un insieme di tipo G5 residuo
con misura |[F| =1¢e |G| =0.

Pertanto, un insieme dell’intervallo [0, 1] puo essere piccolo per la categoria di Baire
e grande per la misura di Lebesgue o viceversa. Concludiamo quindi che per un
insieme non vi € in genere alcun legame tra 1’essere piccolo o grande secondo la
categoria di Baire o piccolo o grande secondo la misura di Lebesgue benché misura
di Lebesgue e topologia di R siano evidentemente strettamente collegate.

Gli esempi precedenti si generalizzano in dimensione maggiore di uno utilizzando i
risultati di Sezione 5.4.

Concludiamo questa parte sugli insiemi trascurabili esaminando alcuni esempi di
insiemi siffatti in RY con N > 2. Proviamo infatti che tal caso ogni insieme di
codimensione (affine)? positiva & trascurabile in RY. La dimostrazione ¢ basata sul
risultato seguente che € un caso particolare del successivo Teorema 5.45.

TEOREMA 5.15. Siano L € L(RY) un operatore lineare e E,T C RN due insiemi.
Allora,

(a) T trascurabile in RN = L(T) trascurabile in RY;

(b) E misurabile in RN = L(E) misurabile in RY.

Questo risultato vale per operatori lineari L € L(RN ,RM) con M > N ma non vale
con M < N (Esempio 5.39).

2 La dimensione (affine) di un insieme A C RY & il minimo della dimensione dei sottospazi
affini contenenti A. In tal caso, se n > 0 & tale numero, il numero N —n > 0 & la codimensione

(affine) di A.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia K = ||L|| la norma di L. Per ogni z € RY e per ogni
[ > 0 risulta

Qir] C B /5[] e L(B 5 [z]) € By wlLa] C Qe [ L.

Poiché T & Lebesgue trascurabile, fissato € > 0, esiste una famiglia al pitt numerabile
di cubi compatti Qr = Q;, [zx] (k> 1) di RV (Teorema 5.5) tali che

TCUQk e Z|Qk|§6
k k

Posto allora

Q= QK\/le[ka]a k>1,
risulta L(Qg) C Q). per ogni k e da cid segue
(1) clJr@w clyas
k k

> 1@k = (BEVN)N S Qx| < (KVN)Ne
k k

e questo prova (a).
(b) Denotata con B,, = B,[0] la palla chiusa di raggio n con centro nell’origine,
risulta L(E) = J,, L(E N By,) e quindi non ¢ restrittivo supporre che E sia limitato.

In tal caso risulta
E = (U Kn> uT

per opportuni insiemi K, compatti (n > 1) e T trascurabile (Teorema 5.2). Si ha
allora

L(E) = (U L(Kn)> U L(T)
e la conclusione segue da (a). O

TEOREMA 5.16. Sia T C RN un insieme tale che
T C xo + XO

con Xo sottospazio di RN con dim Xo < N —1 e zo € RN. Allora, T ¢ trascurabile
in RV,

DiMOSTRAZIONE. Non e restrittivo supporre che sia xg = 0 e che T sia limitato
e, posto n = dim Xy, possiamo supporre anche che sia n = N — 1 con N > 2.
Supponiamo dapprima che si abbia T' C Xy = span{eq,...,eny—1} dove {e1,...,en}
denota la base canonica di RY. Esiste allora un rettangolo R C RN~ della forma
(%) tale che risulti
T CRx|[—¢,¢] =R, e>0.

L’insieme R. ¢ un rettangolo di RY della forma () tale che

0 < Vn(R:) =2eVNn_1(R), e >0,

e dall’arbitrarieta di € > 0 si conclude che T & trascurabile in R¥.

Sia quindi X, un sottospazio qualunque di RY con dim Xy = N — 1. Scegliamo
allora una base ortonormale {uq,...,uy_1} di Xy ed un vettore uy € RY con
|lun|| = 1 tale che {us,...,ux} sia una base ortonormale di RY. Sia L € L(RY,RY)
I'operatore lineare ortogonale tale che Le, = u, per ogni n. Posto S = L~Y(T),
risulta ovviamente T' = L(S) con S C span{ey,...,ey—1}. Quindi, S & trascurabile
in RY cosicché anche T ¢& tale (Teorema 5.15). O



5.1. LA MISURA DI LEBESGUE 165

Anche le sfere cioe la frontiera delle palle di RY sono insiemi trascurabili per la
misura di Lebesgue di RY (Corollario 5.13—(b)). La stessa affermazione si estende
a tutte le varietd di codimensione positiva (Esercizio 5.9).

Teorema di ricoprimento di Vitali. Il teorema di ricoprimento di Vitali che
esaminiamo in questa parte garantisce la possibilita di ricoprire ogni insieme di RY
nel senso della misura di Lebesgue cioe a meno di insiemi Lebesgue trascurabili
mediante una famiglia numerabile di palle disgiunte.

Alla base di questa possibilita vi &€ un proprieta di ricoprimento di origine metrica
che nel caso di RN permette, a partire da un ricoprimento di un insieme formato da
palle (non degeneri), di estrarre una famiglia al pitt numerabile di palle disgiunte con
le quali & possibile realizzare un ricoprimento dell’insieme di partenza al prezzo di
una controllabile sovrapposizione delle palle selezionate. Questa sovrapposizione si
realizza attraverso la dilatazione delle palle selezionate di un fattore fissato. Poiché
la misura di Lebesgue della palla dilatata ¢ proporzionale alla misura della palla
originale (Teorema 5.12), da cio segue la possibilita di ricoprire ogni insieme a meno
di insiemi trascurabili mediante palle disgiunte.

Per semplificare ’enunciato di questo risultato di ricoprimento introduciamo la
notazione seguente: per ogni palla chiusa (non degenere) B di R e A\ > 0, denotiamo
con (AB) la palla chiusa concentrica il cui raggio & A—volte il raggio di B cioe

(AB) = Bx/[z], B = B[q],

per A,7 >0ed z € RV,

Poiché in questa parte intervengono esclusivamente la o —algebra e la misura di
Lebesgue di RV, conveniamo che tutti i riferimenti a misurabilita e misura siano
alla o —algebra e alla misura di Lebesgue di RY.

LEMMA 5.17. Sia B una famiglia non vuota di palle chiuse (non degeneri) tale che
D =sup {diam(B) : B € B} < +oc.
Allora, esiste una famiglia al pit numerabile di palle B, € B (n > 1) disgiunte tali
che
(a) per ogni B € B esiste n tale che BN By, # &;
(b) per ogni B € B esiste n tale che B C (5B,).

Evidentemente da (b) segue che risulta

U{B: BeB} G5B
n
Lo stesso risultato vale per famiglie di palle aperte e inoltre, essendo lo stesso
risultato in effetti valido in tutti gli spazi metrici separabili, esso vale anche per altri
tipi di insiemi quali ad esempio i cubi pur di cambiare la metrica di RY.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 'insieme formato da tutte le famiglie B’ di palle
di B con le seguenti due proprieta che indichiamo convenzionalmente con (P):

e le palle di B’ sono disgiunte;

e per ogni palla B € B avente intersezione non vuota con una palla di
B’, esiste un’altra palla B’ € B’ tale che

1
BNnB #£2 e diam(B') > 3 diam(B).

L’insieme di tali famiglie B’ ¢ non vuoto poiché la collezione di palle { B’} formata
da una sola palla B’ € B con diam(B’) > D/2 verifica le proprieta (P).

Ordiniamo parzialmente per inclusione I'insieme di tutte le famiglie B’ di palle di B
con le proprietd (P). Per il teorema di massimalitd di Hausdorff (Teorema I-1.5),
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esiste un insieme totalmente ordinato e massimale di famiglie di palle B’ aventi le
proprieta (P) e sia Buax la collezione di tutte le palle B’ appartenenti alle famiglie
B’ di tale insieme totalmente ordinato e massimale.

Poiché I'insieme delle famiglie B’ a partire dalle quali & costruito By ¢ totalmente
ordinato, la collezione di palle By,.x risulta formata da palle non degeneri e disgiunte
che devono quindi essere in quantita al pitt numerabile:

Bmax = {Bn}n-
Proviamo che la famiglia di palle { B, },, ha le proprieta (a) e (b).
(a) Supponiamo per assurdo che sia BN B,, = & per ogni n per qualche palla B € 5.
Potremmo allora scegliere un’altra palla B’ € B tale che sia B'N B,, = & per ogni n
e
1
diam(B') > 5 Sup {diam(B"): B" € Be B"N B, = @ per ogni n} .

Allora la collezione di palle B, = {B,}»,U{B’} avrebbe le proprieta (P). Le palle di
B._ sono infatti tra loro disgiunte e, se una qualche palla B” € BB avesse intersezione
non vuota con una delle palle della famiglia B’_, si verificherebbe necessariamente
uno dei due casi seguenti:

e BN B, # @ per qualche n;

e B"NB, = per ognine B'"NB + 2.
Nel primo caso si avrebbe B”" N B,,, # @ e diam(B,,,) > diam(B")/2 per qualche m
poiche le palle { B, },, vengono da famiglie di palle con le proprieta (P). Nell’altro
caso si avrebbe diam(B’) > diam(B")/2 per la scelta di B’. Pertanto, la famiglia
di palle B' = {B, },, U{B"} avrebbe le proprieta (P) e cio violerebbe la massimalita
dell’insieme totalmente ordinato di famiglie di palle con le proprieta (P) a partire
dalle quali sono ottenute le palle { B, },. Qesto completa la dimostrazione di (a).

(b) Per (a), per ogni palla B € B risulta BN B,,, # & per qualche m cosicche, poiché
le palle {B,}, provengono da famiglie di palle di B con le proprieta (P), esiste n
tale che sia BN By, # @ e diam(B,,) > diam(B)/2. Da cio segue B C (5B,,) per la
disuguaglianza triangolare e questo completa la dimostrazione. O

Il lemma di ricoprimento che abbiamo esaminato combinato con le proprieta della
misura di Lebsgue da luogo al teorema di ricoprimento di Vitali per il cui enunciato
€ conveniente introdurre la definizione seguente.

DEFINIZIONE 5.18. Sia A C RY un insieme. Una collezione B di palle chiuse (non
degeneri) tali che

o Ac|J{B: BeB}
e inf {diam(B): z € Be B € B} =0 per ogni = € A;
si dice ricoprimento di Vitali di A. O

Con riferimento alla seconda proprieta, un ricoprimento di Vitali € un ricoprimento
fine ed & sempre possibile assumere che le palle di un ricoprimento di Vitali abbiano
diametro limitato.

TEOREMA 5.19 (G. Vitali). Siano A C R un insieme e B un ricoprimento di Vitali
di A. Allora, esiste una famiglia al pit numerabile di palle B,, € B (n > 1) disgiunte
con le sequenti proprieta:

(a) se |Al. < 400, per ogni e > 0 esiste ng = ng(e) > 1 tale che
n > ng = [A\ (B1U---UB,)|, <¢;

(b) ‘A\ (Un Bn) ’ —0.
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L’insieme A non € necessariamente misurabile.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia V un insieme aperto di RY tale che A C Ve |V| < |A|.+1.
E chiaro che la collezione di palle B’ = {B € B: B C V} & ancora un ricoprimento
di Vitali di A e quindi possiamo supporre direttamente che si abbia B C V per ogni
B eB.

Siano quindi {B,, }, le palle disgiunte di B di Lemma 5.17 cosicché, fissato € > 0, da

> Bl < V] < 4o,
n

segue

58 ) |Ba| <

n>ngo

per ng = ng(e) > 1 opportuno.

Sia quindi n > ng fissato. Se risulta A C ByU---U B,, non c’¢ altro da provare.
Altrimenti, sia z € A\ (B1U---U B,). Poiché B;U---U B,, & chiuso e B & un
ricoprimento fine di A, esiste B € B tale che z € Be BN(B1U---UB,,) = &. Quindi
deve aversi BN By, # @ per qualche k (Lemma 5.17—(a)) e da cio, ragionando come
in Lemma 5.17—(b), segue BN B,,, # & e B C (5B,;,) per qualche m con m che
necessariamente deve essere tale che m > n. Abbiamo cosi provato che risulta

A\ (ByU---UBy,) C | (5Bn)

m>n

per n > ng da cui segue

A\ (B1U---UB,)|, <5Y Y [Bn|<e

m>n
per gli stessi n (Teorema 5.12) e questo prova 'asserto.
(b) Siano {By} le palle disgiunte di B di Lemma 5.17. Si ha allora

A\ﬂJmBm)CA\HiU~~UBw

per ogni n e quindi, se |A|. < 400, (b) segue da (a) per 'arbitrarieta di € > 0.
Se invece risulta |A|, = 400, consideriamo gli insiemi

A, =ANV; con Vi={z: k—1<|z|| <k},
per k > 1 e, supponendo che ogni insieme Ay sia non vuoto, poniamo
BkZ{BGB:BCVk}, k>1.

Ogni famiglia By, € un ricoprimento di Vitali di Ay e le palle di B}, sono disgiunte
dalle palle di By per h # k. Essendo |Ag|. < +oo per ogni k, per quanto visto
prima esistono famiglie al pitt numerabili di palle disgiunte{ B },, C By tali che

4 (U, 55)

Posto {Bp}n, = {BF:m>1ek>1},siha B,NB, =@ perm#ne
A\ (UnB”) ) gZ‘Ak\ (Ume%) +Y 1ANS =0
k

k
(Corollario 5.13) e questo completa la dimostrazione. O

=0, k>1.

11 risultato precedente stabilisce che le palle disgiunte {B,,},, estratte da B ricoprono
tutto A nel senso della misura di Lebesgue. Esso tuttavia non afferma che la misura
di (U,, Bn) \ A sia piccola. Questa proprieta non ¢ in genere vera ma si pud ottenere
quando A & un insieme aperto.
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COROLLARIO 5.20. Sia V C RN un insieme aperto (non vuoto) e sia § > 0. Allora,
esiste una famiglia numerabile { By, },, di palle chiuse (non degeneri) tali che

o 0 <diam(B,) <J e B, CV per ogni n;
e B,NB, =0 perm=#n;
con le sequenti proprieta:
(a) se |V| < 400, per ogni e > 0 esiste ng = no(e) > 1 tale che
[V\(B1U---UBy,)| <¢, n > no;

(m\V\(UnBQ]:u

DIMOSTRAZIONE. L’insieme B formato da tutte le palle chiuse (non degeneri) B
contenute in V' e tali che 0 < diam(B) < ¢ ¢ un ricoprimento di Vitali di V' e la
conclusione segue dal teorema precedente. O

5.2. Funzioni misurabili ed integrabili secondo Lebesgue

Sviluppiamo in questa sezione la terminologia ed alcuni risultati specifici relativi
all’integrazione di funzioni a valori reali o complessi rispetto alla misura di Lebesgue
in RY. Dimostriamo in particolare che, nel caso di funzioni definite su intervalli
della retta, I'integrale secondo Lebesgue che abbiamo sin qui sviluppato coincide
con 1'usuale integrale secondo Riemann quando questo esiste® ed esaminiamo altresi
come caratterizzare le funzioni limitate definite su intervalli che sono Riemann
integrabili.

In tutta questa sezione denotiamo come al solito con K € {R,C} il campo dei
numeri reali o complessi.

Funzioni misurabili ed integrabili in RY. Consideriamo in questa parte la
terminologia ed esaminiamo alcuni risultati specifici relativi alle funzioni misurabili
ed agli integrali nel caso particolare della o —algebra e della misura di Lebesgue in
RY.
Una funzione f: RV — K si dice

o Lebesgue misurabile in RY se f & S(RY)—misurabile;

o Lebesgue integrabile in RY se f & LN—integrabile;

e, nel secondo caso, per denotare I'integrale su un insieme £ € S(RY) scriveremo

brevemente
/E f 0 /E f(z) dx,

LfMN

ove non vi sia ambiguita. Le stesse considerazioni si applicano evidentemente a
funzioni a valori reali estesi f: RY — R, purché l'integrale di f rispetto alla misura
di Lebesgue sia ben definito.

Quando poi ¢ N =1 e l'insieme d’integrazione F ¢ un intervallo I non vuoto di R
di estremi —oco < a =inf I < sup = b < +00, poniamo come consuetudine

-1

3 Questo risultato si estende agli integrali di Riemann delle funzioni di piu variabili reali ed
anche agli integrali di Riemann generalizzati purché assolutamente convergenti.

in luogo di
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Il fatto che il simbolo a destra non distingua se gli estremi di I appartengano
all’insieme di integrazione oppure no e evidentemente irrilevante per le proprieta
dell’integrale. Ancora quando N =1 ed f ¢ integrabile, poniamo come d’uso

o[

quando —oo < a < b < 400 cosicché vale 'usuale formula di additivita dell’integrale
sugli intervalli orientati

/acf—/aber/bcf, a,b,ceR,

indipendentemente dall’ordinamento dei numeri a, b e c.

Nelle applicazioni si incontrano frequentemente funzioni che non sono definite
su tutto RY ma solo su sottoinsiemi. A tali funzioni i risultati precedenti non
sono formalmente applicabili ma questa difficolta puo essere facilmente aggirata
osservando che, se F & un insieme Lebesgue misurabile di RY, la collezione degli
insiemi Lebesgue misurabili contenuti in F, ovvero

S(E)={FeSR"): FCE},

€ una o —algebra di sottoinsiemi di E detta ovviamente o —algebra di Lebesgue in
E e che la restrizione £ della misura di Lebesgue £V ad S(E) ¢ a sua volta una
misura positiva su S(E) detta misura di Lebesgue in E che continueremo ad indicare
con LY. Conseguentemente, dato un insieme Lebesgue misurabile E di RY, una
funzione f: EF — K si dice

o Lebesgue misurabile in E se f ¢ S(E)—misurabile;

o Lebesgue integrabile in E se f & LN integrabile.

In questo modo tutti i risultati relativi agli integrali rispetto alla misura di Lebesgue
in RY si estendono al caso di funzioni f: E — K con E insieme Lebesgue misurabile
di RY. Osserviamo inoltre che, posto

f(z) sexeE

xTr) =
fe(@) { 0 sex ¢ E
si ha che f ¢ Lebesgue misurabile/integrabile su F se e solo se la sua estensione fg
¢ Lebesgue misurabile/integrabile su RY nel qual caso si ha

/Ef: IRNfE~

Inoltre, una funzione f: E — K si dice localmente Lebesgue integrabile in E se f e
Lebesgue misurabile in E e risulta
/ 1] < +oo
K

per ogni insieme compatto K C F.

Anche queste considerazioni si applicano evidentemente al caso di funzioni a valori
reali estesi f: E — R..

Elenchiamo ora alcune condizioni sufficienti per I'integrabilita di funzioni definite su
insiemi di RY. Ci limitiamo qui a considerazioni estremamente elementari le cui
dimostrazioni seguono facilmente dalle considerazioni svolte sino a questo punto.
Non essendoci ambiguita, per evitare di appesantire la terminologia, nel seguito di
questo paragrafo parliamo brevemente di insiemi e funzioni misurabili e di funzioni
integrabili in luogo di Lebesgue misurabili e Lebesgue integrabili rispettivamente.
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TEOREMA 5.21. Siano E C RN un insieme misurabile ed f: E — K una funzione.
Allora,

(a) f continua in E = [ misurabile in E;
(b) |E| < 400 e f misurabile e limitata in E = f integrabile in E;
(¢c) |E| < 400 e f continua e limitata in E = [ integrabile in E.

In particolare, I’affermazione (c) si applica quando F & un insieme compatto K di
RY ed f ¢ una funzione continua in K oppure quando E ¢ un insieme aperto U di
RY ed f & una funzione continua e limitata in U. Una situazione pii1 generale &
descritta nel corollario seguente.

COROLLARIO 5.22. Siano E C RN un insieme misurabile ed f: E — K una funzione
con la seguente proprieta: esiste T C E insieme trascurabile tale che la restrizione
di f ad E\T sia continua. Allora,

(a) f é misurabile in E;
(b) se f é anche limitata in E e |E| < +o00, f ¢ integrabile in E.

Il corollario precedente si applica in particolare al caso in cui I'insieme
D ={x € E: fnoné continua in z}

dei punti di discontinuita di f e trascurabile: se ad esempio U & un insieme aperto
e limitato di RN ed f: U — K & una funzione limitata in U e discontinua in un
insieme al piu numerabile di punti di U, f risulta integrabile in U.

Per quanto riguarda la misurabilita e 'integrabilita di funzioni definite su intervalli
della retta reale, limitiamoci a menzionare esplicitamente il caso delle funzioni a
valori reali monotone: se I & un intervallodi R e f: I — R & una funzione monotona,
f € Borel misurabile in [ e, se f & anche limitata e tale &€ anche l'intervallo I, allora
f risulta integrabile in I. Questo accade in particolare quando I ¢ un intervallo
compatto. La stessa conclusione vale nel caso di una funzione continua a valori
complessi definita su un intervallo compatto di R.

Approssimazione di funzioni misurabili ed integrabili in RY. La restrizione
ad insiemi aperti di RV della misura di Lebesgue ¢ una misura di Radon e quindi
le funzioni Lebesgue misurabili definite in insiemi aperti di RY si approssimano
mediante funzioni continue a supporto compatto (Corollario 3.14). Nel caso della
misura di Lebesgue di RY la validita della versione C* del teorema di Urysohn
(Teorema 1-2.189) consente di realizzare la stessa approssimazione mediante funzioni
C'* a supporto compatto.

Poiché in questa parte intervengono esclusivamente la o —algebra e la misura di
Lebesgue di RV, conveniamo che tutti i riferimenti a misurabilitad e misura siano
alla o —algebra e alla misura di Lebesgue di RY o di un opportuno insieme Lebesgue
misurabile.

TEOREMA 5.23. Siano V. C RN un insieme aperto e f: V. — K una funzione
misurabile in V. Allora, esistono funzioni @, € CX(V) (n > 1) tali che

lim o, (x) = f(z) per q.o. x € V.

n—+oo

Inoltre, se f € limitata risulta

max |pn (z)] < sup |f(z)|,  n=1.
zeV eV

Alla dimostrazione premettiamo la seguente versione C*° per funzioni semplici del
teorema di Lusin.
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LEMMA 5.24. Sia s: RN — K una funzione semplice e misurabile tale che
[{s # 0} [ < +oo.
Per ogni ¢ > 0 esiste p. € C(RYN) tale che

[{pe #stl<e e maxip(z)] < max|s(x)]

DIMOSTRAZIONE. Sia
5(1'):SllEl(‘fL’)—’_”'—’_SnlEn(x)? {EERN,

con s, € Ke s, # 0 perogni mecon Eq,...,FE, insiemi misurabili e disgiunti con
|E,| < +00 per ogni m. Fissato € > 0, per ogni m sia K, un insieme compatto
tale che

€
K.,,CE, e |Em\Km\§2—.
n
Poiché gli insiemi compatti K1, ..., K, sono disgiunti, esistono altrettanti insiemi

aperti V,,, disgiunti tali che
€
K, CV, Vi \ K| < —.
e IVi\ Kl < o

Per la versione C* del teorema di Urysohn (Teorema I-2.189) per ogni m esiste
una funzione ¢,, € C°(RY) tale che K, < ¢ < Vin. Si ha

{om # 1E,} C (Vi \ Ki) U (B \ Kin)
e quindi per la funzione ¢. € C.(RY) definita da
pe(z) = s1p1(x) + - snpn(@),  z €RY,
risulta |{p. # s}| < e. Inoltre, essendo gli insiemi V,,, disgiunti, si ha

max [p(z)| = max [sm|= max |s(z)

e questo completa la dimostrazione. O
DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.23.) Dividiamo la dimostrazione nei due casi se-
guenti.

Caso 1. |V] < +o0.

Sia f;, = min{|f|,h} (b > 1). Poiché V ha misura finita, per un’opportuna
successione strettamente crescente di interi hy (k> 1) si ha

[ {fue # [ <1/2k,  k>1

Per ogni k esiste allora una funzione semplice e misurabile s;: V — K tale che
lsk(@)] < [fn(2)] VeeV e sup sk (@) = fu(2)] < 1/k
S

(Corollario 2.10) e per il lemma precedente a ciascuna funzione sy, possiamo associare
una funzione ¢y € C(V) tale che

< <

o #sd 126 e maxlono)] < max|sy(o)]
Si ha allora
{low = f1 2 1/k} C{lon # se} U{lsk = fril 2 1/k} U{fn. # [} =

= {lor # set U{|fn. # fI}

da cui segue
Hlow = fI = 1/k} < 1/2k+1/2k = 1/k

per ogni k. Pertanto, a meno di sottosuccessioni, risulta ¢ — f quasi ovunque in
V per k — +oo (Corollario 2.74) ed inoltre, nel caso sia f limitata, si ha

< < .
e ow(2)] < max |sk(2)] < sup | f(=)]
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Caso 2. |V| = +oc.

Siano V,, (n > 1) una enumerazione degli insiemi aperti non vuoti
Vn{z: m—1<|z|| <m}, m > 1,

cosicché risulta V'\ (J,, Vi) | = 0. Per ogni n si ha |V, | < +00 e quindi esiste una
successione di funzioni ¢, € C&(V) (k > 1) con supp(¢nr) C V, per ogni k
tale che ¢, 1 — f quasi ovunque in V,, per K — +00. La successione di funzioni
o € C(V) (n > 1) definita da

Spn:SOI,n'i_SDQ,n"_"'SDn,ny n > ]-v
converge a f quasi ovunque in V e infine, se f & limitata in V, si ha
max |¢n (z)| < sup | f ()]
zeV eV
per ogni n poiché la stessa proprieta vale per ogni funzione ¢,, j in V,. O

COROLLARIO 5.25. Siano V. C RN un insieme aperto e f: V — K una funzione
integrabile in 'V tale che

/fso=0, pe (V).
1%

Allora, f(x) =0 per q.o. zx € V.

DIMOSTRAZIONE. Sia E C V un insieme misurabile in RV e siano ¢, € C=(V)
(n > 1) funzioni tali che p,(z) = 1g(z) per q.o x € V con |p,(z)| < 1 per ogni
x € V e per ogni n (Teorema 5.25). Si ha allora

/f: lim pnf=0
E n——+00 \

per il teorema di convergenza dominata e dall’arbitrarieta dell’insieme misurabile
E C V segue la conclusione. O

Concludiamo questa parte con un risultato di approssimazione specifico per le
funzioni di una variabile. Una funzione semplice e misurabile s: R — K della forma

s()= Y Mlp(z), z€R,

1<h<k
con \p, e Kelp (h=1,...,k) intervalli disgiunti si dice funzione a gradini.

PROPOSIZIONE 5.26. Siano I C R un intervallo (non degenere) e f: I — K una
funzione integrabile. Allora, esiste una successione sp: R — K (n > 1) di funzioni
a gradini tali che

(a) sn — f quasi ovungue in I per n — +00;

(b) lim /I|sn—f|:0.

n—-+oo
Inoltre, se f é limitata in I, si possono scegliere le funzioni s, in modo che si abbia

(¢) sup|sn(z)] <sup|f(z)].
zel el

DIMOSTRAZIONE. Siano ¢ > 0 fissato e u.: R — K una funzione semplice e
misurabile tale che

o u. =0in R\ I e |uc(z)| <|f(z)| per ogni z € I;

°/Iua—f|=éf;
I
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(Corollario 2.10). In particolare, u. risulta integrabile in I. Si ha
uE = Z )\hlEh
1<h<k

con coefficienti Ay, ..., A\x € K non nulli e insiemi E, ..., Fy misurabili e disgiunti.
Essendo u. integrabile in I, da A, # 0 segue che deve essere |E}| < +00 per ogni
h cosicché, scelto K > |Ay| per ogni h, per le proprieta della misura di Lebesgue

esistono insiemi aperti e disgiunti Vi, ..., V) contenuti in int(I) tali che risulti
> [VaAEw| < e/3K.
h

Per la funzione semplice e misurabile
te = Z Anly,
h

risulta allora
/|t5 < / . — | + / e — te] < /34 S MlVAAEL] < /3 + /3.
I I I -

Poiché gli insiemi aperti V}, hanno misura finita, per effetto di Lemma 5.10 &
possibile determinare per ogni h una famiglia finita Iy 1,..., I j, (jr > 1) di
intervalli semiaperti a destra, disgiunti e contenuti in V}, tali che

€
i\ (Ip U U )] < ==
| h\( h,1 hv]h) — 3k‘)\h|
Rinumeriamo come [ay,,by) (m = 1,...,n) gli intervalli disgiunti cosi ottenuti

e denotiamo con \,, il coefficiente A} corrispondente all’aperto V; che contiene
lintervallo [a,, by). Per la funzione a gradini s. definita da

Se = Z )\ml[am,bm)
1<m<n
si ha

/\sg—m: S Vi T U+ U L) < /3
I

1<h<k

Jlse-s1<e

Scegliendo € = 1/j e ponendo s; = s1,; per ogni j > 1 si ricava (b) e resta solo da
provare (a). Per la disuguaglianza di Chebychev si ha

EI{ISj—fIZE}IS/I\Sj—f\Sl/J} iz

per ogni € > 0. Pertanto, s; — f in misura in I per j — +oo e quindi s, — f
quasi ovunque in I per n — +oo per un’opportuna sottosuccessione s, = s;,
(Corollario 2.74).

Infine, e evidente dalla costruzione delle funzioni a gradini s, che, qualora sia
|f(z)| < M per ogni = € I per qualche M > 0, si abbia anche |s,(z)] < M per ogni
ren. O

da cui segue infine

Integrale di Riemann e integrale di Lebesgue. Sviluppiamo in questa parte
alcune considerazioni relative all’integrale di Riemann per funzioni di una variabile
reale alla luce della definizione di integrale secondo Lebesgue, dimostrando in
particolare I'uguaglianza tra i due tipi di integrale quando il primo esiste. Per la
definizione e le proprieta dell’integrale di Riemann di funzioni di una variabilie reale
rinviamo a [4] o [14].
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Sia f:[a,b] - K (—00 < a < b < 4+00) una funzione limitata. Onde evitare
ambiguita oppure 'uso di noiose circonlocuzioni, conveniamo temporaneamente di
denotare gli integrali secondo Riemann e secondo Lebesgue di f sull’intervallo [a, ]
(qualora esistano) con i simboli

b b
R - / f e L - / f
a a
rispettivamente. Vale allora il risultato seguente.

TEOREMA 5.27. Sia f: [a,b] — K una funzione Riemann integrabile in [a,b]. Allora,
| é Lebesgue integrabile in [a,b] e si ha

R—/absz—/abf.

In breve, I'integrale secondo Lebesgue estende l'integrale secondo Riemann. La
funzione di Dirichlet f = 1g € un esempio di funzione che & Lebesgue integrabile
nell’intervallo [0, 1] ma che non & Riemann integrabile nello stesso intervallo. Un
ulteriore esempio della stessa situazione ¢ dato dalla funzione caratteristica g = 1¢
dell’insieme di Cantor C' (Esempio 5.14 e Teorema 5.28). Il risultato precedente
si estende agli integrali di Riemann in piu variabili ed agli integrali di Riemann
generalizzati assolutamente convergenti per i quali rinviamo a [23].

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue facilmente dalla definizione di integrale
secondo Riemann per la quale rinviamo ad esempio a [4] o [14].

Poniamo per brevita I = [a,b] e senza perdita di generalitd supponiamo f reale.
Essendo f Riemann integrabile in I per ipotesi, per ogni n > 1 esiste una suddivisione
P,={a=tho <tp1 <---<tyg, =b}diI (k,>1) tale che, posto

My =inf {f(t): tar1 <t <tni}
M =sup {f(t): tpp—1 <t <tny}
e denotate con

Si(fapn):ZMik (tn,k_tn,kfl)» n>1,
k

le somme di Riemann inferiori e superiori di f relative alla suddivisione P, si ha
0<S*(f,P,) — S (f,P,) <1/n per ogni n. Inoltre, possiamo supporre che sia
P,, C P, 41 per ogni n. Posto quindi

. [tnk—t1stng) 1<k<k,—1 . a, , = inf {ft): te .}
n,k —
[tn.ken—1,0] k=k, a;k = sup {f(t) i te In,k} ,
le funzioni a gradini definite da
S’I:"L: = Z a’l’il,kljn,k’ n =1,
k

sono funzioni Borel misurabili e tali che s, <s,,; < f<sf  <stinle

b

b
S=(f,P,) gL—/ s, gL—/ s < ST(f,Py)

per ogni n. Le funzioni definite da s~ = sup,, s;; e sT = inf,, s;” sono quindi Borel
misurabili e tali che s~ < f <sTin[le

L—/ab(s+—s_)=0.
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Quindi, risulta s™ = s~ quasi ovunque in I e questo prova che f & Lebesgue
misurabile in I. Infine, da

b b b
per ogni n segue 'uguaglianza dell’integrale di Riemann e di Lebesgue di f. O

Possiamo infine utilizzare la misura di Lebesgue per caratterizzare le funzioni limitate
Riemann integrabili.

TEOREMA 5.28 (H. Lebesgue). Sia f: [a,b] — K una funzione limitata e sia
D={z€a,b]: fnoné continua in z}

Uinsieme dei punti di discontinuita di f. Allora, le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(a) f & Riemann integrabile in [a,b];

(b) Uinsieme D é Lebesgue trascurabile.

In altre parole, una funzione limitata su un intervallo compatto [a,b] ¢ Riemann
integrabile se e solo se ¢ continua quasi ovunque in [a,b]. Per quanto possa essere
evidente, ¢ comunque opportuno evidenziare che ’ipotesi che I'insieme D dei punti di
discontinuita di f sia trascurabile non significa che esista una funzione g: [a,b] — K
continua tale che I'insieme {g # f} sia trascurabile né & sufficiente che esista un
insieme trascurabile T C [a,b] tale che la restrizione fij, ypr di f a [a,b] \ T sia
continua.

DiMOSTRAZIONE. Non & restrittivo suppporre che f sia reale.

(a) Sia f Riemann integrabile sull’intervallo [a,b] e, con le notazioni della dimostra-
zione di Teorema 5.27, poniamo

T={s <st}uU <UP”>

cosicché risulta |T'| = 0. Proviamo che f & continua in ogni punto z € [a,b] \ T
Fissati dunque x € [a,b]\T ed € > 0, sian > 1 tale che risulti 0 < s/ (z) —s;, (z) < e.
Esiste allora k' € {1,...,k,} tale che t,, 1 < & <ty € st(y) = af  per ogni
tng—1 <Y < tpi. Quindi, scelto 0 < 0 < min{t, pr—x,x—tn -1}, pef ly—z| <6
risulta

0<[f(y) = f@) <o —ag o = sy (2) — s, (2) <e.

(b) Sia ora |D| = 0 e sia M > 0 tale che risulti |f(z)] < M per ogni = € [a,b].
Fissato € > 0, esistono {I;}; intervalli compatti e non degeneri di R per i quali
risulta D C |J, I e

(%) > | < e/AM
k

e possiamo sostituire ad essi altrettanti intervalli aperti che denotiamo ancora con
Ij; in modo tale che () continui a valere. La funzione f & continua in ogni punto di

K =la,b]\ <UIk>

e quindi ad ogni punto x € K possiamo associare un intervallo I, aperto in R
contenente x tale che si abbia

sup {1(s2) = f()] i € L0 o8] (i = 1,2)} < g™
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Pertanto, {I}r U {I; : * € K} & un ricoprimento aperto di [a, b] e quindi ammette
un sottoricoprimento finito, diciamo Ji,...,J, per qualche n > 1. Supponendo
che tale ricoprimento sia minimale, possiamo supporre che esista una suddivisione
P={a=ty <t <---<t,=>} dell'intervallo [a,b] e che gli intervalli Jy,...,J,
siano numerati in modo che risulti [t;,—1,tm] C Jp per ogni m. Quindi, ogni
intervallo [t;,—1,t,] della suddivisione P di [a,b] & contenuto in uno degli intervalli
{Ix}x per i quali si ha (%) oppure & tale che risulti

sup {[£(2) = F0)| =ty < 9 Sl (1= 1.2)} < g,

(b—a)

Pertanto, per le somme di Riemann inferiore e superiore di f relative alla suddivisione
P si ha

0<SH(f,P)=5(f,P) <

!/ 1
< (M = My) (b = tm1) + Y (M} = M) (b — tim1) <
m m
ove la prima sommatoria & estesa agli indici m relativi ad intervalli [¢,,_1, ] del
primo tipo e la seconda agli indici corrispondenti ad intervalli del secondo tipo
cosicché si ha, proseguendo la disuguaglianza

I3 g "
<oM- 4 = Nt — 1) <
= M 2 —a) Zm:( =e

e questo prova la tesi. O

5.3. Questioni di non misurabilita

La costruzione della o —algebra e della misura di Lebesgue in RY lascia aperte due
domande naturali: esistono insiemi che non siano Lebesgue misurabili? Ed esistono
insiemi Lebesgue misurabili che non siano anche Borel misurabili? La risposta ad
entrambe le domande ¢ affermativa in ogni dimensione.

In tutta questa sezione come nella precedente, in assenza di diversa esplicita indica-
zione, ogni riferimento a misurabilita e misura € di intendersi riferito alla o —algebra
e alla misura di Lebesgue in RY.

Insiemi non misurabili secondo Lebesgue. Presentiamo in questa parte la
costruzione di un insieme non misurabile secondo Lebesgue dovuta a G. Vitali.
Questa costruzione utilizza 'assioma della scelta e muove dalla seguente proprieta
degli insiemi di misura positiva: benché un insieme di misura positiva F possa essere
privo di punti interni, cio non puo accadere per l'insieme delle differenze £ — E.

TEOREMA 5.29 (H. Steinhaus). Sia E € S(RY) un insieme misurabile in RN con
|E| > 0. Allora, int (E — E) # @.

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre che sia |E| < +00 cosicché, essendo
F un insieme misurabile con misura positiva, esistono K compatto e V aperto con
KCECVelO<|K|<|V|<2|K]|. Sia quindi 0 < r < d(K,V®) e proviamo che
risulta x € K — K per ogni = con ||z|| < r. A questo scopo, consideriamo gli insiemi
compatti K ed x + K. Entrambi sono contenuti in V' poiché ||z|| < r e non possono
essere disgiunti altrimenti si avrebbe

21K =|K|+ |z + K| =|KU(z+ K)| <|V| < 2|K|.

Da KN (z+ K) # @ segue x € K — K e quindi E — E risulta essere un intorno
dell’origine. O
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Introduciamo ora la seguente relazione d’equivalenza in RY: due vettori =,y € RV
si dicono razionalmente equivalenti se risulta

z—yeQV
e in tal caso si scrive 2 = y mod (QV) o brevemente z = .
Le cui classi d’equivalenza della relazione cosi definita sono le classi laterali del
sottogruppo QV del gruppo additivo (R, +). Essendo questo un gruppo abeliano,
QY ne & un sottogruppo normale e I'insieme quoziente R/ = & a sua volta un
gruppo abeliano rispetto all’operazione indotta su di esso da RYN.
Chiamiamo insieme di Vitali in RN ogni insieme V di RY contenente uno ed un
solo elemento di ciascuna classe d’equivalenza di RY / =.
L’esistenza di insiemi di Vitali in RY & garantita dalla validita dell’assioma della
scelta. Proviamo ora che nessun insieme di Vitali in RY & misurabile.

TEOREMA 5.30 (G. Vitali). Sia V un insieme di Vitali in RYN. Allora, V non é
misurabile.

DIMOSTRAZIONE. Posto V, = ¢+ V con g € QV, risulta
o Vo, NVg, = @ per 1 # qa;
o U{V;: ¢ QV} =RY;
e int (V, — V,) = & per ogni ¢ € QV.

Infatti, le prime due affermazioni sono ovvie e, se fosse int (V; — V) # @ per qualche
q € QN esisterebbe p € QY con p # 0 della forma p = (z + q) — (y + q) per qualche
z,y € V. Quindi z ed y sarebbero razionalmente equivalenti e cio contraddirebbe
la definizione di V.

Se V fosse misurabile, tali sarebbero tutti i traslati V; che quindi dovrebbero avere
misura positiva per le prime due proprieta elencate sopra e per 'invarianza per
traslazioni della misura di Lebesgue. Ma in tal caso la differenza V, — V; avrebbe
interno non vuoto (Teorema 5.29) in contraddizione con la terza affermazione. O

Dalla dimostrazione del teorema precedente ricaviamo anche che non esiste alcuna
misura numerabilmente additiva “naturale” e non banale (non identicamente nulla)
definita su tutti i sottoinsiemi di RY dove l'aggettivo naturale sta ad indicare che la
misura e invariante per traslazioni e finita sugli insiemi limitati. Piti precisamente,
non esiste nessuna misura positiva g: P(RY) — [0, +00] non banale con le seguenti
proprieta:

o u(A) = p(A+x) per ogni A C RN ed z € RY;
e iu(B) < +o0 se B C RY ¢ limitato.

Infatti, nella definizione di insieme di Vitali V' si puo assumere che sia V' C [0,1]. In
tal caso, dalle prime due proprieta di V; elencate nella dimostrazione di Teorema 5.29
e dall’ipotesi che p sia invariante per traslazioni e finita sugli insiemi limitati
seguirebbe necessariamente (V) = 0 e dunque p sarebbe banale. E possibile
tuttavia costruire una misura positiva con tali proprieta se si accetta di sostituire la
numerabile additivita con la finita additivita (Esempio 77?).

Esaminiamo ora piu dettagliatamente la dislocazione — per cosi dire — degli insiemi
non misurabili e la loro relazione con gli insiemi misurabili. A tal fine, ¢ utile la
seguente variante per la misura di Lebesgue della condizione di misurabilita di
Caratheodory (Teorema 1.37).

LEMMA 5.31. Sia E € S(RY) un insieme misurabile in RN con |E| < +oc0 e sia
A C E un suo sottoinsieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) A ¢é misurabile in RY;
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(b) |E[ = |Al« + [E\ Al

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che (b) implica (a), essendo 'altra implica-
zione ovvia.

Sia B € B(R™) un insieme di Borel in R tale che risulti E\ A C B e |B| = |Al..
L’esistenza di tale insieme & conseguenza della definizione stessa di misura di
Lebesgue in RY. Si ha E\ A C EN B C B e quindi risulta

[ENA[ < |[ENB[ < [B|=[E\ Al
ciot¢ |ENB| = |E \ Al.. Si ha allora
Bl = |[ENB|+|E\ Bl = |E\ Al, + |E\ B
cosicché deve essere |[E N B| = | A|. per P'uguaglianza in (b). Risulta infine
E\BCE\(E\A)=EnNAcCA
e la conclusione segue quindi da Corollario 1.39. (]

TEOREMA 5.32. Sia E € S(RY) un insieme misurabile in RN con |E| > 0. Allora,

(a) esiste un insieme A C E che non ¢ misurabile in RN ;
(b) se 0 < |E| < 400, esistono A, B ¢ S(RN) tali che

e ANB=@e¢eAUB=E;

° |E| < |Al« + | Bl«-

La prima affermazione mostra che gli insiemi non misurabili non sono confinati in
qualche parte “sfortunata” di RY ma sono — per cosi dire — dappertutto e la seconda
affermazione garantisce che ogni insieme Lebesgue misurabile di misura positiva e
finita si scompone in due parti non misurabili.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia E,, = ENV,, ove V & un insieme di Vitali e {g,}, = QY
& un’enumerazione dei punti a coordinate razionali. Se ogni FE,, fosse misurabile, si
avrebbe |E,| > 0 per qualche n da cui seguirebbe

@ #int (B, — E,) Cint(V,, — V)
e ci6 contraddirebbe le proprieta degli insiemi di Vitali.

(b) Sia A C E un insieme che non & Lebesgue misurabile e sia B = E \ A. Se fosse
|E| = |A|«+|B|x, gli insiemi A, B sarebbero Lebesgue misurabili (Lemma 5.31). O

A conclusione di questa discussione sugli insiemi non misurabili, modifichiamo la
costruzione di Vitali in modo da suddividere tutto lo spazio RY in due parti non
misurabili secondo Lebesgue aventi la proprieta di non contenere insiemi misurabili
se non ovviamente quelli di misura nulla o equivalentemente di tagliare in modo
non banale ogni insieme misurabile di misura positiva.

TEOREMA 5.33. Esiste un insieme A C RN con la sequente proprieta: per ogni
insieme E € S(RY) misurabile in RN si ha

E C A oppure E C A° = |E| = 0.
Per la dimostrazione & opportuno introdurre le notazioni seguenti: siano
Z;)V: {m: (m',...,m"): m™ pari per ogni n = 1,...,N};
7y = {m: (m',...,m"): m™ pari per ogni n = 1,...7N};

i sottoinsiemi di Z%~ formati dai vettori con tutte le componenti pari e con tutte le
componenti dispari rispettivamente e sia G il sottogruppo del gruppo additivo R
definito da

G:{q—&-\@m: qEQNemEZQ[UZé\’}.
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formato dai vettori della forma g = ¢++v/2m con ¢ € QN e m = (m!,... m") e ZV
aventi componenti m™ tutte pari o tutte dispari. In analogia con quanto fatto in
precedenza, conveniamo di definire quindi G - equivalenti due vettori z,y € RV
quando risulta

r—yeG
e di scrivere in tal caso x = y mod (G) o brevemente =g y. La relazione cosi
definita ¢ evidentemente una relazione di equivalenza in RY.
Chiamiamo allora insieme di Vitali di tipo G in RY ogni insieme V di RY contenente
uno ed un solo elemento di ciascuna classe d’equivalenza di RY/ =¢.
Anche in questo caso l'esistenza di insiemi siffatti ¢ garantita dalla validita dell’as-
sioma della scelta. Possiamo ora procedere alla dimostrazione di Teorema 5.33.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo
Gp:{g:qu\/im: qGQNemGZfDV};
Gd:{g=q+\/§m: qEQNemEfo}.
Chiaramente G, ¢ un sottosgruppo di G e risulta
G=G,UGy e G,NGy = 2.
Inoltre, G, e G4 sono densi in R e risulta
Ga=V2(e1+-+en)+Gp

ove {e1,,...,ex} denota la base caonica di RY.
Sia V c R¥ un insieme di Vitali di tipo G. Posto Vy = g+V per g € G, esattamente
come in Teorema 5.30 si ha

d Vgl OV92 = O per g1 # ¢2;

o U{Vy: g€ G} =RY;

e int (Vy, —V,) = & per ogni g € G.
Sia quindi A I'insieme definito da

A= Ve

geGy

Consideriamo allora un insieme misurabile E di RY tale che E C A. Se fosse |E| > 0,
si avrebbe int (F — E) # @ e quindi, essendo G4 denso in RY, esisterebbero g € G4
egi€ Gpev, €V (i =1,2) tali che risulti

g=(g1+v1)—(g2+v2) ovvero g+ (g2 —g1)=v1 —va.

Essendo g+ (g2 — g1) # 0, 1 vettori v; e vy sarebbero G—equivalenti e cio & assurdo.
Consideriamo infine un insieme misurabile E di R" tale che E C A°. Si ha

A= | Vy=V2er+-+en)+ A
9€Gq

da cui segue E — \@(61 + -+ eny) C A Essendo E misurabile in RY, anche
E —/2(e; +--- +en) ¢ tale cosicché risulta |E| = |E — v/2(ey 4+ - -+ en)| = 0 per
quanto provato prima e questo completa la dimostrazione. O

Insiemi misurabili secondo Lebesgue ma non secondo Borel. L’esistenza
di insiemi Lebesgue misurabili che non siano pero Borel misurabili in R puo essere
dedotta in modo indiretto sulla base di un argomento di cardinalita. Infatti, I'insieme
di Cantor C' (Esempio 5.14) ¢ equipotente all’intervallo [0,1] ed & trascurabile per
la misura di Lebesgue cosicché dalla completezza della misura di Lebesgue si deduce
che la o —algebra di Lebesgue S(R) ha cardinalita 2¢. D’altro canto, la o —algebra di
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Borel B(R) ha cardinalita ¢ (Corollario 1.12. Poiché ¢ < 2¢ per il teorema di Cantor,
esistono 2¢ insiemi di R che sono Lebesgue misurabili ma non Borel misurabili.
Una dimostrazione alternativa e piu costruttiva dell’esistenza di insiemi Lebesgue
misurabili che non sono Borel misurabili utilizza l'insieme di Cantor C' (Esem-
pio 5.14) e la funzione di Cantor—Vitali che costruiremo esplicitamente nella sezione
successiva (Esempio 6.6). Ci limitiamo qui ad evidenziarne le proprieta necessarie
alla presente costruzione. La funzione di Cantor—Vitali V: [0,1] — R gode delle
seguenti proprieta:

(a) V & continua, crescente e tale che V ([0, 1]) = [0, 1];
(b) V & costante su ogni componente connessa di [0, 1]\ C.

Poiché l'insieme [0,1] \ C' & un aperto di R, le sue componenti connesse sono al
pitt numerabili (in effetti numerabili), cioé esiste una famiglia numerabile {.J,,},, di
intervalli aperti, non vuoti e disgiunti di R tale che si abbia [0,1]\ C = J,, Jn. Si
ha quindi

= [0, 1\ C| = |/l
e, alla luce di (b), poniamo y,, = V(J,,) per ogni n cosicché si ha V ([0, 1]\C) = {yn }n.
Sia quindi ®: [0,1] — R la funzione definita da

O(z) =z +V(x), €[0,1].
Essa & continua, strettamente crescente e tale che ®([0, 1]) = [0, 2] cosicché ® & un
omeomorfismo di [0,1] su [0,2]. Inoltre, si ha ®([0,1]\ C) =U,, (yn + J») e da cio

segue
[@([0,1]\ C)] Z|yn+J|—Z|J|—1

cosicché da
2 =[®([0,1))] = |@(C)| + |®([0,1] \ O)|

segue |®(C)| > 1. Abbiamo cosi provato che ® ¢ una funzione continua che manda
I'insieme di Cantor avente misura nulla in un insieme compatto ®(C) di misura
di positiva’. Poiché |<I>(C)| > 1, esiste un insieme A C ®(C') non misurabile
(Teorema 5.32—(a)). Quindi, ®~!(A) ¢ un insieme misurabile poiché contenuto
in C' che ha misura nulla ma non puo essere un insieme Borel misurabile perche
altrimenti anche A sarebbe tale essendo ® un omeomorfismo (Esercizio 1.4).

Paradosso di Banach—Tarski. Illustriamo in quest’ultima parte una sorprendente
conseguenza dell’ esistenza di insiemi non misurabili.
Siano A e B due insiemi di R". Diremo che essi sono equiscomponibili se esistono
due partizioni {A;,...,A,} e {B1,...,B,} di A e B rispettivamente ed altrettante
rototraslazioni ®,,(r) = R, + o, * € RN (z,, € RN e R,,, € SO(N) per ogni
m) tali che

B, = 9,,(An), m=1,...,n

In tal caso scriveremo A ~ B. E chiaro che la relazione appena introdotta & una
relazione d’equivalenza. Denotata con B la palla chiusa di raggio unitario e centro
nell’origine, possiamo enunciare il seguente sorprendente risultato.

TEOREMA 5.34 (S. Banach—A. Tarski). Sia B = B1[0] la palla chiusa di R? di raggio
unitario e centro nell’origine e sia xo € R® un vettore con ||zl > 0. Allora,

4Nella terminolgia della successiva Sezione 5.5, ® non & una N —funzione.
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E evidente che la scomposizione di B e dell’unione delle sue due copie B e B + zq €
fatta mediante insiemi non misurabili secondo Lebesgue ed ¢ possibile dimostrare
che la scomposizione puo essere realizzata con esattamente cinque pezzi ma non
con meno. Per questo e per molti altri risultati su questo e su argomenti collegati
rinviamo a [20] o a [26].

La natura paradossale di questo risultato risiede in realta solo nel pregiudizio ingenuo
consistente nel ritenere che ogni insieme possa essere misurato in modo naturale
e che la misura sia preservata dalle rototraslazioni. A ben vedere, il paradosso di
Banach—Tarski non ¢ — per cosi dire — piu paradossale della rassicurante e familiare
proprieta di Dedekind degli insiemi infiniti di cui in fondo & una variante.
Osserviamo inoltre che il paradosso di Banach—Tarski permette di escludere 1'esisten-
za di una funzione d’insiemi finitamente additiva pu: P(R?) — [0, +-oc] invariante
per rototraslazioni e non banale (qui s’intende tale che 0 < p(B) < 4+00). Come gia
osservato in precedenza, la non esistenza di una misura numerabilmente additiva
con la stessa proprieta ¢ conseguenza in particolare della costruzione di Vitali di
insiemi non misurabili secondo Lebesgue.

Il paradosso di Banach—Tarski vale in dimensione N > 3 ma non vale in dimensione
N < 2. Per N = 1,2 ¢ effettivamente possibile costruire una funzione positiva
finitamente additiva definita su tutti i sottoinsiemi di R che sia invariante per
rototraslazioni e non banale ([]). Il motivo di questa sorprendente differenza ¢ di
natura algebrica: il gruppo SO(3) delle rotazioni di R? contiene un sottogruppo libero
con due generatori e lo stesso vale per SO(N) con N > 3 mentre tutte le rotazioni di
SO(2) commutano tra loro cosicché SO(2) non possiede alcun sottogruppo siffatto.
L’esitenza di tale sottogruppo consente una decomposizione di SO(3) simile in
qualche modo a quella utilizzata nella costruzione di Vitali a partire dalla quale si
ottiene in modo non banale la tesi. Rinviamo ancora a [26] per la dimostrazione ed
un’ampia trattazione del problema.

5.4. La misura di Lebesgue come misura prodotto

Identificando lo spazio euclideo RM*+ con il prodotto cartesiano RMx RY, la misura
di Lebesgue in RM T risulta essere il completamento della misura prodotto della
misura di Lebesgue in RM e della misura di Lebesgue in RY ed & pertanto possibile
applicare alla misura di Lebesgue in RM*¥ i risultati esaminati in Sezione 2.4 ed
in particolare i teoremi di Fubini-Tonelli (Teoremi 2.60 e 2.61). Presentiamo in
questa parte una dimostrazione di tali risultati elementare e specifica per la misura
di Lebesgue che prescinde dai risultati astratti sul prodotto di misure.

Poiché in questa sezione interverranno soltanto la o —algebra e la misura di Lebe-
sgue di RN, ogni riferimento a misurabilita e integrabilita in RY senza ulteriori
specificazioni saranno sempre riferite alla o —algebra e alla misura di Lebesgue in
RY.

La misura di Lebsgue come misura prodotto. Utilizziamo in questa parte le
notazioni gia introdotte in Sezione 2.4. Identifichiamo dunque lo spazio euclideo
RM+N (M, N > 1) con il prodotto cartesiano RM™ x R¥ rappresentando conseguen-
temente i vettori di RM*¥ nella forma

(z,y) € RMTN conz e RMeyeRY

e denotiamo quindi con m € L(RM x RY RM) e 7y € L(RM x RN RY) le proiezioni
canoniche sui due fattori. Denotiamo inoltre con £M® £V la misura prodotto delle
misure di Lebesgue in RM e RY definita sulla o —algebra prodotto S(R™) @ S(RY)
delle o —algebre di Lebesgue S(RM) e S(RY) di RM e RV rispettivamente.
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Il teorema seguente illustra la relazione tra la misura di Lebesgue LM+ definita
sulla o —algebra S(RM x RY) di RM x RY e la misura prodotto LM @ LV definita
sulla o —algebra prodotto S(RM) @ S(RY).

TEOREMA 5.35. Valgono le sequenti affermazioni:

(a) SRM)® S(RY) c S(RM x RN);

(b) LMAN = Mg LN sy S(RM) @ S(RY);

(c) LMAN ¢ il completamento di LM @ LN,
DIMOSTRAZIONE. (a) Siano E; C RM e E; € RY due insiemi misurabili di RM e
RY rispettivamente. Risulta allora

E1:B1UT1 (§] E2:B2uT2
con B € B(RM) e By € B(R") insiemi di Borel di RM e RY rispettivamente e T} C
RM ¢ T, C RY insiemi trascurabili di RM e R rispettivamente (Corollario 5.7 (c)).
Si ha dunque
El X E2 = (Bl X BQ) @] (Bl X TQ) U (Tl X BQ) U (Tl X TQ)
e, poiché B x By & un insieme di Borel in RMx R (Esercizio 1.4) e i restanti insiemi
By xTy, Ty x By e Ty x Ty sono trascurabili in RMx RY | risulta Eqx Ey € S(RMX RN)
e la conclusione segue dalla definizione di o —algebra prodotto.
(b) Sia R un rettangolo compatto di RM x RY. Allora, R & della forma R =S x T
con S, T rettangoli compatti di RM e RY e si ha
LMIN(S % T) = LM(S)LN(T).

Siano quindi V e W insiemi aperti di RM e R¥ rispettivamente. Gli aperti Ve W
sono unione numerabile di cubi diadici non sovrapposti {S;}; e {T}}; (Lemma 5.10).

Si ha allora
U=V xW= (U&) Un | =Usix
i J i,
cosicché, essendo anche i rettangoli S; x T} non sovrapposti, risulta

LMY =3 LN x Ty) =Y LM(S) LN(T) =

—<Z£M(si>> > LN | = £MV)LN W),

Siano quindi H e K insiemi compatti di R™ e RY rispettivamente. Per ogni coppia
di insiemi aperti Ve W di R™ e RY tali che H C V e K C W si ha

LYMINH x K) < LNV < W) = M) N (W)
e da cio segue
LYMNH x K) < £Y(H)LY(K)
per la regolarita esterna della misura di Lebesgue. Viceversa, sia U aperto di

RM x RN tale che H x K C U. Esistono allora V e W insiemi aperti di R™ e RN
rispettivamente tali che risulti H x K C V x W C U. Si ha allora

LMAN@Y > LMNY x W) = LMV eNW) > LM(H) LY (K)
e da cio segue
LMTNH x K) > LM(H)LY(K).
Abbiamo cosi provato che risulta
LYINY W) =MWENW) e LMTNH x K) = £M(H)LV(K)



5.4. LA MISURA DI LEBESGUE COME MISURA PRODOTTO 183

per V e W aperti di RM e RY rispettivamente e per H e K compatti di RM ¢ RV
rispettivamente. Consideriamo infine due insiemi misurabili e limitati £ e F' di RM™
e RN rispettivamente. Per ogni scelta di insiemi H, K compatti e U,V aperti tali
che HCECUeKCF CVsiha

LMH)LN(K) = LMV HXK) < LMYNEXF) < LMNU V) = U0) LN (V)

da cui segue LYTN(E x F) = LM(E)LN(F) (Corollario 5.8) e la stessa uguaglianza
si estende ad insiemi E e F misurabili di RM e R ma non necessariamente limitati
per approssimazione.

Abbiamo cosi provato che risulta LM+t = LM @ £V su S(RM) x S(RY) e quindi
la stessa uguaglianza si estende alla o —algebra prodotto S(RM) ® S(RY) (Teore-
ma 1.47).

(c) Consideriamo dapprima un insieme E € S(RM x RY). Esistono allora due
insiemi di Borel B* € B(RM x R™) tali che risulti

B-CcEcCBT e [MTN(B*\B7)=0.
Poiché risulta B(RM x RY) = B(RM) x B(RY) (Esercizio 2.16) e LM+N = Mg N
su S(RM) @ S(RY) per (b), il completamento di LM @ LV estende £LM+V: deno-
tata con (S(RM)® S(RN))* la o —algebra e con (LY ® EN)* la misura ottenute

come completamento della misura prodotto LM @ £V definita su S(RM) @ S(RY)
(Proposizione 1.28), risulta allora

SRMxRY) c (S®M) @ S(RM))" e LMFN = (LMe L£N)" su S(RM x RY).
Viceversa, consideriamo un insieme E € (S(RM) @ S(RY ))* Esistono allora due
insiemi E* € S(RM) @ S(RY) tali che risulti

E-CcEcCE"Y e [MecLNET\ET)=0.
Da S(RM)® S(RY) c S(RMx RN) e LM+N = Mg £N su S(RM) @ S(RY) segue
EcSRMxRY) e LMINE)= (LMo LN (B)

e questo conclude la dimostrazione. O

Teoremi di Tonelli e Fubini per la misura di Lebesgue. Come abbiamo visto
nel paragrafo precedente, la misura di Lebesgue in R™ x RN ¢ il completamento
dellla misura prodotto delle misure di Lebesgue in RM e RY cosicché per la misura di
Lebesgue in RMxRY valgono in particolare i teoremi di Fubini-Tonelli (Teoremi 2.60
e 2.61) che riconducono il calcolo di misure e integrali in R™ x R al calcolo di
integrali iterati. Presentiamo in questa parte una dimostrazione diretta ed elementare
di tali risultati per la misura di Lebesgue in R™ x R¥ che non fa uso della nozione
di prodotto di misure.

Utilizziamo anche in questa parte le notazioni di Sezione 2.4: identifichiamo lo spazio
euclideo RM+N (M N > 1) con il prodotto cartesiano RM x RY rappresentando i
vettori di RM+¥ npella forma

(x,y) € RMHN conz € RM ey e RY

e denotiamo con 1 € L(RM x RN RM) e my € L(RM x RN, RY) le proiezioni cano-
niche sui due fattori. Denotiamo inoltre con

Exz{yeRN:(x,y)EE} e Ey:{a:E]RM:(x,y)EE}

le sezioni di un insieme £ C RMx RN ad € RM ed y € RV fissati. Analogamente
denotiamo con

fw(y):f(x7y)7 y €k, € fa:(y):f(mvy)7 y € b,
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le sezioni ad = € m1(F) e y € mo(F) fissati di una funzione f: F — Z a valori in un
insieme arbitrario.
Il teorema seguente fornisce la formula di riduzione per la misura di Lebesgue.

TEOREMA 5.36. Sia E C RM x RN un insieme misurabile in RM x RN . Allora,
esiste T C RM insieme trascurabile in RM tale che
(a) la sezione E, ¢ misurabile in RN per ogni x € RM\ T;

(b) la funzione

LN(E,) sexeRM\T
(@) = { (E.) \
400 sexeT
¢ miasurabile in RM e si ha
(*) LMN(E) = mp(z)dcM(z).
RM
Con abuso di notazione 'uguaglianza in (x) si riscrive in maniera pitt suggestiva
nella forma seguente
LMINE) = LN(E,) dLM(z).
RM

Vale inoltre ovviamente un analogo enunciato in cui i ruoli dei due fattori RM e RV

sono scambiati.
La dimostrazione di Teorema 5.36 si articola nei lemmi seguenti relativi rispettiva-
mente al caso di un insieme E = U aperto e di un insieme £ = K compatto.

LEMMA 5.37. Sia U C RM x RN un insieme aperto. Allora,

(a) la sezione U, & un insieme aperto in RN per ogni v € RM ;
(b) la funzione x € RM — LN(U,) € [0,+0oc] é Borel misurabile in RM e
st ha

LMENT) = LNU,) deM(x).
RM

DIMOSTRAZIONE. Le sezioni di un insieme aperto sono aperte e quindi occorre
provare solo (b). Sia

R=la'b') x - x [aM+N pMFN)

(@™ <b™m=1,...,M + N) un rettangolo semiaperto di R™ x R¥. Allora R &
della forma R = S x T con S e T rettangoli semiaperti di RM e R rispettivamente.
Si ha allora LY+N(R) = £LM(S)LN(T) e

LY(R,) = LN(T)1g(z), zeRM,
cosicché la funzione z € RM — LN(R,) € [0, +00] ¢ Borel misurabile in RM.
Siano quindi R; = S; x T; (j > 1) rettangoli semiaperti e disgiunti di RM x R tali
che J; Rj = U (Lemma 5.10). Posto I, = {j : = € S;} per ogni z € RM i ha

U.=J T

jels
e per ji,j2 € I, con ji # jo risulta T, N1}, = @ cosicche si ha
LNU,) = > LNy =Y LT, (x),  weRM,
S J
La funzione x € RM — LN(U,) € [0, +00] ¢ quindi Borel misurabile in RM e si ha

£V AL (@) = 3L [ 15, (@) 4L ) =

RM
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= 3 £M(S)LNT) = 3 LRy = LN )
J J

e questo completa la dimostrazione. O

LEMMA 5.38. Sia K C RM x RN un insieme compatto. Allora,

(a) la sezione K, ¢ un insieme compatto in RN per ogni x € RM;
(b) la funzione x € RM — LN(K,) € [0, +00) ¢ Borel misurabile in R ¢
si ha
LYN(K) = LN(K,)deM(x).
RM

DIMOSTRAZIONE. Le sezioni di un insieme compatto sono insiemi compatti (Teo-
rema 1-2.44) e quindi occorre provare solo (b). Siano a tal fine V; (j > 1) insiemi
aperti e limitati tali che sia V11 C V; per ogni j e K = ﬂj V;. Si ha allora

K, = mJ(VJ)w € LK) = jEIJPoo L‘N«VJ)JC)

per ogni x € RM per la continuita della misura lungo le successioni decrescenti di
insiemi di misura finita e quindi la funzione x € RM s LN(K,) € [0, +00) risulta
Borel misurabile in RM. Infine da

0< LVK,) < L¥(V),), xeRM,

per ogni z € RM e da

LN (V1)) dcM(z) = LYTN(1) < 400,
R
utilizzando il teorema di convergenza dominata e la continuita della misura lungo le
successioni decrescenti di insiemi di misura finita si ricava la formula in (b). O

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.36). Sia dapprima E un insieme misurabile e limi-
tato di RM x RY. Si ha LM*N(E) < 400 ed esistono allora due successioni di
insiemi K; compatti e V; aperti (j > 1) tali che risulti

K;cECV; e LMTNV\K;)<1/j

per ogni j. Possiamo inoltre supporre che risulti K; C K; 41 e Vj41 C V; per ogni j
e che, essendo F limitato, anche V; e di conseguenza anche tutti gli altri insiemi
aperti V; siano limitati. Allora, le funzioni definite da

k(z) = sup EN((KJ-)I) = lim EN((KJ-)I)

J Jee zeRM

. N : N

@) = inf £Y((V;)a) = tim £ ((V;).)
sono Borel misurabili in RM e tali che 0 < k(z) < v(x) < 400 per ogni z € RM.
Per il lemma di Fatou (Teorema 2.22) risulta allora

/]RM [v(z) — k(z)] dCM(z) < liminf LY((Vi\ Kj)z) dLM(z) =

j—+oo Jru
= liminf LNV, \ K;) = 0.
j—4oo
Pertanto, l'insieme T = {k < v} & trascurabile in RM e per ogni punto z € RM\ T la
corrispondente sezione F, risulta misurabile in RV e la funzione mpg: RM — [0, +o0]
definita in (b) risulta misurabile in R poiché si ha k(x) = mg(x) = v(z) per ogni
x € RM\ T (Proposizione 2.12). Si ha infine

LN = [ 2N (1)) dEM) <

RM
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M _
S/RMkz(x)dﬁ (x) =

< [ 24 (W) Az = £
RIVI

mp(z) dCM(z) :/ v(x)dLM(z) <

RM RM

per ogni j e l'uguaglianza in (x) segue da

dim LMYN(KG) = lim £MTN(V;) = £LMTN(ER).

J—+oo J—+o0
Consideriamo quindi il caso di un insieme E misurabile e illimitato di R™ x RY. Sia
E, = ENB, (n>1) ove come al solito B,, = B,,[0] denota la palla chiusa di centro
nell’origine e raggio n e, per quanto provato nella prima parte della dimostrazione,
per ogni n sia T}, un insieme trascurabile di RM tale che (Ey)z sia misurabile in
RY per ogni x € RM\ T;,. Non ¢ evidentemente restrittivo supporre che sia anche
Ty, C T4 per ogni n. L'insieme T = |J,, T5, € quindi trascurabile in RM e risulta
E, € S(RY) per ogni punto z € RM\ T Inoltre, le funzioni m,, = mp, definite da

(z) = EN((EH)I) se v € RM\ T,
M) = 0 sex €T,

sono misurabili in RM per ogni n e da T, C Tpy1 € (En)s C (Epy1)s per ogni
x ¢ T,+1 segue che deve essere m,, < my,41 in RM per ogni n. Definendo allora la
funzione mg: RM — [0, +00] come nell’enunciato, risulta m,, — mg puntualmente
in RM per n — +00 e quindi la funzione mp risulta misurabile in RM . Infine si ha

LYINE) = lim £LMYN(E,) = lim my, dCM = mp dLM
n——+4oo n——+oo RM Ras
per il teorema di convergenza monotona e questo completa la dimostrazione. O

L’esempio seguente mostra che effettivamente non tutte le sezioni di un insieme
misurabile sono tali e che neppure le proiezioni canoniche di un insieme misurabile
sono necessariamente misurabili.

EsEMPIO 5.39. Sia A C [0, 1] un insieme che non sia misurabile in R (Teorema 5.32).
Allora, 'insieme

E={0}xA
¢ misurabile in R? poiché la sua misura esterna di Lebesgue ¢ nulla ma la sua

sezione Fy per x = 0 e la sua proiezione 7o (E) sul secondo fattore di R? & 'insieme
A¢ S(R). O

Dalla formula di riduzione per la misura di Lebesgue in R™ x R si ricava per
linearita e approssimazione la corrispondente formula per gli integrali delle funzioni
misurabili in RM x RN a valori non negativi.

TEOREMA 5.40 (G. Fubini-L. Tonelli I). Sia f: RM™ x RN — [0, +00] una funzione
misurabile in RM x RN . Allora, esiste T C RM insieme trascurabile in RM tale che

(a) la sezione y € RY w f,(y) € [0,+00] & misurabile in RN per ogni
r € RM\ T;

(b) la funzione ¢: RM — [0, +o0] definita da
foly)dLN(y) sex e RM\T

RN

p(z) =
+00 sexeT

¢ misurabile in RM e si ha

kok X M Nx = X ]‘/[.T.
() L ANy = [ o@)acia

RM
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Possiamo ripetere qui le considerazioni gia svolte a margine di Teorema 2.60. Con
abuso di notazione l'uguaglianza in (*x) si riscrive in maniera pili suggestiva nella
forma seguente

/R I flx,y)dcM N (z,y) = /R . ( . flz,y) dﬁN(y)> dcM(z)

e vale ovviamente un analogo enunciato in cui i ruoli dei due fattori R™ e RY sono
scambiati cosicché nelle ipotesi del teorema si ha I'uguaglianza degli integrali iterati:

/]R y ( @) dLN(y)) dLM(x) = /R N < @) dﬁ%)) dc™(y).

Inoltre, 'insieme trascurabile 7 C RM dei punti x per i quali la sezione f, di f non
¢ misurabile in RY puo effettivamente essere non vuoto (Esempio 5.39).

D1MOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso di una funzione f = s semplice,
non negativa e misurabile in R™ x RY della forma

s(x) = s1lp, (x) + -+ s5lp,(v), z e RV,
(si>0e E; € S(RMx RN) peri=1,...,5 disgiunti). Per ogni i esiste allora un
insieme T} trascurabile in RM tale che
e (E;), C RY sia misurabile in RY per ogni x € RM\ T};
e la funzione m;: RM — [0, +o00] definita da
LY (Bi)s RM\ T;
i) = ((Ei)s) sexe \
+00 sex €T
sia misurabile in RM;

e risulti

EMJFN(Ei):/ m;(z) dCM(z).

RM
L’insieme T'= Ty U --- U T} ¢ trascurabile in RM e per ogni z ¢ T la funzione

& misurabile in RY cosicché vale (a). Si ha inoltre
o(z) = / s2(y) dLN(y) = symp, (x) + -+ + s;mp, (2), r e RM\ T,
E,

e poiché la funzione
z € RM 5 symp, (x) + -+ + s;mp, (z)

¢ misurabile in RM | tale & anche la funzione ¢ definita da (b) con f = s. Risulta
infine

/ pdLM = Z si/ mi(x) dCLM(z) = Z s LMTN(Ey) :/ sdLM+N
R 1<i<j  JRM 1<i<) RIXRY

e questo completa la dimostrazione nel caso di una funzione semplice, non negativa
e misurabile in RM x RV,

Nel caso generale di una funzione f: RMx RY — [0, 4+0c] non negativa e misurabile
in RM x R¥ consideriamo una successione di funzioni s;: RM x RY — [0, +00)
(k > 1) semplici, non negative e misurabili in RM™ x R¥ tali che si abbia

o 5, < sp41 in RM x RN per ogni k;
e 5, — f puntualmente in RM x RN per k — +o0;
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(Teorema 2.9) e, per quanto provato sopra, per ogni k denotiamo con T} un insieme
trascurabile in RM tale che la sezione y € RY — (s3).(y) € [0,+00) di s; sia
misurabile in RY per ogni z ¢ T} e la funzione

[ 50: eV sex R\,

or(r) =
+00 se x € T},
sia misurabile in RM e tale che
(s14) [, slenat Ve = [ o) dci).
RM xRN RM

L'insieme T = |J,, T}, € trascurabile in RM e per ogni = ¢ T le corrispondenti sezioni
y € RY = (s1)2(y) € [0, 4+00) di tutte le funzioni s;, sono misurabili in RY. Poiché
risulta

kETm(Sk)w(y) = fu(y), yeRM,

per ogni z, le sezioni y € RY — f,.(y) € [0, +o0] risultano misurabili in R per
ogni z ¢ T e quindi la funzione ¢ in (b) risulta ben definita. Inoltre, si ha

lim g (x) = @(x), zeRM,
k——+oo

per il teorema di convergenza monotona e quindi ¢ & misurabile in RM . Infine, da
o < @rq1 in RM per ogni k, per lo stesso motivo si puo passare al limite in ambo i
membri di (x#%) ricavando cosi (x%) e questo completa la dimostrazione. g

Ricaviamo infine la formula di riduzione per gli integrali di funzioni integrabili in
RM x R a valori reali o complessi.

TEOREMA 5.41 (G. Fubini-L. Tonelli IT). Sia f: RM x RN — K una funzione
integrabile in RM x RN . Allora, esiste T C RM insieme trascurabile in RM tale che

(a) la sezioney € RN s f.(y) € K ¢ integrabile in RN per ogni x € RM\T;
(b) la funzione ¢: RM — K definita da

foly)dLN(y) sex e RM\T
RN

o) =
0 sexeT

¢ integrabile in RM e si ha

/ Fla ) dCY N (a, y) = / () dLM ().
RM xRN

RM

DiMOSTRAZIONE. Non é restrittivo supporre che la funzione f sia a valori reali.
Allora la parte positiva f e la parte negativa f~ di f sono funzioni non negative e
misurabili in RM x R tali che

/ fEALMN < / |f| dLMHN < 4oo.
]RIW XRN

RM xRN
Per il teorema di Fubini-Tonelli per funzioni non negative (Teorema 5.40) esistono
allora T insiemi trascurabili di RM tali che le sezioni

y €RY = [F(y) = (f5)a(y) € 0, +00)
sono misurabili in RV per ogni z ¢ T e le funzioni
fo(y)dLNy) sea e RM\ T
RN

0 sexeT*

ot (x) =
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sono misurabili in RM e tali che
/ etdcM = fEALMHN < / |f|dLMHN < foo.
RM RM xRN RM xRN
Conseguentemente, le funzioni ¢* sono integrabili in RM. Inoltre, I'insieme
T=TYUT U{p" < +oc}U{p~ < +oo}

¢ trascurabile in R e per ogni x ¢ T la sezione y € R® v+ f, = ff — f- di f ¢
integrabile in RY cosicché la funzione ¢ in (b) risulta ben definita. Inoltre, si ha
o(z) = pt(z) — ¢~ (x) per ogni x ¢ T e quindi ¢ risulta integrabile in R . Infine
si ha

/ pdLM = otacM — o dLM =
RM RM RM
:/ f+d£]\/I+N_/ f7d£M+N:
RM xRN RM xRN
RM xRN
e questo completa la dimostrazione. O

Relativamente alle ipotesi dei risultati precedenti, si possono adattare alla misura
di Lebesgue in RM x RV gli esempi di Sezione 2.4: I'ipotesi di integrabilita della
funzione f in Teorema 5.41 non puo essere eliminata (Esercizio 5.19) e, assumendo
la validita dell’ipotesi del continuo, lo stesso vale anche per I'ipotesi di misurabilita
in RM x RN dellinsieme E in Teorema 5.36 e della funzione f in Teorema 5.40
(Esercizio 5.20).

Concludiamo questa parte con la versione per funzioni fattorizzate del teorema di
Fubini-Tonelli. La dimostrazione ¢ ovvia.

COROLLARIO 5.42. Siano f: RM — K e g: RN — K funzioni integrabile in RM e
RY rispettivamente. Allora, la funzione

foglx,y) =Ffl=)gly), (z,y) e RMxRY,

¢ integrabile in RM x RN e risulta

/ F@)g(y) AN y) = [ @) deM(a) - / o(y) ALV ).
RM xRN

RM RN

Questo risultato si estende per induzione al caso di un numero qualunque di fattori.

5.5. Cambiamento di variabili negli integrali

Esaminiamo in questa sezione come cambia la misura di un insieme — e di conseguenza
come cambiano anche gli integrali — per effetto di un cambiamento di variabili
y = ®(x) di RY. Pil esplicitamente, dato un insieme E di RY, sotto quali ipotesi
sul cambiamento di variabili ® si ha che ®(F) ¢ misurabile secondo Lebesgue quando
E ¢ tale? Ed in tal caso, come ¢ possibile esprimere la misura di ®(F) in funzione
di F e di ®? Esamineremo queste due questioni, prima nel caso di cambiamenti di
variabili lineari e successivamente nel caso di cambiamenti di variabili differenziabili.
I risultati di questa sezione sono elementari nel senso che prescindono dal teorema di
Radon—Nikodym (Teorema 4.20). Formule di cambiamento di variabili pitt generali
di quelle qui presentate saranno esaminate nella successiva Sezione ?77.

Anche in questa sezione interverranno soltanto la o —algebra e la misura di Lebesgue
di RN e quindi ogni riferimento a misurabilita e integrabilita di insiemi e funzioni
definite in R senza ulteriori specificazioni sard sempre da intendersi riferito alla
o —algebra e alla misura di Lebesgue in RY.
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N — funzioni. Siano A C RY un insieme e ®: A — RY una funzione. Se la funzione
® ha la proprieta di mandare insiemi misurabili contenuti in A in insiemi che sono
ancora misurabili, in particolare ® deve essere tale che

T C A e T trascurabile = ®(T) trascurabile

poiche ogni insieme misurabile di misura positiva in RY contiene un insieme che
non ¢ misurabile (Teorema 5.32—(a)). Questa osservazione motiva la definizione
seguente.

DEFINIZIONE 5.43. Sia A € RY un insieme. Una funzione ®: A — RY con la
seguente proprieta:

T C A misurabile e |[T]| =0 = |2(T)| =0
si dice N —funzione in A. O

La proprieta espressa nella definizione precedente si dice anche proprieta N di Lusin
e le N —funzioni in A sono quindi le funzioni che hanno la proprieta N di Lusin in
A.

Vedremo tra poco che le funzioni lipschitziane e le funzioni differenziabili sono
N —funzioni. Piu interessante ancora € osservare che la funzione di Cantor—Vitali del
successivo Esempio 6.6 non ¢ tale poiché manda I'insieme di Cantor C' (Esempio 5.14)
in un compatto di misura piena in [0, 1].

Il ruolo delle N —funzioni in relazione al problema considerato ¢ evidenziato dal
seguente risultato elementare.

TEOREMA 5.44. Siano A C RN un insieme e ®: A — RN una N - funzione continua
in A. Allora,

E C A ¢ E misurabile in RY = ®(E) misurabile in RN .

DIMOSTRAZIONE. Sia E C A un insieme misurabile in RY. Allora F ¢ della forma
E= (U Kn> uT
n

con K,, compatto (n > 1) e T trascurabile (Corollario 5.8). Risulta quindi

d(E) = (U (I)(Kn)> Ud(T)

e questo prova l’asserto. O

Proviamo ora che le funzioni lipschitziane e le funzioni differenziabili hanno la
proprieta N di Lusin.

TEOREMA 5.45. Siano A C RY un insieme e ® € Lip(A, RY) una funzione lipschit-
ziana. Allora, esiste K > 0 tale che risulti

[®(B)]« < KI[B|.
per ogni B C A.

In particolare, ogni funzione ® € Lip(A4,R™) & una N —funzione continua in 4 e la
costante K puo essere stimata con

K < [N Lip(®)]".

Questa stima non & tuttavia ottimale.
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DIMOSTRAZIONE. Per il lemma di McShane (Teorema 1-3.33) applicato ad ogni
componente ®" (n=1,..., N) di ® possiamo supporre che sia A = RV,

Sia K = Lip(®) la costante di Lipschitz di ®. Per ogni x € RY e per ogni [ > 0
risulta

Qi[x] C B /5[] e ® (B 1)) C B ymi[®(2)] C Qe [®(w))].
Sia quindi B C A un insieme qualunque e siano Q; = Q;, [xx] (k > 1) cubi compatti

e non degeneri della forma (x) tali che B C |, Qk. Posto allora

Q;c = QK\/le [® ()], k>1,
risulta ®(Qx) C Q) per ogni k e da cid segue

e clJo@ocUe o Ylek= (k) Y il
k k k k

Passando all’estremo inferiore tra tutte le famiglie numerabili di cubi compatti e
non degeneri della forma () che ricoprono B si prova l'asserto. (Teorema 5.5). O

TEOREMA 5.46. Siano A C RY un insieme e ®: A — RN una funzione tale che

|2 (y) — P (x)

lim sup | < 400, reAnA.

y—a ly — |

Allora, ® é una N - funzione continua in A.

In particolare cio vale con A = U aperto e ®: U — R funzione differenziabile in U.

DiMOSTRAZIONE. E conveniente in questa dimostrazione utilizzare la metrica d
di RY definita da

doo(z,y) = ||z = yYlloc = max [z" —y"|
n=1,....N

)

per ogni z = (z%,...,2V),y = (},...,y") € RYN. Tale metrica & equivalente alla

metrica euclidea ed i cubi chiusi Q;[z] risultano essere le palle chiuse in tale metrica.
La funzione ® & chiaramente continua in ogni punto di A e, essendo I'insieme A\ A’
al pilt numerabile, possiamo supporre che sia A C A’. Poniamo quindi

— f(z
y—x ly — 2l

e, per ogni k,n > 1, denotiamo con Ay, ,, I'insieme costituito da tutti i punti z € A
con la seguente proprieta: per ogni cubo compatto Q = Q;[z'] (z' € RN el > 0)
tale che x € Q e 0 <1 <1/k si ha

2(ANQ)|« < nlQ|.
Proviamo che risulta

A=]JArn.
n,k

A tal fine, fissato x € A, scegliamo n > 1 tale che n > [2K (x)]"V. Esiste allora r > 0
tale che

yedelly—ale<r = 21— 2@)|w < (Vn/2)lly - 2]

e quindi, scegliendo k > 1 tale che 1/k < r/2, per ogni cubo compatto Q = @Q;[z']
(r’eRN el>0)talechez € Qe0<1<1/ksiha

yeANQ = |y-zle<2<r = [|2(y)-2(2)|x < (Vn/2) ly—2lo

e dunque risulta
yeANQ = P(y) € Q ym[®()]
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e da cio segue
[2(AN Q)|+ <n|Q|

per ogni cubo @ siffatto. Quindi « € Ay, ,, e abbiamo cosl provato I'asserto.
Consideriamo ora un insieme 7T trascurabile in RY con T'C A. Si ha

T=JTnAkn
k.n

ed ¢ quindi sufficiente provare che risulta |®(7° N A,, ;)| = 0 per ogni n e k. Poiché
ogni insieme T N A, € trascurabile, fissato ¢ > 0, esistono Q?" (j > 1) cubi
compatti e non degeneri della forma (x) tali che si abbia

TnAecJO™ o D @Y <e/n.
J J

Possiamo ovviamente supporre che sia (T'N Ag,) N Qf” # & per ogni j e che il
semilato di ogni cubo Qf’" sia minore o uguale a 1/k cosicché si ha

(TN Al < (cb (70 A @QE) ’ <n Y 1M <&
J J
Dall’arbitrarieta di € > 0 segue l’asserto. O

Cambiamenti di variabili lineari. Esaminiamo in questa parte come cambia la
misura di Lebesgue di un insieme per effetto di una trasformazione lineare.

TEOREMA 5.47. Siano L € L(RY) un operatore lineare e E C RY un insieme
misurabile in RN . Allora,

(a) L(E) ¢é misurabile in RN ;

(b) [L(E)| = |det L] - [E].
L’uguaglianza in (b) va intesa nel senso della convenzione per cui risulta 0 - co = 0.
La dimostrazione si articola nei lemmi seguenti.
LEMMA 5.48. Sia L € Iso(RY) un isomorfismo di RY. Allora,

(a) L ¢ una N - funzione in RY;

(b) esiste ¢ > 0 tale che |L(E)| = ¢|E| per ogni insieme E misurabile in

RN,
DIMOSTRAZIONE. Gli isomorfismi lineari L, L~! € Iso(R") sono funzioni lipschi-
tziane in RY e quindi risulta
(%) (1/K)|Al < [L(A)]. < K[Al,,  ACRY,
per qualche costante K > 0 opportuna (Teorema 5.45). Quindi vale (a) e la funzione
p: S(RY) — [0, +00] definita da
WE)=I|L(BE),  EecSRY),

risulta essere una misura positiva sulla o —algebra S(R") non identicamente nulla,

finita sui compatti e invariante per traslazioni. Inoltre da (x) si ricava che u & anche
completa e la conclusione segue quindi da Teorema 5.9. O

Per completare la dimostrazione di Teorema 5.47 resta solo da provare che la costante
di proporzionalita in Lemma 5.48 risulta essere ¢ = |det L| e cio si ricava dall’esame
di alcuni tipi di isomorfismi di RY di tipo speciale. A tal fine, denotata con
{e1,...,en} la base canonica di RY, diciamo che un operatore lineare L € L(R"Y)
(N > 2) & un operatore lineare di
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e; sen=t1
o scambiose L= 2S5, (i #j) ove Sijen =< e; sen=7j
en senFien#j;
e, +ej sen=j

o taglio se L ="T; ; (i # j) ove T; je, = { ]
en se n # j;

e, sen =1

o dilatazione se L = D; x (A # 0) ove D; xep, = { )
en sen#i.

Rispetto alla base canonica di RY, gli operatori lineari di scambio S, ;, di taglio T ;
e di dilatazione D;  sono rappresentati dalle matrici le cui colonne nell’ordine sono

Si,j {

€ly ey €y €+ €j,. . eN) S€1< ]
(1,... € +€j,...,€i,...,en) sei>j,

€ly ey €jyes €y EN) S€T <]

_J(
(€1, 1€, 5€5,...,€N) Sei> 7],
Tij = (

Dix=(e1,..-,N&,...,en).
Si ha evidentemente Sj; = Sj; per ogni i # j. Inoltre, ogni operatore lineare
elementare ¢ un isomorfismo di RY su se stesso e si ha
det Si;j =-1 detTi,j =1 det Di’,\ =\

perognil <i,j< Neiz#joperognii=1,...,NeX#0.

Gli operatori lineari dei tre tipi indicati si dicono isomorfismi elementari.
Proviamo ora che la tesi di Teorema 5.47 vale per ogni operatore lineare elementare e
che ogni isomorfismo di RY si fattorizza come prodotto di composizione di operatori
lineari elementari.

LEMMA 5.49. Sia L € Iso(RY) un isomorfismo elementare. Allora,
|L(E)| = |det L| - |E|, E c S(RY).

DIMOSTRAZIONE. La tesi ¢ evidente quando L & un operatore lineare di scambio
e non ¢ difficile verificare che vale anche per gli operatori lineari di dilatazione
indipendentemente dal segno di A # 0. Ci resta quindi da considerare il caso
dell’operatore di taglio L = T; ; (i # j) ed ¢ sufficiente considerare il solo caso T} 2
poiché risulta
T;j=52;081,0T120851;08;, i # .
Consideriamo dapprima il caso N =2 e sia R = [a,b] X [¢,d] (a <be c < d) un
rettangolo compatto e non degenere di R?. La matrice che rappresenta T o rispetto
alla base canonica di R? &
11
(o 1)

e T1 5 agisce quindi su ciascun segmento orizzontale [a,b] X {y} come una traslazione
di ampiezza y cioe si ha
T p(la,b] x {y}) = [a +y,b+y] x {y},
per ogni y € R. Rappresentando allora R come unione di segmenti orizzontali
R= [ la.b] x {y},
c<y<d
risulta
Tio(R)= |J Tizlablx{y) = |J la+y.b+y]x{y}

e<y<d e<y<d
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Y Y
d d
R
c c
0| a b T 0 ) . x

a+c a+d b+c b+d
F1GURA 5.1. Azione dell’operatore di taglio T7 .

Pertanto, I'operatore lineare di taglio 77 » manda il rettangolo R di vertici (a,¢),
(b,c), (b,d) e (a,d) nel parallelogramma P di vertici (a + ¢,¢), (b+¢,c), (b+d,d)
e (a+ ¢,d) come illustrato in Figura 5.1.

Per la formula di riduzione per gli insiemi compatti (Lemma 5.38) risulta allora
|Ty 2(R)| = |P| = |R| per ogni rettangolo compatto R di R

Consideriamo ora 'operatore di taglio 77 o di RY nel caso N > 2. Sia

R=la"b'] x - x [aV,bV]

(a™ < b" per n = 1,...,n) un rettangolo compatto e non degenere di R" avente
i lati paralleli agli assi. Esso ¢ allora della forma R = S x T dove S e T sono
rettangoli dello stesso tipo di R? e di RN 2 rispettivamente. L’operatore di taglio
T di RY manda allora il rettangolo R = S x T nell’insieme P x T dove P & un
parallelogramma compatto di R? tale che |P| = |S|. Risulta allora

T12(R)| = [P xT|=|P|-|T| = |S]-|T| =[S xT| = |R|
(Teorema 5.35) e quindi la tesi vale per 'operatore di taglio T7 o di RY quando
E = R & un rettangolo compatto e non degenere di RY con i lati paralleli agli assi

e la stessa conclusione vale allora per gli insiemi aperti e quindi per gli insiemi
misurabili di RY per regolarita esterna. ([

LEMMA 5.50. Sia L € Iso(RY) (N > 2) un isomorfismo di RY. Allora, esistono
Ly, € Iso(RY) (h=1,...,k) isomorfismi elementari tali che

L=Lgo---0lL.
Rinviamo per la dimostrazione a ...

DIMOSTRAZIONE. Se L & un isomorfismo di RY su se stesso, la tesi segue evidente-
mente da Lemma 5.49 e 5.50. Altrimenti, risulta det L = 0 e, per ogni insieme F
misurabile in R, la sua immagine L(E) risulta trascurabile essendo contenuto in
un sottospazio proprio di RY (Teorema 5.16). O

ESEMPIO 5.51. Sianowvi,...,vxy € RN vettori linearmente indipendenti. Calcoliamo
la misura del poliedro

P:{x:x1v1+~-~+xNvN: ngnglperognin}.

Sia L € Iso(RY) I'isomorfismo di RY tale che Le, = v, per ogni n. Si ha allora
P = L(Q) dove

Q= {x:(xl,...,xN): 0<z" <1 perognin}
¢ il cubo compatto di lato unitario in R™. Risulta allora

|P| =|det L| = |det (v1,...,uN)]
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poiché i vettori vy, ...,vN nell’ordine sono le colonne della matrice che rappresenta
l'isomorfismo L rispetto alla base canonica® di RY. O

Da Teorema 5.47 si ricava la formula di cambiamento di variabili lineare per gli
integrali.

TEOREMA 5.52. Sia L € Iso(RY) un isomorfismo di RN e siano

o F C RN un insieme misurabile in RY ;
e f: F—[0,+00] una funzione misurabile in F.
Allora,
(a) E = LY(F) ¢ misurabile in RN ;
(b) z € Ew— f(Lz) € [0,+00] é misurabile in E;
(c) si ha

/Ff(y)dy:|detL\/Ef(Lx)dx.

La dimostrazione si ottiene come al solito considerando dapprima il caso di funzioni
semplici, misurabili e non negative nel qual caso il teorema segue da Teorema 5.47
per linearita e ricavando poi il caso generale per approssimazione con funzioni
semplici, misurabili e non negative mediante il teorema di convergenza monotona.
Lo stesso risultato vale con f: F' — K integrabile in F'.

I risultati di questa parte si estendono in modo ovvio alle funzioni affini da RY
in sé e in particolare da essi segue l'invarianza per rototraslazioni della misura di
Lebesgue in RY.

COROLLARIO 5.53. Sia
®(x) = Rx + x0, z e RN,

(R € SO(N) e xg € RN) una rototraslazione di RY. Allora,
|®(E)| =B,  EeSRY).

Cambiamenti di variabili differenziabili. I risultati del paragrafo precedente
relativi a cambiamenti di variabili lineari si estendono a trasformazioni differenziabili
con continuita poiché ogni funzione siffatta € localmente approssimabile attorno ad
ogni punto da una funzione affine.

Per illustrare questi risultati ricordiamo che, se U ¢ un insieme aperto di RY e
®: U — RY ¢ una funzione differenziabile in U, la funzione

J®(z) = |det (®'(x)) |, zel,

si dice jacobiano di ®. Se risulta ® € CY(U,RY) e J®(x) > 0 per ogni z € U,
allora la funzione ® ¢ un’appplicazione aperta e localmente invertibile per il teorema
di inversione locale (Teorema 9.24 in [14]) e, se ® ¢ anche iniettiva, essa & un
diffeomorfismo di U sull'aperto V = ®(U). Viceversa, se U,V C RY sono due
insiemi aperti e ® € C1(U,RY) & un diffeomorfismo di U su V, risulta J®(z) > 0
per ogni x € U.

I risultati di questa parte sono basati sul teorema seguente.

TEOREMA 5.54. Siano U C RN wun insieme aperto, xo € U un punto e ®: U — RN
una funzione tale che

o & ¢ continua e aperta in U;

o & ¢ differenziabile in x.

5 Con le notazioni dell’algebra multilineare si ha det (v1,...,vn5) =vi A--- Avn.



196 5. MISURA E INTEGRAZIONE IN RY

Allora, per ogni e > 0 esiste 6 = §(g) > 0 con la sequente proprietd: per ogni cubo
chiuso Q) = Qi[z] (x € RY) tale che m90 € Q) e 0 <1 <6 si ha

(a) Ql C U;
)
(b) [2(Qu)] — J®(xp)| < e.
|Qul
La disuguaglianza in (b) si riscrive in maniera equivalente nella forma
[©(Q)] - Tl Q| <cll.  0<i<y,

e mostra che la misura dell’immagine mediante ® del cubo @); coincide con la misura
dell’immagine mediante 1'operatore lineare ®'(xg) dello stesso cubo @; a meno di
un errore relativo che puo essere reso arbitrariamente piccolo. In particolare, da (b)
si ricava che risulta

|2 (Qu)]

—==J®
A Tl e
per ogni famiglia di cubi chiusi @; C U di lato I > 0 tali che zg € Q; per ogni [.

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre che sia g = 0 e ®(0) = 0 ed & con-
veniente utilizzare anche in questa dimostrazione la norma || - || di RY come in
Teorema 5.46. Dividiamo inoltre la dimostrazione nei due casi seguenti: J®(0) > 0
o J®(0) = 0.
Caso 1: J®(0) > 0. Poniamo per brevita

L=2a0) €lso(RY);  J=J®0); C=1/|IL7";

dove || - || denota ovviamente la norma degli operatori lineari associata alla norma
|- [loo di RY. Fissato ¢ > 0, scegliamo poi A = A(¢) > 0 ed n = n(g) > 0 nella
maniera seguente

O<)\<min{ﬁw,1}; 0<7]<min{c;\,C(1—)\)};
e, essendo ® differenziabile in gy = 0, scegliamo infine ¢ = d(¢) > 0 in modo che
risulti 0 < 26 < do, (0, U°) cosicché vale (a) e che si abbia inoltre
[yl <26 = [12() = Lylloc < nllYlloo-

Proviamo che con questa scelta di § vale la tesi in (b).
A tal fine, consideriamo un qualunque cubo fissato @Q; = Q;[z] (x € RY) tale che
0<l<dele Qe denotiamo con

QF = Qurylzl, 0<1<d,
i cubi chiusi concentrici di centro x e lati (1£X)I rispettivamente. Si ha evidentemente
(+) L(QF) © L(@Q) € LQ})
cosicché, ricordando che e
Ogb"—angnb"_l(b—a), 0<ac<hb,
per la scelta di A risulta (Teorema 5.47)
L@QD| L@

0< =[1+M)V =1 -] T<N2VIN <e.
Q@ dap TS

Supponiamo ora di aver provato che, per la scelta di ¢ fatta, risulti anche
(3%%) L(Q;) C ®(Q)) C L(Q}).

Si avrebbe allora
QD) _ 19(@)] _ (@)
Qi — | T Q]
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ed al contempo per (#x) risulta anche (Teorema 5.47)

Q)| _ , _ IL@)l

(7] . (O]

Pertanto, si avrebbe

0< ’M?z)l _ J‘ S IL@DI @)

Q] Ql @l °

che ¢ la tesi.

Per concludere la dimostrazione nel caso J®(0) > 0 resta quindi da provare soltanto
la validitd di (xxx).

Consideriamo dapprima la seconda inclusione ®(Q;) C L(Q;") in (x*x) e proviamo
che si ha ®(Q;) N L(RY \ Q;") = @ ovvero che risulta

yeQez¢Qf —  D(y) # Lz

Consideriamo infatti due vettori y € Q; e z ¢ Q?‘ ed osserviamo che, per la scelta
diy e z, deve essere ||ylloo < 20 € ||y — z]|oo > Al cosicché risulta

19(y) — Lzlloc = [[Ly = Lzlco = [|2(y) — Lylloc >
> Clly = zlloe = nllylloc = CN =29l = (CA = 2n) 1 >0
per la scelta di 7.
Consideriamo quindi laltra inclusione L(Q; ) C ®(Q;). E conveniente in questo
caso sostituire i cubi chiusi Q; e @, con i cubi aperti C; = int(Q;) e Cli = int(Qli).
Consideriamo quindi I'insieme W = L(C;") che ¢ aperto e connesso in RY poiché L
¢ un omeomorfismo di R su se stesso e scriviamo W come unione dei due insiemi

Wy =LCT)N®(C) e  Wa=L(Cr)\®(C).

Essendo ® una funzione aperta, I'insieme W, ¢ aperto in RV e proviamo che anche
Wy ¢ tale. Infatti, se y € 9C; e z € C}, si ha anche in questo caso [|y[o < 21 e
lly — z|loo > Al e quindi, ragionando come prima, risulta

12(y) = Lz]loo = Clly = 2lloc = nllylloc = CN =25l = (CA—2n) 1 > 0.

Pertanto, nessun punto del bordo del cubo C; ¢ mandato da @ in un punto di L(C}")
cosicché risulta

Wy = L(C7)\ (Ch) = L(C) \ 2(Qi)
e dunque anche Wy & aperto in RY. Proviamo che risulta ®(x) € Wy cosicché deve
essere Wy = @ cioe L(C; ) C ®(C;). Si ha ovviamente ®(x) € ®(C)) e, se fosse
®(x) ¢ L(C; ), si avrebbe ®(x) = Ly per un opportuno y ¢ C, . Si avrebbe allora
lz]loo < le |y —z|loc > (1 — A)l da cui seguirebbe

0=®(z) = Lylloc = [[ Lz — Lylloc — [®(z) — La[loc >
> Cllz = ylloo —nllzllc =
>C(1-=Nl—-nl=[C1=X)=n]l>0
e cio ¢ assurdo. Infine, essendo L un isomorfismo lineare di RY su se stesso, da
L(C;) C ®(C) segue
L(Qp) = cl(L(Q))) C cl(2(C1)) € B(Q1)
e questo completa la dimostrazione nel caso J®(0) > 0.
Caso 2: J®(0) = 0. Sia L = ®'(0) € L(RY) come prima e consideriamo il cubo
compatto @ = Q1[0] di semilato unitario e centro nell’origine. L’insieme L(Q) &
contenuto in im(L) che & un sottospazio proprio di RY e quindi & trascurabile in RY
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(Teorema 5.16). Fissato e > 0, ragionando come nella dimostrazione di Teorema 5.16,
si trova n = n(e) > 0 tale che, posto

E,= {Z: doo (2, L(Q)) §77}»

risulta |E,| < e. Come nel caso precedente, scegliamo § = §(¢) > 0 in modo tale
che risulti 0 < 26 < doo (0, U°) cosicché vale (a) e che si abbia inoltre

(wrxx) [Ylle <20 = 19(y) = Lyllso < nllylloo-

Proviamo che con questa scelta di § vale la tesi in (b).
A tal fine, consideriamo un qualunque cubo fissato Q; = Q;[z] (x € RY) tale che
0<l<de0e Q. Siha allora

yeQ = |ylw<2 = ®@y) e {z: do(z,L(Q)) < 2In}
per (xxxx) e risulta
{z: doo (2, L(Q))) < 2in} C {z: do (2/(21),L(Q)) <} =
=20 {z: ds(2,L(Q)) <n} = (2)E,
poiche si ha @;/(21) C Q. Abbiamo cosi provato che risulta ®(Q;) C (2!)E,, cosicché
T Q) _ ()Y,
@ Q]

per ogni cubo @ tale che 0 € Q; e 0 < I < 4 e questo completa la dimostrazione. [

=|Ey| <e

Nel teorema precedente l'ipotesi che la funzione ® sia aperta e in realta superflua.
Essa ¢ stata usata solo nel caso non singolare ®'(0) € Iso(RY) per provare quanto
segue: se Q~ C @ sono cubi concentrici le cui facce distano almeno € e se ¢ non
sposta alcun punto di @ a distanza pari o superiore ad ¢, allora risulta @~ C ®(Q).
Questa proprieta ¢ vera per tutte le funzioni continue ma, benché apparentemente
intuitiva, la sua dimostrazione non € banale ed utilizza il teorema di punto fisso di
Brouwer (Teorema 7.24 in [15]).

L’osservazione che 'ipotesi che ® sia aperta serve solo nel caso non singolare unita
al fatto che le funzioni di classe C'! sono aperte nell’insieme aperto ove lo jacobiano
¢ positivo fornisce la seguente versione C'* di Teorema 5.54.

COROLLARIO 5.55. Siano U C RN un insieme aperto e ® € C*(U ,RYN) una funzione
di classe C*. Allora, per ogni xo € U e per ogni e > 0 esiste § = §(e,z0) > 0 con la
sequente proprieta: per ogni cubo chiuso Q; = Qi[r] (x € RYN) tale che z9 € Q; e
0<1<§ siha

(a) Qi CU;
B(Q))
®) 150

Possiamo provare ora la formula di cambiamento di variabili per la misura di
Lebesgue.

— J®(zp)| <e.

TEOREMA 5.56. Siano U C RY un insieme aperte e ® € CH(U,RY) una funzione
iniettiva in U e sia

u(E) = |®(E), E € misurabile.
Allora,
(a) p & una misura positiva di Radon in U tale che N'(LN) C N'(u);

(b) si ha
W(E) = /E J®.
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L’insieme aperto U & uno spazio di Hausdorff locamente compatto nella topologia
indotta da R™ e nel linguaggio di Sezione 4.2 lo jacobiano di ® & la derivata di
Radon—Nikodym della misura positiva u rispetto alla restrizione della misura di
Lebesgue alla o—algebra degli insiemi misurabili di U (Teorema 4.20). Inoltre,
la derivata di Radon-Nikodym di y rispetto a £V si calcola effettivamente come
limite di rapporti incrementali della misura p rispetto alla misura di Lebesgue
(Teorema 5.54). Ritorneremo su questa osservazione nella successiva Sezione ?77?.

DIMOSTRAZIONE. La funzione ® & una N —funzione in U (Teorema 5.46) cosicché
la funzione p & ben definita sulla o —agebra S(U) degli insiemi misurabili di U.
Essendo ® iniettiva, p risulta anche essere una misura positiva su S(U) e inoltre
risulta N'(LY) C N (i) sempre perché ® & una N —funzione.
Proviamo ora 'uguaglianza in (b). Sia @ C U un cubo compatto e non degenere
con i lati paralleli agli assi coordinati. Fissato € > 0, per ogni punto z € @
siano d1(x) = 01(e, ) > 0 il numero associato a z e a £/2|Q| da Corollario 5.55 e
02 = da(g) > 0 tale che
€

r,yeQellr—yllo<d = IJ‘P(m)*J‘I’(y)ISm-

Posto allora
d(z) = min {61(35),52} > 0, x € Q,

per il teorema di Cousin (Teorema I-3.20) esiste una collezione finita di cubi compatti
e non degeneri con i lati paralleli agli assi coordinati @, e altrettanti punti z,, € Q.
(m=1,...,n) tali che

¢ Q=0Q1U---UQy;

o int (Q,) Nint (Qm,) = @ per my # ma;

o diam(Q,,) < é(x.,) per ogni m.

Si ha allora
&

18(@n)| = T8 |Qnl| < girlQn
e

m

per ogni m per la scelta di d cosicché, essendo i cubi @, non sovrapposti, risulta

‘I@(Q)I—/QJ@‘ <%:‘<I>(Qm)|_/ J(I)‘ -

m

<Y [l0@ul —seai@ul + X [ [0 sat)| <

€ €
< ;m@M +;m|Qm| <

=5 + 5~ E.
e questo prova (b) nel caso di un cubo chiuso @ contenuto in U. Poiché ogni insieme
aperto di RV & unione di una famiglia numerabile di cubi diadici non sovrapposti
(Teorema 5.5), 'uguaglianza in (b) vale anche per ogni insieme aperto £ = V
contenuto in U per numerabile additivita. Resta cosl da provare 'uguaglianza (b)
per un insieme E misurabile in RV tale che E C U. A tal fine, consideriamo
dapprima un insieme aperto V' C U la cui chiusura cl(V') sia un sottoinsieme
compatto di U e sia £ un insieme misurabile in RY tale che £ C V. Per ogni
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n > 1 esistono allora K, compatto e V,, aperto tali che risulti K,, C £ C V,, e
[V \ K| < 1/n e da cid segue
lim JP =0
n—-+oo Vn\Kn
(Teorema 2.33). Si ha quindi

\ME) [ 78| < e - pi+| [ e

J(I»‘
Vi \Kn

:2/ JO —0
Vi \Kn

per n — +oc. Sia infine F' un insieme misurabile in RY contenuto in U e sia {U,},
una esaustione di U mediante aperti precompatti (Teorema I-2.188). Posto allora
FE, = ENU, per ogni n, risulta

w(Ey,) = /E J®

per ogni n e 'uguaglianza in (b) segue per la continuita delle misure sulle successioni
crescenti di insiemi (Proposizione 1.22—(b)).

Abbiamo cosi provato (b) e resta solo da provare che p & una misura di Radon.
Chiaramente, p € una misura di Borel in U finita sui compatti e, per la regolarita
della misura di Lebesgue, per ogni insieme E misurabile in RV esiste un insieme di
Borel B € B(RY) tale che EC BC U e |B\ E| = 0. Si ha allora

p(B) = p(E) + p(B\ E) = u(E)
poiché si ha N'(LY) C N (i) e la conclusione segue da Teorema 3.8. O
Una volta stabilito come cambia la misura di un insieme per effetto di un cam-

biamento di variabili di classe C' si ricava facilmente 1’analoga formula per gli
integrali.

TEOREMA 5.57. Siano U,V C RY due insiemi aperti e ® € CY(U,RYN) un
diffeomorfismo di U su V. Siano inoltre
e ' C ®(U) un insieme misurabile;
o f: F —[0,4+00] funzione misurabile in F.
Allora,
(a) linsieme E = ®~1(F) ¢ misurabile in U;
(b) la funzione (f o ®)J®: E — [0, +00] é misurabile in E e risulta

//m

La formula in (b) ¢ detta formula di cambiamento di variabili negli integrali. Lo
jacobiano J® che compare a destra tiene tiene conto di come il cambio di variabili
® modifica la misura degli insiemi. Lo stesso risultato vale con le ovvie modifiche
con f: F — K funzione integrabile in F.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme E = ®~!(F) ¢ misurabile in U (Teorema 5.46).
Consideriamo dapprima il caso di una funzione s: F — [0,400) semplice, non
negativa e misurabile in F' della forma

s = E Cm, 1F7n

1<m<n
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con {Fy,...,F,} partizione misurabile di F, ¢, > 0 (m =1,...,n) e ¢y =0

se |F,,| = +o0o. Posto E,, = ® !(F,,) per ogni m, gli insiemi {E1,...,E,}

costituiscono a loro volta una partizione misurabile di E e per definizione risulta
lE,,L = 1F o (I)

m

per ogni m. La funzione

(s0@)JO = > cn(lp,0®) |Jo=| Y cnlg, |JO

1<m<n 1<m<n

risulta quindi essere misurabile in U e per Teorema 5.56 si ha

/FS:Zm:Cm|Fm|:Zm:Cm[Em J<I>:/E (;cm@m) J@:/E(soé)Jd).

Questo prova la tesi nel caso di una funzione semplice, non negativa e misurabile in
F. 11 caso generale segue come al solito per convergenza monotona. O

Esercizi

Negli esercizi seguenti tutti i riferimenti a misurabilita e misura sono relativi alla
o —algebra e alla misura di Lebesgue di RY e tutti gli integrali sono fatti rispetto
alla misura di Lebesgue in RY.

5.1. Sia E C R un insieme misurabile con |E| > 0. Provate che per ogni 0 < ¢ < |E|
esiste un insieme misurabile F; tale che F; C E e |Ey| = t.

5.2. Sia C linsieme di Cantor. Provate che z € C se e solo se esiste una successione
cn(z) €{0,2} (n > 1) tale che

-y e

n>1

5.3. Per ogni z € [0, 1), siano ¢, (z) € {0,...,9} (n > 1) le cifre della rappresenta-
zione decimale limitata® di = cosicché risulta

o cn(x)
-y

Provate che I'insieme
E={ze€[0,1): ¢c,(x)#9 per ogni n}
€ misurabile e calcolatene la misura.
5.4. Siano c,(z) (n > 1) le cifre della rappresentazione decimale di z come in
Esercizio 5.2. Provate che gli insiemi
E={z€][0,1): ¢,(x) dispari per ogni n};
F={z€[0,1): cy(z) dispari definitivamente} ;
G={x€[0,1): ¢,(x) pari per infiniti n};

sono misurabili e calcolatene le misure.

6 Ad esempio, per = 1/2, si sceglie la rappresentazione decimale 1/2 = 0.5000. .. anziché
1/2=0.4999.. ..
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5.5. Modificando opportunamente la costruzione dell’insieme di Cantor C' (Esem-
pio 5.14), per ogni 0 < & < 1 costruite un insieme C. C [0,1] con le seguenti
proprieta:

(a) C. & compatto e int (Ce) = &;

(b) |Ce| =e.

Gli insimi C; cosi costruiti prendono il nome di insiemi di Cantor di misura positiva.

5.6. Per ogni 0 < € < 1, costruite
(a) un insieme aperto Vz C (0,1) tale che QN (0,1) C Vz e |V;| =¢;
(b) un insieme compatto K. C [0,1] tale che K.NQ = {0,1} e | K| =e.
Perché non puo essere (), V1, = QN (0,1)?
5.7. Per ogni 0 < € < 1, costruite un insieme di Borel B, C (0, 1) tale che risulti
B <ee
0<|B:NI|<|I]

per ogni intervallo aperto (non vuoto) I C (0,1).

5.8. Siano 0 < § < 2. Provate che esiste kK = (5, N) > 1 con la seguente proprieta:
se r1,...,7, € RN sono vettori tali che

o [z <lperm=1,...,n

o || — Ty || = 6 per m’ # m”;

risulta n < k.

5.9. Sia M una varieta differenziabile di RY con dimM =n (1<n < N e N > 2).
Provate che M ¢ trascurabile.

5.10. Costruite una funzione f: [0,1] — R limitata e Lebesgue integrabile in [0, 1]
che non ¢ uguale quasi ovunque ad alcuna funzione Riemann integrabile in [0, 1].

5.11. Una funzione g: R — R si dice funzione a gradino se € una combinazione
lineare di caratteristiche di intervalli limitati di R. Provate che, se f: R — R & una
funzione integrabile in R, esiste una successione di funzioni a gradino ¢,: R — R
(n > 1) per le quali risulta
400
lim |gn - f‘ =0.

n—-+oo —

5.12. Sia {g, : n» > 1} = Q una enumerazione dei razionali di (0, 1) e siano

go(t)z{w'7 o

0 t=0 f(t)zz%gp(t_qn)

n>1

per ogni t € R. Provate che

1
(a) f(t) < +ooperq.o.te(0,1)e / f < 4o0;

0
(b) f ¢ illimitata in ogni intervallo non degenere di (0,1);

(c) la proprieta (b) vale anche se si modifica f su un insieme trascurabile.

5.13. Costruite una successione di funzioni continue f,: [0,1] = R (n > 1) tali che
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(a) 0 < fn(x) <1 perogniz € [0,1] e per ogni n;

(¢) la successione {f,(x)}, non converge per alcun z € [0, 1].

5.14. Calcolate

n n

lim (1 — E)nem/2 dx e lim (1 + E)nedx dx.
0 n 0 n

n—-+4oo n—-+4oo

5.15. Sia f: R — R una funzione integrabile. Calcolate

—+oo

li —n)——
S ] [z n)1+|x|

T

5.16. Siano f,: (0,+00) = R (n > 1) le funzioni definite da
fn(t) = ae™" — pe=", t>0,
con 0 < a < b. Provate che

+oo
(a) ogni f,, & integrabile in (0, +00) con / fn=0;
0

+o00o
b) Z/O | fal = +o0.

Provate quindi che la serie di funzioni
= Z fn (t)

converge per t > 0 e definisce f: (0,+00) — R integrabile tale che

+oo
| £ =10s0/0)
0

5.17. Sia F l'insieme filtrante degli insiemi finiti (non vuoti) F' C [0,1]. Costruite
una successione generalizzata di funzioni continue fr: [0,1] = R (F € F) tali che

e 0< fr<1in(0,1] per ogni F € F;

. Flflirlﬂt fr(z) =1 puntualmente in [0, 1];

li =1
* Fé?ﬁm/FfF

Questo prova che il teorema di convergenza dominata non vale per le successioni
generalizzate.

5.18. Provate che per ogni t € (0, +00] esiste un insieme A; C R non misurabile
con |A¢]. =t.

5.19. Costruite una funzione f: R? — R continua tale che sia

o0 400
/ fay)lde < +00  c / (@) dy < +o0

— 00 — 00

per ogni x e y e tale che le funzioni

+oo +oo
xH[ flz,y)dy e yH[ f(z,y)dz
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siano integrabili con
+oo +o0 +oo +o00
/ </ f(x,y)dy> dz#/ </ f(a:,y)da:) dy.

5.20. Assumendo la validita dell’ipotesi del continuo e ragionando come in
Esempio 2.52, costruite un insieme A C [0, 1] x [0, 1] tale che

e (A,)° ¢ al pitt numerabile per ogni z € [0, 1];
e AY & al pilt numerabile per ogni y € [0, 1]

Provate che risulta

/01 </011A(x,y)dy) dr=1 e /01 (/OIIA(x,y)dx> dy =0

e concludete quindi che A non ¢ misurabile in R2.

5.21. Sia f: RY — [0, +00] una funzione. Provate che f & misurabile in RY se e
solo se il suo sottografico

A(f)={(z.t): 0<t < f(z) ex e RV}
¢ misurabile in RV x R e che in tal caso risulta

CVVA(S)) = / f() d.

RN

5.22. Usando le coordinate sferiche e il teorema di Fubini-Tonelli provate che per
I'integrale di Gauss risulta

+o00 5
I:/ et dt = /7.

—00

5.23. Sia
B'={z: |lz| <1}, (n>1)

la palla chiusa di R™ con centro nell’origine e raggio unitario e sia w,, = |B"| la sua
misura. Provate che risulta

Wnp = =, n>1,
Iz +1)

e calcolate il limite

lim w,.
n—-+o0o

5.24. Data la funzione f: RY — K ey € RN, la y - traslazione di f o brevemente
traslazione di f & la funzione 7, f: RY — K definita da

T f(x) = flz+y), zeRY (yeRV)
Provate che per ogni y € RY valgono le seguenti affermazioni:
(a) se f & misurabile in RY, allora 7, f & misurabile in RY;

(b) se g: RN — C & una funzione tale che f = g quasi ovunque in RY,
allora risulta 7, f = 7,9 quasi ovunque in RN,
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5.25. Siano f,g: RN — K due funzioni e siano F,G: RN x RV — K le funzioni
definite da

Flz,y)=flz+y) e Gr,y)=g+y)
per ogni (z,y) € RN x RN, Provate che
(a) se f = g quasi ovunque in RY, allora F' = G quasi ovunque in RV x RY;
(b) se f & misurabile in RV allora F' & misurabile in RY x RV,

5.26. Sia
={z=(@"...,a")eRY : 2" >0perogninea' +- -+ <1}
lo N —simplesso di RY e, dati v1,...,vn vettori di RV, sia
P= Z ", = (2t 2V) e AN
1<n<N

Calcolate |AN| e |P|.

5.27. Un ellissoide di RN & un insieme E = E(S) della forma
E(S)={z eR": (z|Sz) < 1}

con S € Mg,;;N matrice simmetrica e positiva (S > 0). Provate che ogni insieme

compatto e convesso K C RY tale che 0 € int K contiene un ellissoide di misura
massima.

5.28. Siano U C RY un insieme aperto e ® € C1(U,R") una funzione iniettiva in
U. Siano inoltre

e F' C ®(U) un insieme misurabile;
o f: F — [0,400] una funzione misurabile in F'.

Provate che l'insieme E = ® ' (F) N {J® > 0} & misurabile e che la funzione definita
da (fo®)J®: E — [0,+00] & misurabile in E e che risulta

//oq>






CAPITOLO 6

Derivazione ed integrazione in R

Questo capitolo & dedicato alle proprieta di derivabilita delle funzioni di una variabile
reale alla luce dell’introduzione della misura di Lebesgue. Quali funzioni sono
derivabili quasi ovunque — cioe dappertutto nel senso della misura di Lebesgue? E
quando derivazione ed integrazione secondo Lebesgue sono operazioni inverse 'una
dell’altra cioe vale il teorema fondamentale del calcolo? Sono questi due dei piu
classici problemi dell’analisi reale e la trattazione che sviluppiamo qui ¢ anch’essa
classica ed in particolare ¢ indipendente dai risultati di teoria della misura sviluppati
nel Capitolo 4 (teorema di Radon—Nikodym e decomposizione di Lebesgue), pur
avendo molti dei risultati che vedremo una controparte per le misure.

Proviamo in particolare la derivabilita quasi ovunque delle funzioni monotone e
delle funzioni integrali, discutiamo i limiti di validita del teorema fondamentale del
calcolo ed esaminiamo le proprieta delle funzioni a variazione limitata e delle funzioni
assolutamente continue con particolare riguardo alle relazioni reciproche ed alle
regole di calcolo per tali funzioni. Introduciamo infine le misure di Lebesgue—Stieltjes
in R e ne esaminiamo la relazione con le funzioni a variazione limitata.

Poiché in questo capitolo con la sola eccezione dell’ultima sezione interverra solo la
misura di Lebesgue di R, conveniamo per brevita di parlare di insiemi misurabili o
trascurabili, di funzioni misurabili o integrabili e cosi via omettendo il riferimento
alla misura ed alla o —algebra di Lebesgue.

6.1. Funzioni derivabili quasi ovunque

Cominciamo in questa sezione ad esaminare le proprieta di derivabilita delle funzioni
definite su intervalli di R alla luce dell’introduzione della misura di Lebesgue.
Motivati dai classici esempi di funzioni continue non derivabili in alcun punto,
proviamo dapprima che la derivabilita costituisce una proprieta eccezionale delle
funzioni continue nel senso che la maggior parte di esse nel senso topologico della
categoria di Baire non sono derivabili in alcun punto. Utilizzando il teorema di
ricoprimento di Vitali mostriamo quindi che la situazione e radicalmente diversa per
le funzioni a valori reali monotone che sono derivabili quasi ovunque. Esaminiamo
infine le proprieta delle funzioni a variazione limitata, cioe gli elementi dello spazio
vettoriale generato dalle funzioni monotone limitate.

In tutta questa sezione denotiamo con I un intervallo che supporremo sempre non
degenere le cui eventuali ulteriori proprieta specificheremo ove necessario.

Funzioni continue non derivabili in alcun punto. Siano I C R un intervallo
ed f: I — R una funzione a valori reali. Dato x € I con x < sup [, i numeri reali
estesi definiti da

DT f(z) = limsup M

h—0+ h rel, z<supl,
D, f(x) = liminf —f(x +h) — f(z) g
h—0t h

207
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si dicono rispettivamente derivata superiore destra e derivata inferiore destra di f
in x. Si ha evidentemente

DY f(z) < Dy f(x), xel, z<supl,

e, qualora valga 1'uguaglianza, il valore comune e la derivata destra di f in x che si
denota come al solito con

() — D Fl) — _ g St h) - @)

z)=D7"f(x)=Dsf(x) = lim ———=.
fi@) = D* () = Dy fla) = tim DEED

Puo evidentemente essere f! (x) = £o0 e, in accordo con quanto richiamato in 7?77,
la funzione f ¢ derivabile da destra in x se esiste finita la derivata destra di f in x.
Analogamente si procede per le derivate sinistre. I numeri reali estesi definiti da

h) —
D~ f(x) = limsup flath) - f(@) ]z 1)
h—0~ xel, x>infl
@t h) — fx) ’ ’
D_f(x) =liminf ————~
f( ) h—0— h
si dicono rispettivamente derivata superiore sinistra e derivata inferiore sinistra di
f in z. Anche in questo caso si ha

D™ f(z) < D_f(x), xel, x>infl,

e, qualora valga I'uguaglianza, il valore comune ¢ la derivata sinistra di f in x che
si denota con
. r+h)— f(x
£1(x) = D™ f(x) = D_f(a) = tim TEFWZIE)
h—0— h
ed f si dice derivabile da sinistra in x se esiste finita la derivata sinistra di f in x.
Infine, se € I € un punto interno di I in cui esistono e sono uguali la derivata
destra e la derivata sinistra di f in z, il valore comune di esse ¢ la derivata di f in
x che si denota come al solito con
. +h)— f(x)
! — ! — !/ — 1 f(x .
J'(@) = 1 (2) = [ = Jim DRSS

e la funzione f si dice derivabile in x se esiste finita la derivata di f in z. Nel caso
particolare in cui sia x sia un estremo dell’intervallo, con abuso di notazione si pone

f'(a) = fi(a) sea€lea=minl

() = f.(b) sebeleb=max]
e si parla brevemente di derivata a o in b anziché di derivata destra o sinistra
rispettivamente.
Nel caso di una funzione a valori complessi f: I — Csiha f = u+ivconu,v: I - R
parte reale e parte immaginaria di f e per derivata, derivata destra, derivata sinistra
e derivabilita di f valgono la terminologia e le notazioni gia richiamata in ??77. In
paricolare, f & derivabile in « € I se e solo se la parte reale u e la parte immaginaria
v sono derivabili in x nel qual caso risulta

() = (z) + v (2), zel.

Dopo questi richiami di terminologia, presentiamo due famosi esempi di funzioni
continue a valori reali che non sono derivabili in alcun punto.
EseEmpIO 6.1 (T. Takagi-B. van der Waerden). Siano 0 < a < 1 e b > 1 numeri
reali tali che che ab > 1. Allora, la funzione

Top(x) = Z a™d(b"x,Z), z €R,

m>0

ha le seguenti proprieta:
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log (1/a)

(a) se ab> 1, T, & a—holderiana se e solo se 0 < a < oap
og

(b) se ab=1, Ty, € a—holderiana se e solo se o € (0, 1);
(c) se be Ny & pari e ab > 1, Ty, non ¢ derivabile in alcun punto di R.
La funzione T' = T, cosi definita e detta funzione di Takagi-van der Waerden o

anche le blanc manger (provate a disegnarla ...). La sua definizione & dovuta a
T. Takagi con a =1/2 e b =2 ed a B. van der Waerden con a = 1/10 ¢ b = 10.

Per abbreviare le notazioni, denotiamo con
d(z) =d(z,Z), z€R,

la funzione distanza dagli interi ed osserviamo preliminarmente che, poiché si ha
0 <amd(d™mx) < a™/2 per ogni z e 0 < a < 1, la serie converge uniformemente su
tutto R e quindi 7" € ben definita e continua su tutto R.
(a) Sia ab>1 e sia
log (1/a)

logh
Per ,y € R tali che 0 < |y — x| < 1/b, sia n > 1 intero tale che

1 1

O<a<

Si ha allora
Ty) - T@) < Y, o™ [dE™y) —dp™)| + Y o™ |db™y) - db™"z)| =
0<m<n—1 m>n
con ovvio significato dei simboli.
Poiché d & lipschitziana di costante uno e risulta |y — 2|1~ < 1/~ per la
scelta di n, si ha

m (ab)" 1 (ab)" a_
0<Ans 3 (@)ly—al < oy —al € pm iy — el =
0<m<n—1
(ab®)" o
T ab—1 ly ==

Per la scelta di a si ha 0 < ab® < 1 e da cio segue

<A, < —x|“.
0= _ab—1|y o

Per 'altro termine si ha
O < B < a" 1 n+1
p— . a
"7 1-a a(l—-a)

ed inoltre, sempre per la scelta di «, si ha

1 (o7
a"+1 _ e(n+1)10ga _ e—(n+1)log(1/a) < e—a(n-‘rl)logb _ (anrl) < |y _ xla
Pertanto, risulta
1 1

76) - T < (57 + 2

e questo prova che T ¢ a—holderiana in R. Per completare la dimostrazione di (a),
proviamo che T non ¢ a—hdlderiana in z = 0 per alcun esponente a con

log (1/a)
log b

) -l ly—al <1/,

<a<l.
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Sia dunque « siffatto e scegliamo k > 0 tale che sia 1/karl <1/2. Pern >k +1si
ha allora

T(l/b”) — T(O) — banT(l/bn) > pon

(1/bn) Ogmgzn:—k—l a™d(b™/b") =

e, essendo 0 < b™/b™ < 1/bF+1 < 1/2 per ogni m =0,...,n —k — 1 per la scelta di
k ed essendo d(t) = ¢ per t € [0,1/2], si ha

1 m
= p(1—a)n Z (ab) =

0<m<n—k—1
1 (ab)mR-1
T p-en gp—1
(ab)~F 1
(ab®) ab—1 (ab)n—k e
per n — +oo poiche risulta ab® > 1 per la scelta di a.

(b) Sia0<a=1/b<1e0<a<1fissato. Per z,y € R tali che 0 < |y — x| < 1/b,
sia n > 1 intero tale che

1
i <|lz—y| < o
Come nel caso precedente, si ha

ed in questo caso, essendo a = 1/b, con calcoli analoghi ai precedenti, si ottiene

n
0§An<m|y—x|a

bite 1
N =
Risulta pertanto
bite 1
7)) < (04 =1 ) el ol =Galy—al*,  ly—al <1

e, essendo la successione {C,,},, infinitesima e dunque limitata, si ha 1’asserto.
Infine, ripetendo gli stessi calcoli svolti in (a) con o = 1 si verifica che T non &

lipschitziana®.

(¢) Per b € N, la funzione T & chiaramente 1-periodica e quindi basta provare che
non & derivabile in alcun punto z € [0, 1].
Sia dapprima 0 < x < 1 e, per ogni intero n > 1, sia k, € {0,...,2b"™ — 1} tale che
kn k,+1
2 =TS o
Consideriamo quindi le due successioni z,, = k,, /2b™ e y,, = (kn, +1)/2b™ per n > 1.
Esse sono rispettivamente crescente e decrescente e tali che z,, < x < y,, per ogni n
con ¥y, — &, — 07 per n — +o00. Se T fosse derivabile in z, si avrebbe

lim T(yn) — T(xn)

= T/
n—-4oo Yn — T, (.13)
con
T(yn) — T(zy) _ Z o d(b™yn) — d(b"xy,) n>1
Yn — Tp 0<m<n Yn — T, ’ -

L Se T fosse lipschitziana, sarebbe assolutamente continua (Definizione 6.26) e quindi derivabile
quasi ovunque (Corollario 6.29) ma, quando b & pari, cio & escluso da (c).
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poiché, essendo b pari, per m > n > 1 risulta
b"x, =" "k, /2 €N e by =0 "k, +1)/2 € N
Proviamo quindi che per ogni m > 0 esiste j,, € N tale che
j j 1
n>m = %Sbmxn<bmyn§%
ovvero che, per ogni m > 0 fissato e per ogni n > m, i numeri b™x,, e by, ap-
partengono al medesimo intervallo [f,,/2, (jm + 1)/2] in cui la funzione d & lineare.
Se cosi non fosse, si avrebbe bz, < j/2 < b™y, per qualche j € N; e n > m da
cui seguirebbe necessariamente k,, < jb"~ " < k,, + 1 e cido non puo essere poiché
jb"~™ & un intero k,, e k,, + 1 sono interi consecutivi.
Alla luce di cio, per ogni m > 0 esiste &, € {—,+} tale che

o d(b"yn) — d(b™xy,)

Yn — Tn

= Em(ab)mv n>m >0,

Risulta pertanto
M = Z 5.:,m(ab)m’7 n>1,
Yn = In 0<m<n

e tale serie non puo essere convergente essendo ab > 1.
Infine, per z = 1, consideriamo la successione z,, = 1 —1/b™ per n > 1. Come prima,
si ha

T(xy)—T(1
(‘T ) : ( ) — _pn Z amd(bm _ bm/bn) S X Z a™ (bm/bn) —
In = 0<m<n-—1 0<m<n-—1
=— Z (ab)™
0<m<n—1
e tale serie diverge a —oo per n — +o0. O

ESEMPIO 6.2 (K. Weierstrass). Siano 0 < a < 1 e b > 1 numeri reali tali che ab > 1.
Allora, la funzione

Wap(z) = Z a™ cos (b mx), z € R,

m>0

ha le seguenti proprieta:
log (1/a).

(a) se ab> 1, W, € a—holderiana se e solo se 0 < o < osh
og

(b) se ab=1, W, ¢ a—holderiana per ogni a € (0,1);

(c) se b € Ny ¢ dispari e ab > 1+ 37/2, W, 5 non ¢ derivabile in alcun
punto di R.

La funzione W = W, ;, cosi definita e detta funzione di Weierstrass. E stato provato
da Hardy ([7]) che W non & derivabile in alcun punto di R per ogni 0 < a < 1 e
b > 1 tali che ab > 1 senza ulteriori limitazioni sui parametri.
Come nel caso della funzione di Takagi, osserviamo preliminarmente che la serie
converge uniformemente su tutto R poiché si ha |a™ cos (0™ 7zx)| < a™ per ogni = con
0 < a < 1 cosicché W & ben definita e continua su tutto R. Anche le dimostrazioni
di (a) e di (b) sono del tutto anaologhe alle dimostrazioni delle corrispondenti
proprieta della funzione di Takagi. In particolare, se ab > 1, W non & a—holderiana
in x = 0 per

log (1/a)

1
log b <a<
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poiché si ha

(W(/b") — W)
(1/bm)«

— pon Zam [cos (bmﬂ'/bn) — 1] =
=26y 0™ [sen (0™ 7/207)]?

> 2b%"a™ [sen (7r/2)]2 = 2(ab*)" = 400
per n — +oo poiche risulta ab® > 1 per la scelta di a. Resta quindi solo da
provare (c).
(¢) Supponiamo dunque che sia b € Ny dispari e ab > 1 + 37/2. Per provare che
W non é derivabile in alcun punto, fissiamo x € R. Poiché W & pari, possiamo
supporre che sia x > 0. Per ogni h # 0 ed n € Ny si ha
W(x + h) — W(x)

= An Bna
h +

avendo posto

a” {cos (b7 (z + h)) — cos (bmﬂ'l'):l ;
B, _! Z cos (b (x + h)) — cos (b"7x)| .
h m>n
Poiche si ha |cosxg — cosz1| < |xg — 1| per ogni x1 e xa, si ha

|A,| <7 Z (ab)™ = 771 — (ab)™ . (ab)™

1—ab ab—1"
0<m<n—1

Per stimare B,,, poniamo 0"z = k,, + r,, dove k,, € Ne —1/2 < r,, < 1/2. Poniamo

inoltre
1—r,

bn
ed osserviamo che si ha h,, — 0T per n — +o00. Stimiamo quindi B,, per h = h,,.
Per ogni m > n si ha

b™(x+ hy) =0T (0" +b"hy) =0 (ky + 1)
e quindi, essendo b dispari cioe b =2p + 1 con p € N4, si ha
cos (b (z + hy)) = cos ((2p + 1) "w(k, + 1)) = (—1)kntt
mentre per 'altro termine si ha, per la formula di addizione del coseno,
cos (bmwm) = cos (ﬂ'bm (b ) =
= cos (b "ky + 1)) =
= cos (mb™ "k ) cos ( bm_"rn) =

= (=1)kn cos (mb™ "y,

I =

Pertanto, risulta

a™ [1 + cos wbm " n)

m>n
da cui segue
|B| = 1 Z a™ {1 + cos (wbm"rn)} > ia” [1 + cos (71'7’n)] > ia"
h hn, hn

n
m>n
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poiché ¢ cos (nr,,) > 0, essendo —1/2 < r,, <1/2. Si ha dunque

Wz + hy,) — W(x) 1 (ab)™
> |B,| — |4, > —a™ —
Ton 2 |Bal = 1Al 2 e =7
e, essendo 1/2 <1 —r, < 3/2, risulta
l1—r, 3 1
0<hy =5

da cui segue infine
W(x + hy) — W(x) n 2 v
> B .
o =" \3 - =

Essendo ab > 14 3m/2 per ipotesi, il coefficiente di (ab)™ & positivo e quindi, essendo
ab > 1, si ricava infine

L |t h) W)

n—-+00 hn

:+OO

e questo prova l’asserto. O

Il teorema seguente mostra che le funzioni degli esempi precedenti che ai nostri occhi
appaiono patologiche hanno in realta un comportamento che ¢ paradigmatico per le
funzioni continue.

TEOREMA 6.3 (S. Banach). L’insieme
D={feC(0,1],R): 3z €[0,1) tale che D, f(z) e DT f(x) sono finiti}
¢ di prima categoria nello spazio metrico completo C([0,1],R).

Pertanto, per una funzione continua in [0, 1] a valori reali o complessi la proprieta
di non esssere derivabile in alcun punto € generica nello spazio metrico delle funzioni
continue sull’intervallo [0, 1] a valori reali o complessi munito della metrica

du(f,g9) =sup{|f(z) —g(x)|: z€[0,1]},  f.g€C([0,1]),
della convergenza uniforme mentre la proprieta di essere derivabile in almeno un
punto di tale intervallo & residuale nello stesso spazio.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero n > 1, denotiamo con D,, I'insieme delle funzioni
f € C(]0,1],R) per le quali esiste = € [0,1 — 1/n] tale che si abbia

flz+h) - f(z)
h

Proviamo che risulta D = |J,, Dy, e che ogni insieme D,, ¢ chiuso con interno vuoto
in C([0,1],R).
Si ha chiaramente |J,, D, C D. Viceversa, se f € D, sia x € [0, 1) tale che si abbia

flx+h) = f(z)
h

per qualche 0 < L < +o0 e 0 < § <1 — . Posto n > max{L,1/d}, risulta f € D,,.
Proviamo quindi che ogni insieme D,, & chiuso. A tale scopo, consideriamo una
successione di funzioni f; € D,, (i > 1) ed una funzione f € C([0,1],R) tale che
fi = f per i — +oo uniformemente su [0,1]. Per ogni i, sia z; € [0,1 — 1/n] il
punto corrispondente alla funzione f; nella definizione di D,,. Per compattezza,
passando ad una sottosuccessione x; = x;,, risulta z; — x per j — +o00 per un
qualche punto x € [0,1—1/n] e quindi, denotando con f; la corrispondente funzione
della successione, si ha fj(x; +h) = f(x+h) e f;(x;) = f(x) per j — +o00. Risulta

allora
fz+h) - f(z)
h

<n, 0<h<1/n.

<L, 0<h<i,

<mn, 0<h<1/n,
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e questo prova che f € D, cioe che D,, & chiuso.

Resta infine da provare che ogni insieme D,, ha interno vuoto. Consideriamo a tal
fine una funzione f € D, e, fissato € > 0, per il teorema di approssimazione di
Weierstrass (Teorema II1-2.7) scegliamo un polinomio p: R — R tale che risulti
du(p, f) < /2. Consideriamo quindi le funzioni a dente di sega

1
or(z) = Ed(ka,Z) =kd(z,Z/k*), x€R (k>1).
Si ha evidentemente 0 < () < 1/2k per ogni 2 € R e ogni funzione ¢y, & derivabile
da destra in ogni punto di R con derivata di modulo costante |(yr)’ (z)| = k per
ogni x. Scegliamo
k > max {d,(p’,0) + n,1/e}

e consideriamo la funzione f. di C([0,1],R) definita da

Je =D+ ¢k

Per tale funzione si ha

() (@)] = [(p+ )y (@)] = [(0r) (@)] = [P (2)] = k = du(p',0) >

)>n
per ogni punto x € [0,1 — 1/n] e da cid segue f. ¢ D,,. Essendo d,(f,f) < &,
dall’arbitrarietd di € > 0 si conclude che D,, ha interno vuoto in C([0,1],R). O

Le funzioni derivabili in almeno un punto sono un insieme piccolo tra le funzioni
continue non solo dal punto di vista topologico della categoria di Baire ma anche
dal punto di vista della teoria della misura. Esse hanno infatti misura zero rispetto
alla misura di Wiener su C([0,1]) ([])-

Derivazione delle funzioni monotone. Abbiamo visto in precedenza esempi di
funzioni continue che non sono derivabili in alcun punto. La situazione & completa-
mente diversa nel caso di funzioni a valori reali monotone: esse sono derivabili quasi
ovunque come prova il celebre teorema di derivazione delle funzioni monotone di
Lebesgue che esaminiamo in questa parte.

Per ovvi motivi consideriamo in questa parte esclusivamente funzioni a valori reali
e, data una funzione monotona f: I — R, per ogni € I poniamo

B fx) se x =inf [ N fl@) se x =supl
fla™) = lim f(y) sex>infl; TN lim f(y) sex <supl;
y—z— y—axt

e denotiamo con

D(f)y={zel: fla7)# f=")}
I'insieme al pitt numerabile dei punti di discontinuita di f (Teorema 4.30 in [14]).
Per ogni punto di discontinuita « € D(f), il numero

F(a*) - f@)
¢ il salto o oscillazione di f in x (Esercizio 1-2.30).
TEOREMA 6.4 (H. Lebesgue). Sia f: I — R una funzione monotona. Allora,

(a) f é derivabile quasi ovunque in I;

(b) f' ¢ localmente integrabile in I e si ha

[s

per ogni a,b € I con a < b.

0<

+ ) @) = f@) S F0T) - fla),

z€D(f)N[a,b]
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La derivata che compare in (b) & la funzione definita in I da
!/ \ . . .
. f'(x) se f & derivabile in x
0 altrimenti

e che denotiamo qui e nel seguito con abuso di notazione come f.
Se f: I — R ¢ monotona e limitata, la derivata f’ risulta integrabile in I e si ha

[+ 2 15 - ) < s s —int s

zeD(f)

0<

e in particolare, quando I = [a,b] & un intervallo compatto, risulta

0<

b
/ FLe S 1) - fa) < 1£0) - fa)l.

zeD(f)

Dalla dimostrazione del teorema di derivazione di Lebesgue scorporiamo il risultato
seguente che ha interesse indipendente dalla dimostrazione di Teorema 6.4.

PROPOSIZIONE 6.5. Sia f: I — R una funzione. Allora, l'insieme
D, ={reint(l): 3fL(x) e f.(x) # f1. ()}
e al piu numerabile.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo che
Df ={zeD,: f.(z) < fi(z)}
¢ numerabile, in maniera analoga si procede per I'insieme D definito dalla disugua-

glianza opposta.
Per ogni x € DY, sia (ry, s,,t,) € Q3 una terna di razionali tali che

o € (Sz,ty) e (Sz,ts) CI;
o [L(x) <1 < fi(x);

Li(x)<” se s, <y<zx
M>m sex <y <ty
y—x

cosicché risulta

f@)—f@)>r(y—x), s2<y<tsey#uw
Proviamo che la funzione ®: D — Q3 definita da ®(z) = (rs, sz,t,) per ogni
x € D} ¢ iniettiva. Siano dunque z1,r5 € DT tali che ®(z1) = ®(z2) e poniamo
per brevitd ®(x;) = (r,s,t) per i = 1,2. Si ha
fy) = f(z1) > r(y —21) s<y<t,y#a
fy) = flz2) >r(y—x2) s<y<t, y#m
e, poiché x1, x5 € (s,t), se fosse x1 # o si avrebbe una contraddizione scegliendo

y = x2 nella prima disuguaglianza e y = x1 nella seconda. O

Possiamo ora dimostrare il teorema di derivazione delle funzioni monotone di
Lebesgue.

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 6.4). Possiamo supporre che la funzione f sia cre-
scente cosicché risulta Dy f(z) > 0 e DT f(z) > 0 per ogni € I per cui sono
definite.

(a) Non e restrittivo supporre in questa parte che sia I = [a,b]. Posto allora
D ={z € (a,b): f non & derivabile in z},
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siha D=DTUD~UD,U D, dove
D* ={z € (a,b): Dyf(z) < D*f(x)}
Do ={z € (a,b): f'(z) =+oc}

e D, ¢ I'insieme numerabile definito nel lemma precedente. Poniamo inoltre

Di:U{D;'fq: p,qEQeO<p<q}
ove
D ={z€(a,b): 0<Dyf(z)<p<q<D*f(z)}
per ogni p,q € Q con 0 < p < q e, tenendo conto che Dy & numerabile per il lemma
precedente, dividiamo la dimostrazione nei due passi seguenti:
(1) ‘Diq’ =0 per ogni 0 < p < q;
(2) [Dos| = 0;
che insieme forniscono la tesi.
(1) Per assurdo, sia ‘Dz:)t,q|* =a > 0. Fissato 0 < € < /2, esiste allora U insieme
aperto tale che D;‘,q CcUC(a,b) e|U] <a+e. Perognizxe D;:q, esistono allora
hyn >0 (n>1) tali che
o [z,x+ hy ] CU per ogni n;
o f(z+hyn)— f(x) < phgn per ogni n;

e lim h,,=0" .
n—-+oo ’

La famiglia di intervalli
I={lz,x+hsn]: n>1,z€Df }

cosi definita ¢ un ricoprimento di Vitali di D; o Esistono quindi [z, , T + Ay
(m=1,...,n) intervalli disgiunti di Z tali che

D\ (Um[xm,mm + hm])

Sia quindi V' I'insieme aperto definito da V' =, (¢m, Zm + hm). Si ha evidente-
mente ’D;q \ V|* <eeV CU da cui segue

th:|V|<a+5

<e.

*

e quindi

D 1 @m + hn) = f@m)] <pD_him < pla+e).

m m
Consideriamo ora l’insieme D;’)q NV. Per ogni y € D;’)q NV, esistono &k, ; > 0
(j > 1) tali che
e [y,y+ky ;] CV perognij;
o f(y+ky;)— fly) > qky,; per ogni j;

e lim k,;=0".
j—+oo

La famiglia di intervalli

T ={lyy+hky,): 5=1,y€Df, NV}
cosl definita & un ricoprimento di Vitali di € D; ¢ V. Esistono quindi [yi, yi + ki
(i=1,...,7) intervalli disgiunti di J tali che

’(DL nV)\ (U[yzyz + kz’]) ‘ <e.
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Si ha quindi

O‘:‘Dz—;q <

S‘(D;{qﬂV) ( [yi,yi + ki ) +

‘D* nv) (U ywyﬂrki])‘ + D5\ VI, <

3

< Z k; + 2¢
da cui segue 1
qla —2¢) < quz‘ < Z[f(l/z‘ + ki) — f(yi)] <
< Z[f(xm + hm) - f(xm)] < p(a =+ 6)

poiché ogni intervallo [y;,y; + k;] & contenuto in uno degli intervalli [, , T + hin)
ed f e crescente. Deve quindi essere

0 < q—-p
p+2q
e cid contraddice larbitrarieta di € € (0, a/2).
(2) Siat > 0. Per ogni x € Dy, esiste h, > 0 tale che
o [z,x+ hy] C (a,b);
o f(zx+h)— f(x) >thper 0<h<h,.
Come prima, la famiglia di intervalli
I={[z,x+h]: 0<h<hy €Dy}

¢ un ricoprimento di Vitali di Do,. Esistono quindi [@,,, 2, + hy] (n > 1) intervalli

disgiunti di Z tali che
‘D \ (U [Zn, Zn + hn ])’ —0.

a<e<al2

Si ha quindi
t[Desl, < t’Doo N (U [T, T + B, ]) <

<ch <Z f(zn + hy) = fzn)] < f(b) — f(a)

e dall’arbitrarieta di ¢ > 0 segue |Doo| =0.
(b) Supponiamo dapprima che sia I = [a,b] ed estendiamo f a tutto R ponendo
f(x) = f(a) per x < ae f(x) = (b) per z > b. Posto
flx+1/n)— f(x
A f(a) = LEFY T,
/n
ogni funzione A, f ¢ Borel misurabile, non negativa e A, f — f’ quasi ovunque in

[a,b]. Quindi, f’ ¢ Lebesgue misurabile e non negativa e per il lemma di Fatou, si
ha

zreR (n>1),

b b b
O§/ f’glimninf/ Anf:hminfn/ [f(z+1/n) — f(z)]dx.

Poiché f & Riemann integrabile in [a, b] in quanto crescente, dalle proprieta elementari
dell’integrale di Riemann e dalla definizione di f si ottiene

b b+1/n a+1l/n
o< [+ ym —f@ldo= [ f@de= [ f@)de < 210) - 2fa)
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per ogni n > 1. Da cio segue

b
os/ ' < ) - f(a)

e questo prova l'integrabilita di f’ in [a, b].
Counsideriamo ora x € D(f) N (a,b). Ragionando come prima, per h > 0 tale che
[x —h,z+h] C (a,b)siha

x—h b
/ f’+/ < e —h)— f(a) + F(b) — f(x+ h)
a x+h

che equivale a

x—h b
/ e / '+ @+ h) = f@ — b)) < F(b) — f(a).
a x+h

Per h — 0% risulta quindi

/ F 4+ @) — f@) < ) - fla)

e la stessa disuguaglianza vale per x € D(f) N {a,b}. Iterando questo argomento
per ogni insieme finito di D(f) risulta

b
0< [ F 4 Y ) - S < £0) - @
“ z€D(f)

quando f: [a,b] — R & una funzione crescente in [a, b].

Sia ora f: I — R una funzione crescente definita in un intervallo I qualunque e
siano a,b € I con a < b fissati. Dal caso precedente applicato alla restrizione di f
all’intervallo compatto [a, ] si ricava l'integrabilita di f’ in [a, b] e la disuguaglianza
precedente diviene

b
0< / Y HEH) @)@ = F @O~ 7)) < f(b)-f(a).
a z€D(f)N(a,b)
Sommando allora [f(a) — f(a™)] + [f(b") — f(b)] ad ambo i membri si ottiene la
disuguaglianza in (b) e questo conclude la dimostrazione. U

Se f: [a,b] — R & una funzione monotona, la disuguaglianza in Teorema 6.4 (b)
puo essere stretta come provano i due famosi esempi seguenti. La funzione del primo
esempio ¢ la funzione di Cantor—Vitali: essa & una funzione continua e crescente
dell’intervallo [0, 1] su se stesso la cui derivata esiste ed & nulla in quasi ogni punto
di [0,1]. La funzione del secondo esempio & ancora pill sorprendente: essa & un
omeomorfismo strettamente crescente di [0, 1] su se stesso avente derivata nulla
quasi ovunque.

ESEMPIO 6.6 (G. Cantor—G. Vitali). Sia C' linsieme di Cantor (Esempio 5.14).
Costruiamo una funzione V': [0,1] — R con le seguenti proprieta:

(a) V & continua, crescente e tale che V(0) =0e V(1) = 1;

(b) V & derivabile in [0,1] \ C con V'(t) = 0 per ogni ¢t € [0,1] \ C;

(c) V(O) =1;

(d) V & a—holderiana se e solo se 0 < a <

Tale funzione & detta funzione di Cantor—Vitali.
Risulta C' =, Cy, ove {Cy,},, ¢ una successione decrescente di insiemi compatti e
non vuoti in cui ciascun insieme C,, € unione di 2" intervalli compatti e disgiunti

Cn: n,lU"'UIn,T"» TLZO,
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ciascuno dei quali di lunghezza 1/3™ e tali che
In+1,2m—1UIn+1,2mC In,ma m = 17~-~72n (TL > 0)

Poniamo
va(t) = (3/2)" 1¢, (t), tel0,1]
n > 0.

Va(z) = /OI vn(t) dt, x €10,1] -

I grafici delle funzioni V,, per n = 0,1,2 sono rappresentati in Figura 6.1 (a).
Ogni funzione V,, cosi definita & continua e crescente in [0, 1] e tale che V;,(0) = 0,
V(1) = 1 per ogni n poiché si ha |C,| = (2/3)™. Inoltre, si ha

foo= () 52
Un = 1|73 on T o
Inm 2 3n 2n

Un41 = / Un+1 +/ Un4+1 =
In+1,2'm71 In+1.2m,

B § n+1 L_F § n+1 Lii
“\2 gn+1 2 gn+l — 9n
v

e da cid segue Vpm(z) = Vi (x) per ogni z € [0,1] \ C), e per ogni m,n > 1.
Conseguentemente, si ha
E

3 n+1 3 n 1 3 n 1
- [(2) (2) ] ' gn+1 + <2> '3n+1 -
1

~ 3.2n1
per ogni n. Pertanto, la successione di funzioni {V,}, converge uniformemente
nell’intervallo [0, 1] ad una funzione V': [0,1] — R continua, crescente ¢ tale che
V(0) =0e V(1) = 1. Inoltre, V & costante su ogni componente connessa di [0,1]\ C
per costruzione. Quindi, si ha V’(x) = 0 per ogni « € [0, 1]\ C ovvero V ha derivata
nulla quasi ovunque in [0, 1] e risulta |V (C)| = 1 poiché I'insieme V([0,1]\ C) &
numerabile.

Resta infine da provare (d) cioé che la funzione V' ¢ hélderiana con esponente « se e
solo se

J

n,m

/ (Un+1 - vn)
I, mNI[0,z]

< max [Un41 — U =
1<m<2n J;

2% V(@) = @1 =, o, (m

log 2
0<a< 282
<Y 10g3

Il numero a destra ¢ la dimensione di Hausdorff dimy,(C') dell’insieme di Cantor C
(Esempio 77).

Per dimostrare (d), proviamo preliminarmente che, posto Vy(z) = = per = € [0, 1],
le funzioni approssimanti V;, sono legate tra loro dalla seguente relazione ricorsiva
Vi (3x)/2 per z € [0,1/3]

(*)  Vag(z) =4 1/2 per z € [1/3,2/3] n > 0.
1/24V, (3(z —2/3)) /2 per z € [2/3,1]

A tal fine denotiamo con S; ed Sp le funzioni affini definite da S;(x) = x/3 ed

Sa(x) =2/3 4 x/3 per x € R. Per costruzione si ha evidentemente

Cn+1 = Sl(Cn) U SQ(CTL), n >0,
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1 1
15/16
3/4 3/4
Vo Hy
9/16
1/2 H
/ o 1
H»
1/a} 2
0 1/3 2/3 1z 0 1/4 1/2 3/4 1z
(a) (b)

FIiGURA 6.1. (a) Le funzioni V;, per n = 0,1,2. (b) Le funzioni H,
pern=0,1,2eA=1/2, p=3/4.

ed in particolare risulta S1(Cy) C [0,1/3] e S2(Cy) C [2/3,1]. Si ha pertanto

3 n+1 T
Vn+1(x) = <2> /0 1Cn+1 (t) dt =

3 n+1 x 3 n+1 x
- <2> / Ls,(c,)(t) dt + (2> / L, (e, (1) dt.
0 2/3

Per x € [0,1/3], il secondo integrale & nullo e, per ogni t € [0,1/3], risulta t € S1(Cy,)
se e solo se 3t € C,, cosicché si ha

3 n+l .z 3 n+1l  ,x 1
Vn+1(x):<2> /Olsl(cn)(t)dt:<2) | 1e6de= 5V, 32)

per ogni x € [0,1/3]. Analogamente, essendo S;(C,) C [0,1/3] e S2(C,) C [2/3,1],
si ha

Vos1(z) = Viy1(1/3) = 1/2, x €[1/3,2/3].
Infine, per = € [2/3,1] si ha

Vo) =Ver/3)+ (3) [ tsen o)
2/3

e, per ogni ¢ € [2/3, 1], risulta t € S2(C,,) se e solo se 3(t — 2/3) € C), cosicché si ha
3\"" " 11
2/3

per ogni x € [2/3,1] e questo completa la dimostrazione di (x).
Fissato dunque a come in (d), proviamo che risulta

() Va(y) = Va(2)| <y —=[% 2,y €]0,1],

per ogni n cosicché la stessa disuguaglianza vale per V. Procediamo per induzione
sun. Perm=0eper0<zxz<y<1siha

0<Voly) —Volz)=y—z=(y—2)"*@y—2)*=(@y—2)*
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Supponiamo quindi che (xx) valga per n e consideriamo V,, ;. Per 0 <z <y <1/3
si ha per l'ipotesi di induzione

0< Voy1 (9) — Varr () = = [Va(3y) — Va(32)] < (3%/2)(y — 2) < (y — 2)°

2
poiché risulta 3%/2 < 1 per la scelta di a. Analogamente, per 2/3 <z <y < 1si ha
1 1 1 1
0 < Vas1(y) = Vo (z) = 3 t3M (3(y —2/3)) - 373" (3(z —2/3)) <

<@BY/2)(y—2)* < (y—=x)*

ancora per l'ipotesi di induzione e per la scelta di a. I casi in cui x ed y sono tali che
1/3<2<y<2/300<2<1/3<y<2/301/3<2<2/3<y<1siricavano
facilmente da quelli gia considerati cosicche, per completare la dimostrazione di
(xx), resta solo da considerare il caso in cui si ha 0 <z <1/3<2/3<y<1. In tal
caso, essendo V,,41(1/3) = V,,4+1(2/3), si ha

0 < Vos1(y) = Var1(@) = [Var1(y) = Var1(2/3)] + [Vay1(1/3) = Vo ()] <
<(y—2/3)"+(1/3-2)" <

cosicché, dalla disuguaglianza di Holder con esponenti p=1/a e ¢=1/(1 — ), si
ricava

<2y —a—1/3) =

< 21(2/3)%(y — 2) =

=@3Y/2)(y—2)* < (y—x)*

per la scelta di a e questo completa la dimostrazione di ().
Per completare la dimostrazione di (d), resta infine da provare che V non ¢ a—
hélderiana in = 0 per alcun esponente « tale che

Sia dunque « siffatto e, atteso che risulta V(1/3™) = V,,(1/3™) per ogni n, si ha

v(/3") = v(0)
(1/3m)2

per n — 400 poiche risulta 3%/2 > 1 per la scelta di a. O

= 3%"V,(1/3") = 3°" <Z> 3% = (3%/2)" = 400

EsEmPIO 6.7 (F. Riesz—B. Sz.-Nagy). Costruiamo una funzione H: [0,1] — R con
le seguenti proprieta:

(a) H & continua, strettamente crescente e tale che H(0) =0e H(1) = 1;
(b) H ¢ derivabile quasi ovunque in [0, 1] con H'(x) = 0 per q.0. z € [0, 1].

Tale funzione & un omeomorfismo strettamente crescente di [0, 1] su se stesso.
Per costruirla, fissati 0 < A < 1/2 < p < 1 tali che A + p = 1, denotiamo con

Dy ={k/2": k=0,...,2"}, n >0,

I'insieme dei razionali diadici di [0, 1] di ordine n e con D = |J,, D,, I'insieme di tutti
i razionali diadici di [0, 1] e costruiamo una successione di funzioni affini a tratti
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H,:[0,1] — R ponendo Hy(xz) = x per ogni 0 < z < 1 e definendo ricorsivamente
H,, per n > 1 in modo che sui razionali diadici k/2™ di D,, sia definita da

h
k H”—1<2n1> k=2heh=0,...,2"}
? )‘H"—1< >+MHn—1<h+1> k=2h+1leh=0,...,2" 1 -1,

on—1 gn—1

La costruzione appena descritta per n =0,1,2 e A =1/4 e = 3/4 & illustrata in
Figura 6.1—(b). Le funzioni H,, cosi definite godono evidentemente delle seguenti
proprieta:

e ogni H,, & continua e strettamente crescente in [0, 1];
H,(0) =0¢ H,(1) =1 per ogni n;
H, < Hp4 in [0,1];
H,(k/2™) = H,,(k/2™) per k=0,...,2™ en>m > 0.

Poniamo quindi

H(x) :ngrfooHn(x), z €10,1],

cosicché H ¢ una funzione crescente in [0, 1] tale che

e H0)=0e H(1) =1;

o H(k/2™)=H,(k/2™) per k=0,...,2" en>m > 0.
Inoltre, per 0 <z <y <1,si hax < k/2™ <y per k € {0,...,2™} e m > 0 oppor-
tuni cosicché per n > m risulta

H(z) < H(k/2™) = Hn(k/2™) < Hn(y) < H(y)

da cui segue che H ¢ in effetti strettamente crescente in [0, 1].
Per provare la continuita di H, consideriamo I'incremento dei valori di H agli estremi
di intervalli individuati da coppie di razionali diadici successivi. Consideriamo a tal
fine due successioni di razionali diadici consecutivi {ay, }r e {8, }n tali che si abbia

e a,,B,€Dyea, < B

® Oy S Qpy1 € ﬁnJrl S 6717
per ogni n > 0. Essendo per ipotesi a,, e 3, razionali diadici consecutivi, risulta

ap, = kn /2" e Bn = (kn +1)/2"
per un qualche intero k, € {0,...,2" — 1} per ogni n > 0 e deve evidentemente
essere ay, = iy € Buy1 = PBn — 1/27 ! oppure a1 = i, +1/27 L e Biq = B
Nel primo caso deve essere k11 pari e quindi si ha
0< H(ﬁnJrl) - H(anJrl) = Hn+1(5n+1) - Hn+1(04n+1) =
= Ay (an) + pHn(Bn) — Hn(on) = p[Hy(Bn) — Halan)]

mentre nell’altro caso deve essere k, 1 dispari da cui, in maniera analoga, si ottiene
0 < H(Bn41) — H(ant1) = A[Hn(Br) — Hn(om)].
Pertanto, ricorsivamente risulta
0< H(Bn) — H(a) = N p?m, n >0,

dove {in}n € {jn}n sono successioni crescenti di interi tali che i,, + j, = n per ogni
n > 0 e da cio segue ovviamente

(%) 0< H(Bn) — H(aw) < (max{\,u})", n>0.

Sia ora z € D un razionale diadico di [0, 1]. Esiste allora una coppia di successioni
{an}n € {Bn}n formate da razionali diadici consecutivi con le proprieta considerate
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in precedenza per le quali risulta @ = «,, definitivamente se © € D N[0, 1) ovvero
x = [, definitivamente se z € D N (0, 1]. Per (s*+) in entrambi i casi si ha allora

0<H(B,) —H(z) < (max{)\,u})n, n >0,

da cui segue la continuita di H da destra nei punti z € DN [0,1) nel primo caso
e da sinistra nei punti € D N (0, 1] nel secondo caso. Infine, se z € (0,1) N D,
esiste una ed una sola coppia di successioni {ay}, e {8, }n come sopra tale che
{z} =N, lom, Br]. In questo caso, si ha a,, < x < 3, per ogni n e come prima si
ricava

lim H(y)— lim H(y)=0

y—zt y—z—
da cui segue la continuita di H in tali punti. Pertanto H & continua in [0, 1] e questo
completa la dimostrazione di (a).
Relativamente a (b), H & derivabile quasi ovunque in [0, 1] essendo strettamente
crescente. Proviamo che essa ha derivata nulla quasi ovunque mostrando che,
in ogni punto di derivabilita € (0,1) di H che non sia un razionale diadico,
risulta H'(xz) = 0. Fissato dunque z € (0, 1) siffatto, siano {a, }, € {Bn}n le due
successioni di razionali diadici con le proprieta considerate in precedenza tali che
{z} =N, lon, Bn] €, posto & = H'(z) con 0 < § < +o0, proviamo che deve essere
& =0. Come gia osservato in Esempio 6.1—(c), si ha
H(Bn) — H(an) { —00 se&=0

(k) lim log

n—r+00 Bn — ap log¢ se 0 <€ < +o0.

Ma per (#*x), essendo B, — ay, = 1/2" e i, + j, = n per ogni n, si ha

log H(Bn) — H(ay)

L I) g (2nximun) = tog (20 22" )

e da cio segue

H(Brin) = Hlonn) _y H(B) = Hlcw)

log
Brs1 — Qny1 Brn — oy

=|Unt1 = jn)log (21) = (int1 — in)log (2N)] =
= (Jnt1 = gn)10g (2p4) + (in41 — in)log (1/2X) >

> min {log (24, log (1/2A)}

poiché siha 0 < 2\ < 1 < 2p e (Jnt1 — jn)+ (in+1 — in) = 1 per ogni n. Pertanto, la
successione (x#+x) non ¢ di Cauchy e quindi deve necessariamente essere divergente
a —oo cioe deve essere £ = 0. O

Le funzioni degli esempi precedenti costituiscono esempi di funzioni non costanti ma
derivabili quasi ovunque con derivata nulla. Formalizziamo questo tipo di funzioni
nelle definizioni seguenti: una funzione f: I — C si dice

e singolare in I se f & derivabile quasi ovunque in I con f’(z) = 0 per
q.0. z € [;

e di tipo Cantor-Vitali in I se f & continua e singolare in I.

Una funzione di tipo Cantor—Vitali o singolare non costante si dice non banale.
La funzione di Cantor—Vitali di Esempio 6.6 costituisce il prototipo delle funzioni
omonime a valori reali e monotone. Sulle funzioni di questo tipo ritorneremo nella
successiva Sezione 6.4.
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A conclusione di questa parte dedicata alla derivazione delle funzioni monotone
proviamo che ogni insieme di misura nulla ¢ contenuto nell’insieme dei punti di non
derivabilita di una qualche funzione continua e monotona.

TEOREMA 6.8. Sia T C R un insieme trascurabile. Allora, esiste una funzione
f: R —= R continua e crescente che non ¢é derivabile in alcun punto di T'.

Il teorema precedente non asserisce tuttavia che f sia derivabile in tutti i punti di
R\T.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero k > 1 fissato, siano (ax,m,, bk,m) (m > 1) intervalli
aperti tali che

T C U(ak’m, bk,m) e Z(bk’m — ak’m) < 1/2k.

m

Rinumeriamo gli intervalli selezionati ponendo {I,}, = {(ax,m,bk.m): m,k > 1}.

Si ha cosi
>l <1
n
ed ogni punto x € T ¢ contenuto in infiniti intervalli I,,. Per ogni n, definiamo una
funzione f,,: R — R continua e crescente ponendo

fn(ﬂc)z/m l,, =zeR (n>1).

— 00

Poiché risulta 0 < f,(x) < |I,,| per ogni z, la serie di funzioni
f(x):an(:c), zeR (n>1),

converge uniformemente su tutto R e la funzione f cosl definita ¢ continua e crescente
su tutto R.

Resta da provare dunque che f non é derivabile in alcun punto di 7. A tal fine,
sia quindi g € T e sia k > 1 fissato. Per come & stata scelta la famiglia {I,},
di intervalli, esistono k interi distinti n; < na < --- < ny tali che g € I,,, per
ogni h =1,...,k. Scegliamo allora x € (I, , © # xo. Poiché ogni funzione f, &
crescente, il suo rapporto incrementale ¢ non negativo cosicché si ha

f(@) = fzo) > Z fn(z) = fr(2o) > k.
= %o 1<h<k T =To
Quindi, per l'arbitrarieta di k si ha
lim sup f(@) = flxo) = 400
T—T0 T — X9
e questo prova la tesi. O

L’argomento utilizzato nella dimostrazione precedente puo essere generalizzato nel
seguente teorema di derivazione termine a termine delle serie di funzioni.

TEOREMA 6.9 (G. Fubini). Siano I C R un intervallo, fr,: I — R (n > 1) funzioni
crescenti (decrescenti) ed f: I — R una funzione tali che la serie

f(x):an(m), zel,

converge puntualmente ad f in I. Allora,
(a) f é derivabile quasi ovunque in I;

(b) la serie Z f converge quasi ovunque in I;
n

(c) siha f'(z) = Zn f'(x) per qo. x €.
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DIMOSTRAZIONE. Come al solito, non & restrittivo supprre che sia I = [a,b] e che
le funzioni f,, siano crescenti. Inoltre, pur di considerare f,(x) — f,(a), possiamo
supporre anche che sia f,,(xz) > 0 per ogni = € [a, b] e per ogni n. Conseguentemente,
possiamo porre f,(z) = f(x) = 0 per ogni z < a e per ogni n e fu(z) = fn(b) e
f(x) = f(b) per ogni x > b e per ogni n. In questo modo, la serie che definisce f
converge puntualmente su tutto R.

Poiché ogni funzione f,, & crescente, tale &€ anche la funzione f. Esiste quindi un
insieme di misura nulla 77 C [a,b] tale che f ed ogni funzione f, sia derivabile
in ogni punto di [a,b] \ T’. Poiché ogni funzione f, & crescente, il suo rapporto
incrementale & non negativo cosicché per ogni = € [a,b] \ T e per ogni n si ha

1<m<n
da cui segue

0< > fhl@)<f@), n>L

1<m<n

Pertanto la serie delle derivate converge in ogni punto z € [a,b] \ T” e risulta
0<) ful@) < f@), wela,b]\T

Poniamo quindi

sn(r) = Z fm (), x € la,b],

1<m<n
per ogni n > 1. Risulta allora
S/n(x) - Z frln(x)a US [avb] \T/>
1<m<n

e resta solo da provare che si ha s}, (z) — f'(z) per ogni z € [a,b] \ T per qualche
insieme trascurabile T con T C T' C [a, b]. Poiché {s,},, & una successione crescente
di funzioni, e sufficiente provare che per qualche insieme T siffatto vale la seguente
proprieta: per ogni x € [a,b] \ T esiste una sottosuccessione {s,, }1 tale che

(@) = f'(2).

lim s
k——+oo

In realta e possibile determinare la sottosuccessione in maniera indipendente da x
scegliendo una successione crescente di interi {ny}x tale che

D £ (B) = s, ()] < +00.

k

Le funzioni g, definite da gi(z) = f(z) — sn, (z) per « € [a,b] e k > 1 sono non
negative, crescenti e tali che

OSng(ac)Sng(b)<+oo, x € [a,b].
k k

Ragionando dunque come nella prima parte della dimostrazione si deduce che esiste
un insieme trascurabile T tale che T/ C T C [a, b] per il quale si ha

0< Y [f'(@) = s (@] <D gi(w) <400, we[ab\T
k k

e da cio segue ’asserto. O
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Funzioni a variazione limitata. Siano I C R un intervallo e f: I — K una
funzione a valori reali o complessi (K = {R,C}). Per ogni a,b € I, a < b, il numero
reale esteso

VPf = sup Z |f(@m) = f(@m-1)]  a=m0 <31 <+ <3 =bp €[0,+00

1<m<n

ove l'estremo superiore a destra ¢ fatto rispetto a tutte le possibili suddivisioni
P={a=x9 <z <-- <zy,=>b} dell'intervallo [a,b] si chiama variazione totale
di f sull’intervallo [a,b]. Poniamo inoltre per convenzione

Vaif =0, acl

La variazione totale di f come funzione degli estremi dell’intervallo verifica eviden-
temente le seguenti proprieta:

VEf SV e VEf= VI VS

per ogni a,b,c€ I, a < b < ¢ <d, essendo le somme da intendersi definite nei reali
estesi non negativi.

Sia f: I > Ccon f =u+ivewu,v: I — R parte reale e parte immaginaria di f
rispettivamente. Si ha allora

max {Vfu, Vabv} <V < Vhu4 Vo, a,bel, a<hb,

e quindi la variazione totale su un intervallo [a, b] di una funzione a valori complessi
f risulta finita se e solo se sono finite la variazione totale della parte reale u e della
parte immaginaria v di f.

Le funzioni a valori reali monotone e le funzioni lipschitziane a valori reali o
complessi definite su intervalli hanno evidentemente variazione totale finita su ogni
sottointervallo compatto. Tuttavia, esistono funzioni continue aventi variazione
totale infinita su intervalli compatti.

EsEMPIO 6.10. Siano f,g,h: R — R le funzioni definite da

f(a) xsen(1/z) sex #0 g(z) = f(2?) z €R;
€Tr) =
0 se x =0; h(z) = [f(z))? z e R.
Le funzioni f, g e h sono continue in tutto R, la funzione f ¢ derivabile in R\ {0}
mentre le funzioni g ed h sono derivabili in tutto R.

Proviamo che si ha Vj'f = Vi}g = 400 e Vj'h < +00. Infatti, si ha evidentemente
Viif = Vilg e, per calcolare Vi f, consideriamo i punti

2

nk=tT————, k=0,...,n, >1.
Tk 2(n—k)+1]x o
Siha f(zpr) = (—1)”*kxn7;€ per ogni k=0,...,n ed ogni n > 1 da cui segue
|f(xn,k) - f(xn,k—1)| > an,k—h
per k=1,...,nen > 1. Si ha pertanto
Vof = >0 f@ni) = F@np—1)| =
1<k<n
> Y = Y o o oo
- ’ (2k+ )7
1<k<n 0<k<n-—1

per n — 400 e quindi la variazione totale di f sull’intervallo [0,1] & infinita.
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Infine, poiché h & derivabile in tutto R con derivata h’ Riemann integrabile in [0, 1],
per ogni suddivisione 0 = zg < x1 < --- < x, = 1 per il teorema fondamentale del

calcolo si ha
POUICI BT Y /

Tm
|h'| < +o0
1<m<n 1<m<n Y Tm-1

e da cio segue ’asserto. O

Definiamo la funzione variazione totale di una funzione f: I — K come funzione del
solo estremo destro ponendo
Vi) =sup{Vif:aelea<ua}, zel.
La funzione cosi ottenuta Vf: I — [0, 400] & evidentemente crescente e verifica
Vi) =Vi)+VYf,  zyel, x<y.
Data una funzione f: I — C, il numero reale esteso
V(I) =sup{Vlf: a,belea<b}el0,+x)

si chiama ancora variazione totale di f nell’intervallo I e coincide evidentemente con
VY f quando I = [a,b]. Possiamo definire ora nel modo ovvio la classe delle funzioni
a variazione limitata.

DEFINIZIONE 6.11. Sia I C R un intervallo. Una funzione f: I — K tale che
V() < 40
di dice funzione a variazione limitata in I. O

Sia K € {R,C} il campo dei numeri reali o complessi. L’insieme
BV(I) ={f: I — K tale che Vf(I) < +oo}

delle funzioni a variazione limitata in I € uno spazio vettoriale sul campo K poiché
si ha

o V(f+9)(I) < V() + Vy(D);
o VANU) = NVF)

per ogni coppia di funzioni f,g: I — K e per ogni A € K pur di adottare la conven-
zione secondo cui risulta [0 - oo = 0]. Inoltre, ogni funzione a variazione limitata in
I ¢ evidentemente limitata in I e si ha

f,g€ BV(I) == fg € BV(I),

e quindi BV (I) risulta essere un’algebra sul campo K.

Nel seguito utilizzeremo lo stesso simbolo BV (I) senza distinguere tra i casi K = R
e K = C e, in assenza di un’esplicita indicazione diversa, tutti i risultati che vedremo
valgono senza modifiche per entrambi i casi. Solo quando necessario, scriveremo
esplicitamente BV (I, R) per risultati che valgono solo nel caso reale. In particolare,
nel caso di una funzione a valori complessi f: I — Csiha f =u+iwvconu,v: I - R
parte reale e parte immaginaria di f e risulta

feBV(I) <«  u,veBV().

Come gia osservato, appartengono a BV (I): (i) le funzioni a valori reali monotone e
limitate in I; (ii) le funzioni lipschitziane a valori reali o complessi quando I & limitato;
(i) le funzioni derivabili a valori reali o complessi con derivata Riemann integrabile
quando I = [a,b] & un intervallo chiuso e limitato o con derivata assolutamente
Riemann integrabile in senso generalizzato se I ¢ illimitato.

Conveniamo poi di dire come al solito che f: I — C & una funzione a variazione
localmente limitata in I se la sua restrizione ad ogni intervallo chiuso e limitato
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[a,b] di I & a variazione limitata in [a,b]. Anche 'insieme delle funzioni f: I — K
a variazione localmente limitata in I & un’algebra sul campo K che si denota con
BVioe(I).
Esaminiamo nei risultati seguenti le principali proprieta delle funzioni a variazione
limitata.

TEOREMA 6.12. Siano f € BV(I) e x € I un punto tale che v < supl (z > inf ).
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) f é continua in x da destra (sinistra);

(b) Vf € continua in x da destra (sinistra).

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre che sia I = [a,b] ed © = a.
(a) Sia f continua nel punto a da destra e supponiamo per assurdo che Vf non sia
continua in a da destra. Poniamo by = b. Essendo Vf crescente, si ha

Vf(z) > 2 >0, a<x<b,

per € > 0 opportuno ed esiste quindi una suddivisionea =z, < T,_1 < --- < xzg=D>b
(n > 2) tale che

Yo @) = fa@m)| > e
1<m<n
Poiché f e continua in a, esiste a < b; < z,,_1 tale che
(oot ) 1f(01) = fl@)] < D [f(@m) = f@m-1)| — .
1<m<n

Consideriamo ora la suddivisione a = Y11 < yn < --- < yo = b di [a, b] ottenuta dal-
la precedente aggiungendo il punto b; ovvero ponendo y,, = ., perm =0,...,n—1,
Yn = b1 € Yyp4+1 = a. Essendo la nuova suddivisione un raffinamento della precedente,
si ha
S lf@m) = F@Em-)I < D 1 m) = F(Ym-1)]
1<m<n 1<m<n+1

e quindi, da (s#kkx), segue

e+ 1fb) = fla)l < D If@m) = flEm-1) <

< > ) =~ Flum-)l <
1<m<n+1
= Z |f(ym)_f(ymfl)|+|f(a)—f(b1)|

da cui si ottiene infine
Vbblof = Z |f(Ym) = f(Ym-1)| > €.
1<m<n+1

Iterando questo argomento, si determina una successione {b, }, strettamente decre-
scente tale che

br,
Vbn+1 f>e
per ogni n ma cio contraddice 'ipotesi che f sia a variazione limitata.
(b) Siha |f(y) — f(x)] < VYf per ogni x,y € I con z < y. O

TEOREMA 6.13. Sia f € BV(I) e siano «, 8 € Ry, tali che inf I < a < 8 < supl.
Allora, esistono in K (finiti)

lim f(x) e lim f(x).

z—at z—p3~
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DIMOSTRAZIONE. La funzione z € I — Vf(x) & crescente e limitata e quindi esiste
finito il limite di Vf(z) per z — a™. Vale allora la condizione di Cauchy: per ogni
€ > 0 esiste ag = ap(e) € I N (o, +00) tale che

a<z<y<a = [Vf(y) — Vf(z)] <e.

Essendo
|f(y) = f@) < VI f=IVI(y) = V()]
per gli stessi x e y, anche f verifica la condizione di Cauchy per z — a®. Questo

prova l'asserto nel caso del limite per x — o e in maniera analoga si procede
nell’altro caso. O

Se f appartiene a BV (I) esistono quindi in K i limiti da destra e da sinistra di f
in ogni punto x € I in cui tali limiti siamo calcolabili. In analogia con le notazioni
introdotte per le funzioni monotone, per ogni punto « € I denotiamo con

B f(x) se x = inf [ N flx) se x = sup [
fla™) = lim f(y) sex > infI; )TN lim f(y) sex <supl;
y—ax~ y—azt

tali limiti e con

D(f)y={zel: f(z7)# f(x) o f(z") # f(a)}
linsieme dei punti di discontinuitd di f. In particolare, se f € BV(I) e I ¢ un
intervallo limitato ma non compatto, € sempre possibile estendere per continuita
alla chiusura di I la funzione f mantenendone inalterata la variazione limitata.

Alla luce delle considerazioni precedenti denotiamo con BVy(I) lo spazio vettoriale
delle funzioni f € BV(I) tali che

fla)=0 se oo = min I;
lim f(z)=0 sea=inflea¢l.
z—at

Chiaramente risulta

BV(I) =K & BVy(I)
poiché la variazione totale di una funzione su un intervallo non cambia aggiungendo
o sottraendo una costante.
Proviamo ora che BV (I,R) non ¢ altro che lo spazio vettoriale generato dalle
funzioni a valori reali monotone e limitate in I.

TEOREMA 6.14. Sia f € BV (I,R) e siano fi: I — R le funzioni definite da

fon <@
Allora,
(a) le funzioni f1 sono crescenti e limitate in I e tali che
f(@) = fr(2) = [-(z)
Vi(x) = fi(z) + f-(2)

(b) sex <supl (x> inf 1), le sequenti affermazioni sono equivalenti
o f ¢ continua da destra (sinistra) in x;
e fi sono continue da destra (sinistra) in x;

zel;

La decomposizione di f € BV (I,R) come differenza delle funzioni crescenti e li-
mitate fi prende il nome di decomposizione di Jordan di f. L’analogia con la
corrispondente decomposizione delle misure reali (Definizione 4.8) non & puramente
formale come vedremo nella successiva Sezione 6.4.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Le funzioni fi sono limitate in I. Per z,y € [ e z < y si ha
2f+(y) = Vi) + fly) = V(@) + VI + [f(y) = F@)] + fz) =
> 2fy(z) + [VIf +1f(y) = f(@)]] = 2f4(2)
e lo stesso vale per f_. Pertanto fi sono crescenti in I e le restanti uguaglianze
sono ovvie.

(b) E conseguenza diretta della definizione di fy e di Teorema 6.12. g

Se f € BVy(I,R), anche le funzioni crescenti f1 che ne formano la decomposizione
di Jordan verificano la stessa proprieta e godono della proprieta di minimalita
espressa nel corollario seguente.

COROLLARIO 6.15. Sia f € BVy(I,R) e sia f = fy — f— la decomposizione di Jor-
dan di f. Allora,

(a) Vf € BWo(I,R) e f+ € BVy(I,R);

(b) se g+ € BVy(I,R) sono funzioni crescenti in I tali che

fx)=g+(2) —g-(z), =zel,
st ha
0< fe(z) < ga(z), zel
DIMOSTRAZIONE. (a) Occorre solo provare che risulta Vf(a) = fi(a) = 0 se
a=minleVf(z) = 0" e fy(z) > 0" perz — at se a« =inf I e a ¢ I. Nel primo
caso non c’e nulla da provare e nell’altro caso, ragionando come nella dimostrazione
di Teorema 6.13 si verifica che per ogni € > 0 esiste ag = ap(e) € I N («r, +00) tale
che
a<z<y<a = 0<VYf<e.
Conseguentemente risulta Vf(z) — 07 per z — o™ da cui segue fi(z) — 0 per
xr— at.
(b) Per ogni x,y € I con z <y si ha

1) = f(@)] < [9+(y) — g+ (@)] + [9-(y) — 9-(2)]
e da cio segue
VI <l9+() — g+(2)] + [9-(y) — 9-(2)].
Se a = min I, ponendo z = « e y = x risulta
— Fo(@) + f-(2) = Vi(2) < g1 (2) + g ().
Se invece ¢ a = infl e a ¢ I, si ha Vf(x) — 07 per x — a* come provato sopra
e quindi, facendo tendere x — o™ e ponendo y = z, si conclude che vale (s*xxxx)

anche in questo caso. Infine da fi — f_ =g —g_ e f1 + f- < g4+ 4+ g— in [ segue
0 < fy < g+ in I e questo completa la dimostrazione. (|

La decomposizione di Jordan si estende in modo ovvio alle funzioni a variazione
limitatat complesse.

COROLLARIO 6.16. Sia f: I — C una funzione. Allora, le sequenti affermazioni
sono equivalenti:
(a) feBV();
(b) esistono due coppie di funzioni u;,v;: I — R (i = 1,2) crescenti e
limitate tali che

f(@) = [ua(2) —ug(@)] +ifvr(2) —v2(2)], =l

Inoltre, sex € I e x <supl (x >infI), f & continua da destra (sinistra) in x se e
solo se fy sono continue da destra (sinistra) in x.
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In particolare, se f € BV(I) & una funzione a valori complessi con f = u + iv
e u,v: I — R parti reale e immaginaria e se le funzioni a valori reali crescenti
e limitate u; e v; (i = 1,2) sono la decomposizione di Jordan uy e vy di u e v
rispettivamente, la corrispondente decomposizione di f in (b) prende il nome di
decomposizione di Jordan di f in analogia con la corrispondente terminologia per le
misure complesse.

Riassumiamo nel teorema seguente le proprieta delle funzioni a variazione limitata.

TEOREMA 6.17. Sia f € BV (I) una funzione a variazione limitata. Allora,
(a) f ¢ limitata;
(b

) Uinsieme D(f) dei punti di discontinuita di f ¢ al pit numerabile;
c ¢ derivabile quasi ovunque in I;
(c) f

)

\

(d) f' ¢ integrabile in I e si ha
[+ 2 1@ - ) < v,

Come al solito, la derivata f': I — K che compare in (d) & la funzione definita
puntualmente in I da f(z) = F'(z) nei punti € I in cui F' & derivabile e da
f(z) = 0 nei restanti punti z di I.

Le affermazioni (a), (b) e (¢) sono conseguenza della rappresentazione delle funzioni
reali a variazione limitata come differenza di funzioni crescenti mentre la dimostra-
zione della disuguaglianza (d) nel caso di funzioni a valori complessi ¢ basata sul
lemma seguente che utilizza il successivo Teorema 6.23 sui punti di Lebesgue?.

LEMMA 6.18. Sia f: [a,b] = K (=00 < a < b < +00) una funzione tale che

o f ¢ derivabile quasi ovunque in [a,b];

o f' ¢ integrabile in [a,b].

b
L
a
DIMOSTRAZIONE. Sia V'f < 400 altrimenti non c¢’¢ nulla da provare e sia D C (a, b)
I'insieme formato dai punti « € (a,b) tali che f & derivabile in x e

1H0+ h / = ['(@).

Si ha |(a,b) \ D| = 0 (Teorema 6.23) e, fissato € > 0, per ogni x € D esiste h, > 0
tale che

Allora,

< Vof.

o [,z + hy] C (a,b);

.‘f(x—kh)—f(x)_ per 0 < h < hy;

€
< — h < hyg.
S30—a) per 0 <h <

La famiglia di intervalli

Z=A{lz,x+h]: 0<h<h, z€D}

2 La dimostrazione di Teorema 6.23 & basata su Teorema 6.20—(b) la cui dimostrazione
utilizza solo (b) di Teorema 6.17.
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costituisce allora un ricoprimento di Vitali di D cosicché, scelto § = d(g) > 0 tale
che risulti

EcClabelEl<s — /\f’\gg/?),
E
esistono [Ty, Tm + hm] (m =1,...,n]) intervalli disgiunti di Z tali che

@)\ (U 2+ b)) = [P\ (U [ 2 + ]| <6

Si ha allora

/b Z Tm+hm
rle|f Flax|[ 2
a (a,b)\U [ZmTm+hm] m |/ Tm
T +hom 8
< T+ =
< ; / R
E
e 2
SZ'f(xm""hm)_f(xm)'—"_g—i_i <
SVif+e
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto. O

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 6.17). Sia f = w4+ iv con u,v: I — R parte reale e
parte immaginaria di f e sia
f@) =lup (@) —u_(z)] +ifve(z) —v-(z), =zel,

la decomposizione di Jordan di f. Le affermazioni (a) e (b) derivano dalle corrispon-
denti proprieta delle funzioni crescenti e limitate ut e vy e (¢) dalla derivabilita
quasi ovunque delle stesse funzioni (Teorema 6.4) .

Resta quindi da provare solo (d). Si ha

£ =y =) +i (o, — o)

quasi ovunque in I e quindi, f’ & integrabile in I poiché tali sono v/, e v/,.
Fissiamo a,b € I con a < b e scegliamo una successione di funzioni a gradini s,
(n > 1) tali che s,, — sgn(f’) quasi ovunque in [a, b] per n — 400 con |s,(x)] < 1 per
ogni x € [a,b] e n > 1 (Proposizione 5.26). Fissato € > 0, esiste quindi n = n(e) > 1
tale che risulti

b
/ 5 — sen(f)|- /] < €

per il teorema di convergenza dominata cosicché, ponendo per brevita s = s,, si ha

/a 1= / " sen(f)f < / of

La funzione a gradini s puo essere scelta della forma

> Ml (@),  zER,

1<h<k
con [Ap| < 1eap,by) (h=1,...,k) intervalli disgiunti di [a,b] cosicché risulta
b bn, bn
Lor)= S il s S [ s 3 vi=v
a 1<h<k an 1<h<k|”/on 1<h<k
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per il lemma precedente. Abbiamo cosi provato che si ha

b
[r<vis+e
da cui segue
b
[

per Parbitrarieta di € > 0 per ogni intervallo [a,b] C I.
Procediamo ora come nella dimostrazione di Teorema 6.4—(b) e supponiamo per
fissare le idee che sia I = [a,b] (—00 < a < b < +00). Fissiamo z € D(f) N (a,b)
cosicché, ragionando come prima, per h > 0 tale che [ — h,z + h] C (a,b) si ha

b

x—h
[t n - s -+ WISV VI Vi =
— V#(a,b).
Per h — 01 risulta quindi
b
[ 1814156 = 56 < Vi(a )

e la stessa disuguaglianza vale per = € D(f) N {a,b} in virtu della definizione di
f(a™) e di f(bT). Iterando questo argomento per ogni insieme finito di D(f) si
ottiene

b
/ P4 S 1) — ) < Ve, b))

z€D(f)
e questo prova l'asserto quando I = [a,b] & un intervallo compatto. In maniera
analoga si procede quando l'intervallo I € semiaperto o aperto. O

Alla luce del teorema precedente, una funzione f: I — K tale che
e f e BW(I);
e f & continua da destra in ogni punto x € I con = < sup [;
si dice funzione normalizzata a variazione limitata in I e I'insieme
NBVy(I) = {f € BVy(I): f continua da destra in z € I con z < supI}

delle funzioni normalizzate a variazione limitata nell’intervallo I costituisce un’alge-
bra sul campo K = {R, C}. In particolare risulta

fFENBVH(I) =  VfeNBV(I).

Le funzioni normalizzate a variazione limitata f € NBVy(I) sono naturalmente
associate alle misure di Borel complesse in I (Sezione 6.4).

Proviamo a conclusione di questa parte che ogni funzione a variazione limitata puo
essere resa normalizzata nel senso illustrato dal risultato seguente.

TEOREMA 6.19. Sia f € BV(I) e sia

Dy(f)={ael:z<suplef(zt)#f(z)}.
Allora esistono g € NBVy(I) e c € K tali che

(a){ fo)=a@)te seacl\Dilf)
) =g@) +e sexeDy(f):
(b) Vo(I) < VF(D).

La funzione g € NBV,(I) cosi associata a f € BV (I) ¢ univocamente determinata e
(con poca fantasia) si dice funzione normalizzata di f.
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DIMOSTRAZIONE. Siano ¢ € K definito da

fla)=c se a = min [
lim f(x)=c¢c sea=inflead¢l
z—at

e sia & € D(f) Nint(I) tale che f(z%) # f(x). Sia quindi g: I — K la funzione
definita da

flz)—c sexelex#E

g(x) = { + o

fl@™)y—c sex=¢
cosicché risulta g(a) =0 o g(x) — 0T per z — a™ a seconda del caso.
Fissato un intervallo [a,b] C I tale che a < & < b e fissato £ > 0, consideriamo una
suddivisione @ = zg < 1 < -+ < @, = b di [a,b] tale che z,, = £ per un indice
me{l,...,n—1}e

[f(@m) = FE) < e/2.

Si ha allora
£ (&) = f(@m—1)| + [f (@mi1) = F(E] = 19(§) = f@m-1)| = |f(zms1) —g(§)| <€
da cui segue
V2P> 0 f@) = fae)l = Y lg(e) — glaia)| —e.
1<i<n 1<i<n
Conseguentemente risulta g € BVy(I) con
(sksksksroronsk ) Vabg < Vabf

per ogni intervallo [a,b] C I tale che a < £ < b. In maniera analoga si procede se
E=ace f(aT) # f(a) e ovviamente la stessa disuguaglianza vale se £ ¢ [a, b].
Inoltre, chiaramente si ha g(¢1) = g(€) oltre ad essere f(x) = g(x) 4+ cper x € I\ &
e f(€1) = g(&) + c per definizione.

Sia quindi D4 (f) = {&x}n Vinsieme (al pitl) numerabile formato dai punti € € I tali
che f(£T) # f(€) cosicché risulta &, < sup I per ogni n e siano g, € BVy(I) (n > 1)
le funzioni iterativamente costruite a partire da f nella maniera sopra descritta. Per
ogni n si ha allora

o o (z) — flx)—c xel\{&,....&}
) {f(m+)—c 2 {6 )
hd gn(x) :g7L(x+) per x EI\D+(f) ex=¢&,...,&;

hd V;gn+1 < V;gn e Vabgn < Vabf per [a,b] CITeb¢ {&i,... &}
La successione di funzioni {g, }, cosi definita converge puntualmente in I ad una
funzione g: I — K per la quale vale (a). Inoltre, per x = &, si ha
lim g(y) = lim g(y)= lim_f(y) = f(&) = g(&)
y—&L y—=Er y—&F
Y#Em Ym Yy#Em Vm
da cui segue g(&+Y) = g(&,) e con gli stessi calcoli si verifica che risulta anche
g(zt) = g(x) per & € I\ Dy (f). Pertanto g & continua da destra in ogni punto
x €1 con z <supl e da (xxxxxxx) e dalla semicontinuita inferiore della variazione
totale rispetto alla convergenza puntuale (Teorema ?7) segue
b o b b
Vog < liminf Vi'g, < Vo'f

per ogni intervallo [a,b] C I con b ¢ D, (f). Da cio, ponendo infine a = « se
a = min/ o facendo tendere a — at se a = infI e a ¢ I si ricava (b) cosicché
risulta g € NBV,(I) e questo completa la dimostrazione. O



6.2. FUNZIONI INTEGRALI E PUNTI DI LEBESGUE 235

6.2. Funzioni integrali e punti di Lebesgue

Esaminiamo in questa sezione le proprieta di derivabilita delle funzioni integrali
di funzioni Lebesgue integrabili ed introduciamo la connessa nozione di punto di
Lebesgue.

Poiché in questa sezione come nella precedente interverra soltanto la misura di
Lebesgue in R, conveniamo che ogni riferimento a misurabilita e misura siano alla
o —algebra e alla misura di Lebesgue di R senza ulteriori specificazioni. Denotiamo
inoltre con I un intervallo che supporremo sempre non degenere e consideriamo
funzioni f: I — K con K = {R,C}. In assenza di un’esplicita diversa indicazione,
tutti i risultati che vedremo valgono senza modifiche in entrambi i casi di funzioni a
valori reali e funzioni a valori complessi.

Funzioni integrali. Se f: [a,b] — K & una funzione Riemann integrabile in [a, b]
e

xr
F(x):/ f, x € |a,b],
a
ne ¢ una funzione integrale, una qualunque delle ipotesi seguenti
e f ha una primitiva in [a, b];
e f & continua in [a,b]:

assicura che F' sia una primitiva di f sull’intervallo [a,b] cioé che F sia derivabile in
[a,b] con derivata F'(z) = f(z) per ogni z € [a,b]. Come & ben noto, la sola ipotesi
di integrabilita secondo Riemann di f non garantisce la derivabilita della funzione
integrale F': la funzione segno f(z) = sgn (z), z € R, ¢ Riemann integrabile in ogni
intervallo compatto ma non ammette primitiva in alcun intervallo I contenente
I’origine come punto interno.

Proviamo in questa parte che lo stesso risultato vale quasi ovunque per le funzioni
integrali di funzioni Lebesgue integrabili f senza ulteriori ipotesi sulla funzione
integranda f.

TEOREMA 6.20. Siano f: I — K una funzione integrabile e
F(Cﬂ):/ fs xel (xg€l),
zo

una sua funzione integrale. Allora,

(a) F é uniformemente continua ed a variazione limitata su I;

(b) F ¢ derivabile quasi ovunqgue in I e si ha
F'(z) = f(x) per q.o. x € I;
(c) siha
v = [ 11l
I
Se la funzione f: I — K ¢& solo localmente integrabile in I, la tesi continua a valere
con F' continua ed a variazione localmente limitata in I e l'uguaglianza in (c) vale

per ogni intervallo chiuso e limitato [a, b] di 1.
Alla dimostrazione premettiamo il lemma seguente.

LEMMA 6.21. Sia xg € I un punto e sia f: I — K una funzione localmente integrabile

in I tale che
/ f=0, el
o

Allora, f =0 quasi ovunque in I.
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DIMOSTRAZIONE. Non ¢ restrittivo supporre che sia I = [a,b] (a < b) e che f sia
integrabile in [a, b] e a valori reali. Sia P = {f > 0} e supponiamo per assurdo che
risulti |P| > 0. Sia quindi K C PN (a,b) un insieme compatto con |K| > 0. Si ha

allora
/ f>0.
K

L’insieme V = (a,b)\ K & aperto e quindi ¢ della forma V' = (J, (ax, bx) con intervalli
(ak,by) disgiunti e contenuti in (a,bd). Si ha allora

Lo Lo o [y

e cio e assurdo poiché si ha

ag by bk
o o ak

per ogni k. Deve quindi essere |P| = 0 cio¢ f < 0 quasi ovunque in [a,b]. In maniera
analoga si prova che deve essere f > 0 quasi ovunque in [a, b] e questo completa la
dimostrazione. g

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 6.20). (a) L’uniforme continuita di F' & conseguenza
della assoluta continuita degli integrali (Teorema 2.33).

Relativamente all’altra affermazione, sia [a,b] C I un intervallo fissato. Per ogni
suddivisione P = {a =z < 1 < -+ < z,, = b} di [a,b] si ha

Ton b
EJHMwwme:EZ/ <2 m=/w|

m m—1

da cui segue

(+) WF</|H

Per larbitrarieta di [a,b] C I si ha F € BV (I

§/1|f|~

(b) Supponiamo dapprima che f sia a valori reali e supponiamo inoltre che sia
I =[a,b]. Per (a) e per Teorema 6.17—(b), la funzione F' & derivabile quasi ovunque
in [a,b] e la funzione

0 altrimenti

0. { F'(z) se F ¢ derivabile in z

¢ integrabile su [a, b] cosicché resta solo da provare che risulta F' = f quasi ovunque
in [a,b)].

Supponiamo dapprima che f sia limitata con |f(x)| < K per ogni x € [a,b] per
qualche K > 0. Posto f(x) = f(b) per z > b, consideriamo i rapporti incrementali

T n) — T z+1/n
AnF(x)=F( Hl//z F ):n/ fi  xela,b, n>1.

Allora, si ha A, F(x) — F'(z) per q.o. x € [a,b] e, avendosi |A, F(z)| < K per ogni
x € [a,b] e per ogni n > 1, dal teorema di convergenza dominata si ricava

lim /AnF:/ F'
n—-+o0o a a
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per ogni ¢ € [a,b]. Ma risulta

c c+1/n a+1/n c
lim A, F = lim n/ F— n/ F|=F()—Fl(a)= / f
n—-+oo a n—+o0 c a a

per il teorema fondamentale del calcolo per l'integrale di Riemann poiché F' &

continua. Si ha quindi
(&
JRGEVE
a

per ogni ¢ € [a,b] e da cio segue F' = f quasi ovunque in [a,b] per il lemma
precedente.
Consideriamo ora il caso in cui f ¢ integrabile in [a,b] ma non limitata. Senza
perdita di generalitd possiamo supporre che sia f > 0 in [a,b] e considerare le
funzioni f,, limitate ed integrabili su [a, b] definite da
fo(z) =min{f(z),n},  welab, n=>1

Per tali funzioni si ha

o 0< fr(x) e fr(z) < fuyi1(z) per ogni = € [a,b] e per ogni n;

e lim f, = f puntualmente in [a,b] per n — +oo.
n——+00

Le funzioni integrali

Fn<x>=/;fn e Gn(m)Z/;(f—fn)

definite per ogni € [a, b] e per ogni n > 1 sono crescenti e quindi derivabili quasi
ovunque in [a, b]. Esiste allora un insieme trascurabile T' C [a, b] tale che

e le funzioni F,, e G, siano derivabili in [a,b] \ T}

o F/(x) = fn(x) per ogni x € [a,b] \ T}
per ogni n ed inoltre risulta

G (x) >0, x € la,b]\T,
per ogni n poiché G,, é crescente. Conseguentemente, anche la funzione F' & derivabile
in ogni punto = € [a,b] \ T e in tali punti risulta
F'(x) = F, () + G, (x) > Fp () = fa(z), n>1,

da cui segue F'(z) > f(z) per ogni z € [a,b] \ T. Viceversa, si ha

/abf:F(b)—F(a)z/abF’

(Teorema 6.4— (b)) e quindi risulta F’ = f quasi ovunque in [a, b].

Questo prova (b) nel caso I = [a,b] ed f reale. Il caso generale segue dall’arbitrarieta
dell’intervallo [a,b] C I e, nel caso di f complessa, dal caso reale applicato alla parte
reale ed alla parte immaginaria di f.

(c) Sia [a,b] C I un intervallo fissato. Da (x), da (b) e da Teorema 6.17—(c) segue

b b
ver< [1n= e <vir
e dall’arbitrarieta di [a,b] segue I'uguaglianza in (c). O

Punti di Lebesgue. Il valore in un punto di una funzione integrabile o localmente
integrabile definita in un insieme misurabile di R puo essere modificato arbitraria-
mente senza modificare I'integrale della funzione su alcun insieme e apparentemente
dunque non sembra esservi modo di collegare i valori f(z) e g(z) in un punto z di
due funzioni f,g: R — K quasi ovunque uguali e localmente integrabili in R. Dal



238 6. DERIVAZIONE ED INTEGRAZIONE IN R

punto di vista dello spazio vettoriale L(R) delle classi di equivalenza di funzioni
Lebesgue misurabili in R (Sezione 2.5), due rappresentativi della stessa classe di
equivalenza di funzioni localmente integrabili assumono in un punto x valori f(z) e
g(z) totalmente scorrelati tra loro.

Nonostante cio, ¢ comunque possibile definire in maniera naturale il valore puntuale
F(z) di un elemento localmente integrabile F' di L(R) in quasi ogni punto « € R in
modo che tale valore puntuale sia unicamente determinato dalla classe di equivalenza
F indipendentemente dalla scelta del rappresentativo usato per calcolarlo. In
conseguenza di cio, per ogni classe di equivalenza F' di funzioni quasi ovunque
uguali e localmente integrabili in R & possibile altresi individuare un rappresentativo
privilegiato di F' che assume in ogni punto z siffatto il valore — per cosi dire —
naturale per la classe di equivalenza F'.

DEFINIZIONE 6.22. Sia f: R — K una funzione localmente integrabile in R. Un
punto = € R per il quale esiste f.(z) € K tale che si abbia
x+h
lim —
hao+ 2h o—h

si dice punto di Lebesgue di f. O

£ (&) = fu(z)|dt = O

Denotiamo con

L(f) = {z : = punto di Lebesgue di f}
I'insieme dei punti di Lebesgue della funzione localmente integrabile f: R — K.
Se x € L(f), il numero reale o complesso f.(z) ad esso associato & univocamente

determinato da
x+h

Jim o [ e = 1)

In altri termini, le medie di f attorno ad un suo punto di Lebesgue x tendono ad un
limite f.(z) € K che puo essere interpretato — con un piccolo abuso di terminologia —
come il valor medio di f nel punto z. Estendiamo la definizione di f, a tutto R
ponendo

x+h
ful@) = { nhor th / fWdt sex € L(f)

0 altrimenti.

Se f,g: R — K sono due funzioni localmente integrabili in R tali che f = g quasi
ovunque in R, si ha evidentemente

o L(f) = L(g);
o f.(x) = g«(x) per ogni z € R.

I punti di Lebesgue ed i valori medi assunti in tali punti da una funzione localmente
integrabile dipendono quindi soltanto dalla classe di equivalenza in L(R) della funzio-
ne e possiamo conseguentemente parlare di punti di Lebesgue e di valori medi assunti
in tali punti per un elemento localmente integrabile F' di L(R) indipendentemente
dalla scelta del rappresentativo.

Nel caso di una funzione continua f: R — K, ogni punto z € R & punto di Lebesgue
e risulta f.(z) = f(x) ma non & chiaro in alcun modo dalla definizione che ogni
funzione localmente integrabile in R ammetta dei punti di Lebesgue. Il seguente
celebre teorema di Lebesgue garantisce che non sia questo il caso.

TEOREMA 6.23 (H. Lebesgue). Sia f: R — K una funzione localmente integrabile
in R. Allora, si ha

] 1 xz+h
Jim g [ 10— @)t =0

per quasi ogni x € R.



6.2. FUNZIONI INTEGRALI E PUNTI DI LEBESGUE 239

Pertanto, se f: R — K & una funzione localmente integrabile in R, quasi ogni punto
x di R & punto di Lebesgue di f ed il valor medio f.(z) di f in « coincide col valore
f(z) in quasi ogni punto di Lebesgue x di f cio¢ risulta

1 x+h

@) = Jim o [0t = £(@)
per quasi ogni punto di Lebesgue x di f. In particolare, 'uguaglianza a sinistra vale
per ogni punto di Lebesgue di f e quindi quasi ovunque in R mentre 'uguaglianza
a destra vale per quasi ogni punto di Lebesgue di f.

La funzione f,: R — K & quindi quasi ovunque uguale in tutto R alla funzione
localmente integrabile f: R — K cui & associata e, con terminologia lievemente
imprecisa® prende il nome di rappresentativo preciso di f. Tra gli elementi della
classe di equivalenza di L(R) cui appartiene f essa ha la proprieta di essere la
funzione per la quale la relazione

x4+

1 h
lim — «(t) — f« dt =10
T . |[f(t) = fu ()|

vale sul piu grande insieme possibile di punti x.

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 6.23). Sia {¢,}» un insieme denso di K e siano f,, le
funzioni definite da

fn@) =1f(t) —qul, teR, n>1

Ogni funzione f,, ¢ localmente integrabile in R cosicché la sua funzione integrale

Fn(ac):/ s reER, n>1,
0

¢ derivabile quasi ovunque in R con F) = f, quasi ovunque in R (Teorema 6.20).
Per ogni n, sia quindi L,, 'insieme di misura piena in R costituito dai punti = tali
che F,, sia derivabile in z e is abbia F} (x) = f,(z). Sia quindi L = (1, L, cosicché
si ha ancora [R\ L| = 0.

Sia ora x € L. Fissato ¢ > 0, sia n tale che |g, — f(x)| < &/3 e, tenendo conto che
si ha F) (z) = fn(z), scegliamo § = d(e,n) > 0 tale che si abbia

‘Fn(x +h)— F,(x—h)

57 — fu(2)| <e/3

per ogni 0 < h < 4. Si ha allora per gli stessi h

< — - <
0< g [ IO s@lar<
1 x+h
< = |f(t) = gl dt + | f(z) — gu| <
2h’ x—h
<o [ 1O =l de~170) ~ aal| +207(2) ~ gl =
2h z—h
F,(x+h)—F,(x —h
) = EnE =) g a) +20f) - gl <
2h
5 5
< — 2 - =
=3 + 3 €
e questo completa la dimostrazione. O

3 La funzione f« € in effetti un rappresentativo della classe di equivalenza F € L(R) cui
appartiene f.
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Con identica dimostrazione si prova anche che risulta

T z+h
Jim o [0 = s@lae= i 5 [ 10 = @)= 0

h—0t

per quasi ogni z € R.
Osserviamo ora che, scegliendo nel teorema precedente come funzione f la funzione
caratteristica f = 1g di un insieme misurabile E C R, si ottiene

|[EN [z —h,z+h]|

hlirng o7 =1 per q.o.x € K
] ’Eﬂ[m—h,x—}—h”
hlir(l)lJr 5T =0 per q.0. z ¢ E.

Motivati da questa osservazione introduciamo la definizione seguente.

DEFINIZIONE 6.24. Siano E C R un insieme misurabile ed « € [0,1]. Un punto

z € R tale che sia
i ’Eﬁ[m—h,x—&-h]‘_/\
hi)Ing 2h o

si dice punto di densita o di E. O

I punti di densita uno per un insieme sono dunque — per cosi dire — punti interni
all’insieme nel senso della misura mentre i punti di densita zero sono punti esterni
nello stesso senso®. Dal teorema di Lebesgue segue quindi che quasi ogni punto di
un insieme € un punto di densita uno per l'insieme stesso e quasi ogni punto del
complementare ¢ un punto di densita zero per I'insieme. Il limite nella definizione
precedente puod non esistere ovvero puo assumere un qualunque valore nell’intervallo
[0,1] (Esercizio 6.1).

6.3. Teorema fondamentale del calcolo

Esaminiamo in questa sezione in che misura derivazione ed integrazione secondo
Lebesgue sono operazioni inverse 'una dell’altra cioe vale il teorema fondamentale
del calcolo. Come preludio a tale indagine, esaminiamo dapprima i limiti di va-
lidita del teorema fondamentale del calcolo nell’ambito dell’integrazione secondo
Riemann e caratterizziamo quindi la classe delle funzioni per le quali vale il teorema
fondamentale del calcolo — che sono cioe le funzioni integrali della propria derivata —
introducendo la classe delle funzioni assolutamente continue. Vedremo cosi che,
nell’ambito dell’integrazione secondo Lebesgue il teorema fondamentale del calcolo
ha un campo di applicazione piu vasto di quanto accade per I'integrale di Riemann.
Tuttavia, anche in questo ambito pitt ampio, non ¢ possibile ricostruire ogni funzione
derivabile come funzione integrale della sua derivata poiché anche per 'integrale di
Lebesgue come per l'integrale di Riemann esistono derivate che non sono integrabili.
Il risultato migliore che otteremo in questa direzione sara la dimostrazione della
validita del teorema fondamentale del calcolo per le funzioni derivabili in ogni punto
aventi derivata Lebesgue integrabile (Teorema 6.37), risultato che estende quello
corrispondente valido per I'integrale di Riemann (Teorema 6.21 in [14]).

Per ottenere infatti I'integrabilita di ogni derivata ovvero la possibilita di rappresen-
tare ogni funzione derivabile come la funzione integrale della sua derivata ¢ necessario
considerare integrali di tipo Riemann non assolutamente convergenti come l'integrale
di Heinstock—Kurzweil. Tale integrale, rendendo integrabile una classe di funzioni
molto pitt ampia di quelle integrabili secondo Lebesgue, gode pero di proprieta pit

45 possibile far si che questa analogia non sia solo suggestiva ma diventi rigorosa. B possibile
infatti introdurre una topologia su [0, 1] per la quale z ¢ interno ad E se e solo se z ¢ punto di
densita uno di E ([11]).
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deboli di quelle possedute dall’integrale di Lebesgue e risulta conseguentemente
meno utile di quest’ultimo. Di fatto, I'integrale di Lebesgue sembra realizzare il piu
felice equilibrio tra generalita dell’integrale intesa come ampiezza della classe delle
funzioni integrabili e proprieta dell’integrale stesso.

A conclusione della sezione caratterizziamo infine le funzioni assolutamente continue
tra le funzioni a variazione limitata ed esaminiamo alcuni aspetti del calcolo diffe-
renziale per funzioni assolutamente continue con particolare riguardo alla validita
della regola di derivazione delle funzioni composte.

Anche in questa sezione consideriamo funzioni f: I — K con K = {R,C} e, in
assenza di una esplicita indicazione, tutti i risultati che proveremo valgono per
funzioni a valori reali o complessi.

Integrale di Riemann e teorema fondamentale del calcolo. Il teorema
fondamentale del calcolo stabilisce un legame tra integrazione e derivazione che nel
caso dell’integrale di Riemann si esprime nella forma seguente: se F': [a,b] — K
¢ una funzione derivabile in [a,b] con derivata Riemann integrabile (continua in
particolare), allora é possibile ricostruire F' come funzione integrale della sua derivata

F(x)zF(a)—}-/ggF’7 x € [a,b].

Cio suggerisce in modo naturale la domanda seguente: se F': [a,b] — R & una
funzione derivabile in [a, b], vale allora il teorema fondamentale del calcolo senza
ulteriori ipotesi su F'? Cio equivale a dire che F’ & Riemann integrabile in [a, b] e
con questa formulazione la risposta e certamente negativa: la funzione

2T sen (1/2) se x
Fa(x){| (1/z) sea#0

O<a<l)
0 sex =0

¢ derivabile in tutto R con derivata

Fl(z) = lz|* sen (1/]2]) — |z|* cos1/z sex #0
“ 0 sex =0

e, essendo F! localmente illimitata in zero, essa non ¢ Riemann integrabile in alcun
intervallo compatto contenente 1’origine.

L’esempio precedente non & tuttavia completamente soddisfacente poiché F) non &
Riemann integrabile in alcun intervallo contenente l'origine non essendo localmente
limitata nell’origine ma si ha tuttavia

R 2 2
/ |Fl|] < —— R 4+ =R" < 4+ (R>0)
R a+1 o

Fa(x):/ Fl. <4< z€R,
0

nel senso degli integrali generalizzati. L’esempio che segue (Esempio 6.25), dovuto a
V. Volterra, mostra che il problema non puo essere risolto ricorrendo agli integrali
di Riemann generalizzati e che la situazione e quella raffigurata nello schema di
Figura 6.2—(a) in cui, fissato I = [0, 1], sono rappresentati gli insiemi seguenti:

e L insieme delle funzioni limitate in [0, 1];

e R insieme delle funzioni Riemann integrabili in [0, 1];

e L + P insieme delle funzioni limitate e primitivabili in [0, 1];
ciascuno dei quali e il rettangolo individuato dai vertici in alto a destra e in basso

a sinistra contrassegnati da e. Nello stesso schema, (1) rappresenta la funzione
segno (traslata) che & Riemann integrabile ma non primitivabile e (2) rappresenta
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L+ P C+ BV

(a) (b)

FIGURA 6.2. (a) Relazioni tra funzioni Riemann integrabili e primitivabili.
(b) Relazioni tra funzioni BV, N —funzioni e funzioni AC.

la funzione di Volterra dell’esempio seguente che & invece primitivabile ma non
Riemann integrabile.

EsSEMPIO 6.25 (V. Volterra). Costruiamo una funzione F': R — R derivabile con le
seguenti proprieta:

e F' ¢ limitata;

e F’ non ¢ Riemann integrabile in [0, 1].

Per ogni k € Z sia (2k — 17/2 < s < (2k + 1)7/2 I'unica soluzione dell’equazione
tan s = s/2 in tale intervallo e, fissati —oo < a < b < +00, siano

/
2 a:a+18/
k’:min{k21:5k>} e , /5
b— b =b—1/sp.

in modo che a’ sia il pit grande zero della derivata di

z € (a,4+00) > (x —a)?sen

r—a
pitt piccolo di (a + b)/2 e b’ sia il pin piccolo zero della derivata di

—00,b) > (b— )
x € (—00,b) — (b—x) sen 3—

pit grande di (a + b)/2. Definiamo allora Fy ;: R — R ponendo

0 sex<0ox>b
1
(z — a)?sen sea<z<d
T —a
Fop(r) =< (a' —a)?sen — = (b—b’)2senb_b/ sea <x <V
(b—x)Qsenb_ seb <z <b
0 se x > b.

La funzione F,; cosi definita ¢ pari attorno ad = (a + b)/2 per costruzione ed
¢ derivabile in ogni punto di R con derivata continua in ogni punto z ¢ {a,b} ma
discontinua nei punti « € {a,b} poiché si ha
1
Fu (0= 1)
nmw

1
Fa,b <a + )
nm

Sia ora C' C [0, 1] un insieme di Cantor di misura positiva (Esercizio 5.5). L’insieme
V =10,1]\ C ¢ aperto in R e quindi ¢ della forma V' = J, (ax,br) con (ax,bx)
intervalli disgiunti di (0,1). Posto Fy, = F,, s, , sia

F(z) =Y Fi(x), xR
k

= lim =1

/ A N .
a,b(a)* a,b(b)*o € lim n—+00

n—-+oo
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La serie che definisce F' & in realta una somma finita per ogni x poiché ogni Fj &
nulla sul complementare di (ax,by) e gli intervalli (ay,by) sono disgiunti. Inoltre,
da F = Fj in (ag, bx) segue che F & derivabile in ogni punto di V' con derivata

F'(z) = Fy(x), € (ax,by),
ed F' & derivabile nei punti z € C' con derivata nulla poiché per costruzione si ha
[Fy)l < (y—2)*, yeRr

Infine, F' & derivabile fuori dall’intervallo [0, 1] con derivata nulla. Pertanto, F &
derivabile in ogni punto di R con derivata

F’(a:)zZF,g(x), zeR.
k

Poiché la serie a destra ha al pit un solo addendo non nullo per ogni € R ed ogni
F] ¢ limitata, anche F” ¢ limitata.

Proviamo infine che F’ & discontinua in ogni punto di C. Infatti, se x € C, o risulta
x € {ag, b} per qualche k oppure esistono indici kj, (h > 1) distinti tali che

lim ag, = lim by, ==.
h—+o00 h—+o0

In entrambi i casi, esiste una successione di punti {xp,} tali che xp, € (ax,by) per
ogni h e xp, = x per h — +o00 nel primo caso e ax, < xp < by, per ogni h nel
secondo caso per la quale si ha [F'(xp,)| = |F{.(z1)] — 1 per k — 400 nel primo cao

ovvero |F'(xp)| = |F}, (zn)] — 1 per k — +oo nel secondo caso. Risulta pertanto
C ={z €R: F non & derivabile in z}
e quindi F’ non ¢ Riemann integrabile in [0, 1] (Teorema 5.28). O

Funzioni assolutamente continue. Abbiamo visto nella sezione precedente
(Teorema 6.20) che, se I C R & un intervallo (non degenere), la funzione integrale

(+) F(m)=/$f, vel (acl),

di una funzione integrabile f: I — K & una funzione continua a variazione limitata
su I la cui derivata ¢ F' = f quasi ovunque in I. Ci poniamo ora il problema
di determinare quali funzione continue F': I — K siano funzioni integrali, siano
cioe derivabili quasi ovunque con derivata integrabile e siano in piu la funzione
integrale della propria derivata. Le funzioni di Cantor—Vitali e Riesz—Nagy mostrano
che cid non puo essere vero per ogni funzione continua a variazione limitata ed &
evidente che una condizione necessaria perché cio accada ¢ fornita dalla assoluta
continuita dell’integrale (Teorema 2.33): se F ¢ della forma (x), per ogni € > 0
esiste § = d(¢) > 0 con la seguente proprieta: per ogni famiglia finita di intervalli
[;,yi) C I,i=1,...,7 tali che

hd (‘Thyy’il) N (zi27y’i2) = O per Ogni 7:1 7é 227

. Zi(ﬁl/i — ;) <6

OIUOERTIE o) UEY INUES

RETNT

si ha

Formalizziamo questa condizione nella definizione seguente.

DEFINIZIONE 6.26. Sia I C R un intervallo. Una funzione F': I — C una funzione
tale che per ogni € > 0 esiste 0 = d(¢) > 0 con la seguente proprieta: per ogni
famiglia finita di intervalli [z;,y;] C I, i=1,...,7 tali che

o (xi,yi,) N (Tiy,vi,) = & per ogni i1 # ig
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. Zi(ﬁl/i — ;) <6

si ha
Z |F(y:) — F(xi)| <e
i
si dice assolutamente continua in I. O
L’insieme

AC(I) = {f: I — K assolutamente continua in I}

delle funzioni assolutamente continue in I & uno spazio vettoriale sul campo K e,
come al solito, denotiamo con AC)(I) lo spazio vettoriale delle funzioni F: I — K
la cui restrizione ad ogni intervallo chiuso e limitato [a,b] di I & assolutamente
continua in [a, b]. Anche il prodotto di funzioni assolutamente continue e limitate ¢
ancora una funzione assolutamente continua.

E evidente che che ogni funzione assolutamente continua in I & uniformemente
continua in I e risulta inoltre Lip(I) € AC(I). Proviamo ora che le funzioni
assolutamente continue in un intervallo limitato sono anche a variazione limitata.

PROPOSIZIONE 6.27. Siano I C R un intervallo limitato ed F € AC(I). Allora,
F e BV(I).

DIMOSTRAZIONE. Se l'intervallo I non ¢ compatto, F' ha un’unica estensione conti-
nua alla chiusura di I e tale estensione & ancora assolutamente continua in cl(I).
Non ¢ quindi restrittivo supporre che sia I = [a, b].

Sia dunque § > 0 associato ad ¢ = 1 dalla definizione di assoluta continuita e
sia P={a =20 <z < -+ <, = b} una suddivisione di [a,b]. Supponiamo
senza perdita di generalita che sia 0 < § < b — a e consideriamo il raffinamento
Q={a=yo <y <--- <y; = b} di P ottenuto aggiungendo a P i punti a + kd
per k=1,...,ko ove kg ¢ dato da ko = [(b — a)/d]. Si ha allora

S 1) = Flon-)| < S0 1F () = Fgio)| < ko +1
1<m<n 1<i<y

e dall’arbitrarieta della suddivisione P di [a,b] segue la tesi. O

Possiamo ora provare che sugli intervalli limitati ’assoluta continuita caratterizza le
funzioni integrali.

TEOREMA 6.28. Siano I C R un intervallo limitato ed F: I — K una funzione.
Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti

(a) esiste f: I — K integrabile tale che

F(x):F(a)—k/mf, x€l,

per ogni a € I;
(b) F e AC(I).

Nel caso in cui I sia un intervallo illimitato, I'implicazione (a) = (b) continua
a valere inalterata mentre I'implicazione opposta (b) = (a) vale con 'ulteriore
ipotesi che sia F' € AC(I)N BV (I) oppure vale con f: I — K localmente integrabile
se F € AC(I) ma & soltanto a variazione localmente limitata su I. Inoltre, alla luce
di Teorema 6.20, tale implicazione si puo riformulare nel modo seguente.

COROLLARIO 6.29. Siano I C R intervallo limitato ed F' € AC(I). Allora,
(a) F é derivabile quasi ovunque in I;
(b) F’ ¢ integrabile su I;
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e inoltre si ha

x

F(a:)zF(a)+/ F, zel,

a
per ogni a € I.
La dimostrazione del Teorema 6.28 & basata sul risultato seguente che ha interesse
di per se.
LEMMA 6.30. Siano I C R un intervallo ed F € AC(I) una funzione tale che

F'(z)=0  perqo. x€l.

Allora, F' é costante in I.
DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre che I sia limitato e, per le stesse
considerazioni gia svolte nella Proposizione 6.27, possiamo supporre anche che sia
I = [a, ] intervallo compatto e provare quindi che risulta F'(a) = F(c) per ogni
c € (a,bl.
Fissato allora ¢ € (a,b], sia C = {F' =0} N (a,c) e, fissato e > 0sia § = §(e) > 0

associato ad /2 dalla definizione di assoluta continuita. Per ogni 2 € C' esiste
hz > 0 tale che risulta [z, 2 + h;] C (a,c) e

£
F h)—F <——h h < hg.
Fleth) = F@)| < g oh 0<hs

La famiglia di intervalli
I={[z,x+h]: 0<h<hy, zcC}
cosl definita & un ricoprimento di Vitali di C. Esistono quindi [@,,Zm + Am]

(m=1,...,n) intervalli disgiunti di Z tali che

e\ (U, sz + ] )| <6

Poniamo y,,, = ,,, + hy, € conveniamo di numerare gli intervalli in modo che si abbia
Tm < Tpmg1 perm=1,...,n—1. Consideriamo quindi la suddivisione dell’intervallo
[a,c] definita da

=Y < T <Y1 <Teg < Y2 <+ < Ty <Y < Tpy1 =2¢C
ed osserviamo che si ha

0< S Gm—ym) =|lasd\ (U, [z + bl )| =

1<m<n+1
=\ (U, [ + b
da cui segue
S F(am) — Flym-1)| < /2.
1<m<n+1

Per i restanti intervalli della suddivisone si ha
€
Z |F(ym) — Fam)| < m' Z (Ym — zm) < €/2
1<m<n 1<m<n
cosicché risulta
IFe)=F(@)]< Y [Fl@n) = Fym-1)l+ > [Flym) = Flen) <e

1<m<n+1 1<m<n

dall’arbitrarieta di € > 0 segue la tesi. O
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DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 6.28). (a) E conseguenza immediata dell’assoluta
continuita degli integrali (Teorema 2.33).

(b) Siha F' € BV(I) (Proposizione 6.27) e quindi F' ¢ derivabile quasi ovunque in
I con derivata F’ integrabile in I (Teorema 6.17). Poniamo

F'(z) se F & derivabile in z
fla) = { )

0 altrimenti

e consideriamo la funzione integrale di f definita da
T
Fa(ac):F(a)—f—/ f, xel (ael).

E chiaro che & F, € AC(I) per (a) e quindi anche la differenza F — F,, & in AC(I) con
derivata quasi ovunque nulla in I (Teorema 6.20—(b)). Quindi, F' — F, & costante
su I (Lemma 6.30) e la conclusione segue infine da F,(a) = F(a). O

A conclusione di questa parte sulle funzioni assolutamente continue ricaviamo la
classica formula di integrazione per parti la cui dimostrazione & ovvia.

TEOREMA 6.31. Siano F',G € AC([a,b]). Allora,
(a) F'G e FG' sono integrabili in [a,b];

(b) si ha
b
- [ re

Funzioni assolutamente continue e N —funzioni. Come abbiamo visto, le
funzioni integrali su un intervallo limitato si identificano con le funzioni assolutamente
continue le quali costituiscono un sottoinsieme proprio delle funzioni continue a
variazione limitata: ci proponiamo in questa parte di caratterizzare le prime tra
le seconde. Questa caratterizzazione e legata alla nozione di N —funzione di Lusin
(Definizione 5.43) e ad alcuni risultati sulla misura dell’immagine di un insieme
misurabile mediante una funzione differenziabile. Considerazioni collegate a quelle
che qui svolgiamo per funzioni di una variabile reale saranno riprese successivamente
(Capitoli ?? e ??) nel caso di funzioni da RY in RM.

Riuniamo nel lemma seguente alcune proprieta delle funzioni derivabili quasi ovunque
in un intervallo. Tali proprieta integrano nel caso undimensionale le proprieta gia
evidenziate in precedenza per le funzioni lipschitziane (Teorema 5.46).

b
/ F'G=FG

LEMMA 6.32. Siano I C R un intervallo, T C I un insieme trascurabile e f: I — R
una funzione reale derivabile quasi ovungue in I\ T. Allora,
(a) la restrizione fiqp\7 € una N - funzione continua in [a,b] \ T’
) se E é misurabile con E C [a,b]\ T, linsieme f(E) é misurabile;
(c) la funzione z € [a,b] \ T — R & misurabile in [a,b] \ T;
) se |f'(x)] <k pe rogni x € [a,b]\ T, si ha |f(E)| < K|E| per ogni
insieme E C [a,b] \ T misurabile;

(e) E C[a,b]\ T misurabile = |f(E) S/E|f'|.

Questo risultato vale in particolare quando f € Lip(A) e in tal caso ¢ possibile
supporre che sia A = R per il lemma di McShane (Teorema 1-3.33). Proveremo
inoltre successivamente che, se A = I & un intervallo e Jf ¢ finita in ogni punto
di I, la funzione f & derivabile quasi ovunque in I e quindi risulta Jf = |f’| quasi
ovunque in I (Teorema ?7).
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Dalle proprieta (b) e (c) si ricava evidentemente che
E C A e E misurabile = |lf(E)| < K|E]

e, nel caso di una funzione derivabile in ogni punto di un intervallo, la disuguaglianza
in (e) diviene il risultato seguente che corrisponde in dimensione N = 1 ad una
parte della formula dell’area (Teorema ?77).

COROLLARIO 6.33. Siano I C R un intervallo ed f: I — R una funzione derivabile.
Allora,
(a) f' é misurabile;

(b) se E C I é misurabile, f(E) é misurabile e si ha

£(B)| S/Elf’l-

Anche in questo caso, lo stesso risultato vale con f € Lip(I) nel qual caso la derivata
/' & solo definita quasi ovunque in I.

DIMOSTRAZIONE (LEMMA 6.32). Le affermazioni (a) e (b) non sono altro che la
riformulazione per funzioni da insiemi di R a valori complessi dei corrispondenti
risultati per funzioni da insiemi di R™ a valori in R™ (Teoremi 5.44 e 5.46). Proviamo
quindi solo le restanti affermazioni e, essendo I'insieme A\ A’ al pitt numerabile,
supponiamo che sia A C A’.

(c) Possiamo supporre che sia 0 < |A|. < 400 e porre @ = |A].. Fissato ¢ > 0, sia
V un insieme aperto tale che A C V e |V| < a+¢. Essendo la funzione Jf limitata,
per ogni x € AN (ay, by) esiste h, > 0 tale che risulti

o [z —hy,x+h]CV;
o |f(y) = f2)] < (K +e)ly — x| per ogniy € Ae |y — x| < hy;
da cui segue
|f(Aﬁ[a:—h,a::h])|*S(K+€)2h, 0<h<h,.
La famiglia di intervalli
I={lx—h,z+hl: 0<h<hy,exc A}

cosi definita & un ricoprimento di Vitali di A. Esiste quindi una famiglia al piu
numerabile di intervalli disgiunti I,, = [z, — hp,Zy + hy] (n > 1) di Z tali che

4 (U5

=0

da cui segue

S (U, )] =0
per (a). Si ha allora
FAL < I @an L+ [ (an (U, )], <

S(K+e)) | <(K+o)[VI< (K +e)(a+te)

n

e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto.
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(d) Sia A misurabile e sia {a;}; un sottoinsieme numerabile e denso® di A. Essendo
A C A’ e f continua in A, si ha

Jf(x) = inf sup fy) — (@) = inf sup ‘f(a])—f(:n)
21\ o<ly—za|<1/k| Y~ k>1 i>1 aj —x
yeEA 0<|a;—z|<1/k

per ogni x € A. Definiamo allora

flaz) — f(=)
a; —T

0 sexcAex=aj;olzr—a;| >1/k

sexeAel<|z—a;| <1/k
Jka(I)Z ’ | .]l /

Ogni funzione Jfy ; € misurabile e si ha

A= W

0<|a;—z|<1/k

’f(aj) — f(z)

CLj*IL’

= inf Ifr i .
inf (312113 iy (w))
per ogni & € A e questo prova (d).

(e) Non é restrittivo supporre che sia |E| < 400 e supponiamo dapprima che la
funzione Jf sia limitata su E cioé risulti 0 < Jf(z) < K per ogni « € E. Allora, gli
insiemi

h—1 h
En7h—{xEE:K2n§Jf(9:)<K2n}, h=1,...,2" n>0,
sono misurabili, disgiunti e tali che E = J,, Ey 5 per ogni n. Per (b) e (c) si ha
quindi

Bl Y FESE Y B =

1<h<2n 1<h<2m
h—1 K K
=K Z 7|En,h| + 27\E| = / Sp + 27L|E|
1<h<2n E
per ogni n avendo denotato con s, la funzione semplice e misurabile definita da

h—1
Sn(x) = Z K o g, , (z), x € E.
1<h<2n

Poiché si ha s, < s,41 per ogni n e s, — Jf uniformemente in £ per n — +o0o
(Teorema 2.9), risulta

F(B)| < /E Jf

per il teorema di convergenza monotona. Infine, il caso generale in cui la funzione
Jf & illimitata si ricava dal precedente scrivendo E nella forma E =], Ej con
Ey={x € E: Jf(z) < k} per ogni k. O

Possiamo ora dimostrare il teorema di Banach—Zarecki che caratterizza le funzioni
assolutamente continue tra le funzioni continue a variazione limitata.

TEOREMA 6.34 (S. Banach-M.A. Zarecki). Siano I C R un intervallo ed F: I — K
una funzione tale che

e I ¢ continua in I;

o [ ¢ derivabile quasi ovunque in I;

e I ¢ integrabile su I.

5 L’insieme A munito della topologia indotta da R & separabile essendo la topologia indotta
da R a base numerabile.
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Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti
(a) F e AC(I);
(b) F se K=R ovvero U =Re(F) e V =Im(F) se K=C sono N —fun-
zioni in I.
E facile verificare che nel caso complesso l'ipotesi che la parte reale e la parte

immaginaria di F' siano N —funzioni non puo essere sostituita dalla sola richiesta
che F sia tale.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare il teorema nel caso reale.

(a) Poiché F & assolutamente continua, non & restrittivo supporre che I sia un
intervallo chiuso. Sia quindi 7" C I un insieme trascurabile che possiamo supporre
contenuto in int(I). Fissato € > 0, sia § = §(e) > 0 ad esso associato dalla assoluta
continuitd di F' e sia V un insieme aperto tale che risulti T C V C I e |[V| < 4. Si
ha

V = U(ak, bk)
k

per un’opportuna famiglia al pitt numerabile (ay,bi) (k > 1) di intervalli disgiunti
cosicché risulta

Z(bk —ag) = |V| < 4.

k
Poiché I & chiuso, risulta [ay,bg] C I per ogni k. Siano quindi
mi =min {F(z): x € [a,by]} e M, = max {F(z) : = € [ar,bi]} .

per ogni k. Si ha allora
[F(T)]. < Z | F ([ax, bi])| = Z(Mk —my) <€
k k

poiché risulta
Z(Mh—mh)ga k> 1.
1<h<k
Risulta quindi |F(T)| = 0 e questo prova (b).
(b) Sia T' C I un insieme trascurabile tale che F sia derivabile in ogni punto di

I'\ T e sia convenzionalmente F'(x) = 0 per ogni « € I \ T. Poiché l'insieme I\ T &
denso in I, per A =1\ T risulta A C A’ e per la restrizione di F ad I\ T si ha

JF(z) = limsup [Fy) = F(z)

Yy—T ‘y—.’L‘|

yeI\T
|f<E)|S/EJF=/E\FI

per ogni insieme F C I\ T misurabile (Lemma 6.32— (e)).
Poiché F’ ¢ integrabile in I, fissato € > 0, esiste 6 = §(g) > 0 tale che risulti

=|F'(z)| < +o0, xel\T.

Consegeuntemente risulta

E C I misurabile e |E| < § = / |F'| <e.
B

Siano quindi [Ty, ym] (m =1,...,n) intervalli non degeneri tali che

b (‘rmlﬂyml) N (imzvymz) =0 per Ogni my 7& maj

° Zm(ym — Ty) < 0.
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Essendo F una N —funzione, si ha |F([2m, ym] NT)| = 0 per ogni m cosicché risulta

Z|F ym - $m|<Z|F mmvym)|—
_zw st D)+ 3 F (sl 017)] =

N LIRS
[wnzﬂhn]\T

e questo completa la dimostrazmne. O

COROLLARIO 6.35. Siano I C R un intervallo limitato ed F: I — K una funzione
continua. Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti

(a) F € AC(I);

(b) FeBV(I) ed F se K=R ovwero U =Re(F) e V=Im(F) se K=C
sono N — funzioni in I.

Nell’ambito delle funzioni continue, la relazione tra funzioni a variazione limitata,
N —funzioni e funzioni assolutamente continue in un intervallo limitato espressa dal
Corollario 6.35 & rappresentata in Figura 6.2—(b) in cui gli insiemi sono rettangoli
individuati come al solito dai vertici in alto a destra e in basso a sinistra contrasse-
gnati da e. Nello stesso schema, (1) rappresenta la funzione di Cantor—Vitali che &
un esempio di funzione continua a variazione limitata che non ¢ una N —funzione, (2)
rappresenta la funzione del successivo Esempio 6.36 modellata sulla funzione di
Volterra (Esempio 6.25) che costituisce un esempio di N —funzione continua a va-
riazione illimitata e (3) rappresenta una funzione continua a variazione illimitata
che non ¢ una N —funzione ottenuta ad esempio come somma della funzione di
Cantor—Vitali e della funzione di Esempio 6.36.

ESEMPIO 6.36. Dati —0co < a <b < +ooe A >0, sia Figp)x: R — R la funzione
definita da

0 sex<aozxr>b

Flapa(z) = - CL(m—a) sea<z<(a+b)/2

2
b—a

(b—2z) se(a+b)/2<z<h
Risulta allora

|F(a,b),)\(z)| < /\7 z eR.
Procedendo come nell’Esempio 6.25, sia C' un insieme di Cantor di misura positiva e
sia V =1[0,1]\ C = U, (ax,by) il suo complementare, essendo (a,br) (k> 1) una
famiglia numerabile di intervalli disgiunti. Fissata una successione {\;} tale che

o )\ >0;

o lim M\, =0";
k—+oo

° Zk/\k = +0o0;

sia Fj, = Fla, by),n, Per ogni k e sia F': R — R la funzione definita da
= Z Fi(z), z €R,
k

ove la serie che definisce F' ¢ in effetti una somma finita per ogni x. Proviamo che
essa € una N —funzione continua tale che

V&F:QZAk = +o0.
k
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La funzione F' & evidentemente continua nei punti di V. Fissato dunque z € C
cosicché risulta F'(z) = 0 e fissata una successione di punti x, (h > 1) di [0, 1] tali che
xp — x per h — 400, proviamo che risulta F'(x;) — 0 per h — +oco. A tal fine, non
¢ restrittivo supporre che sia zj, ¢ C per ogni h e che U'insieme {h : z), € (ar,br)}
sia finito per ogni k. Fissato € > 0, sia kg tale che risulti 0 < A\ < & per ogni k > kg
e sia
ho >max{h: xp € (ag,by) per k = 1,...,k0}
cosicché per h > hg risulta z, € (ak,b) con k > k. Allora, per h > hg si ha
O0< F(zp) <X <e

e questo prova la continuita di F in x.
Per provare che F' ¢ una N —funzione, consideriamo un insieme trascurabile T' C [0, 1].
Si ha
F(T)=F(I'NC)U (Uk F(Tn (ak,bk))) = {o}ulJ Fu(T)
e ogni funzione Fj & una N —funzione essendo lipschitziana in tutto R.
Infine, si ha evidentemente Vi F}, = 2\, per ogni h e

ViF > Z ViE, = Z 2\

1<h<k 1<h<k

per ogni k e da cio segue 'asserto. (]

Dai risultati precedenti si deduce infine che, a differenza di quanto accade per
I'integrale di Riemann, nel caso dell’integrale di Lebesgue il teorema fondamentale del
calcolo vale sempre per le funzioni derivabili in ogni punto con derivata integrabile. In
altri termini, la funzione di Volterra (Esempio 6.25) cessa di essere un controesempio
al teorema fondamentale del calcolo relativamente all’integrale di Lebesgue.

TEOREMA 6.37. Siano I C R un intervallo ed F: I — K una funzione tale che

(a) F é derivabile in ogni punto di I;
(b) F' ¢ integrabile in I.
Allora, '€ AC(I) e si ha

F(x):F(a)—l—/wF', zel

L’ipotesi che F” sia integrabile non puo essere eliminata come si vede considerando
ad esempio F' = g di Esempio 6.10 che & derivabile in ogni punto di R ma la cui
derivata I’ non ¢ integrabile in alcun intorno dell’origine. Infatti tale funzione F
non ¢ a variazione limitata attorno a zero (Esempio 6.10).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre F' reale. Essendo derivabile in I, la funzione
F & una N —funzione continua (Lemma 6.32). Risulta quindi F' € AC(I) per il
teorema di Banach—Zarecki (Teorema 6.34) da cui segue la formula che rappresenta
F' come funzione integrale della su derivata. 0

Composizione di funzioni assolutamente continue. Esaminiamo in questa
parte alcuni aspetti del calcolo differenziale per funzioni assolutamente continue con
particolare riguardo al problema della validita della formula di derivazione della
funzione composta. Per questo motivo consideriamo per semplicita in questa parte
il caso di funzioni a valori reali anche se i risultati che vedremo (con ’eccezione
di Teorema 6.43) hanno anche una controparte per funzioni a valori complessi.
Consideriamo inoltre il caso di funzioni definite su un intervallo limitato I anche
se gli stessi risultati valgono con I intervallo illimitato sostituendo lo spazio AC(I)
con ACoc(I).
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La composizione di funzioni assolutamente continue non da necessariamente luogo
ad una funzione assolutamente continua come prova I’esempio seguente.

EsEmMPIO 6.38. La funzione
hz)=[f(2)]?, =ze€R,

di Esempio 6.10 & assolutamente continua in [0, 1] (Teorema 6.37). Poiché anche la
funzione radice quadrata y € [0,1] — /y appartiene a AC([0,1]), la funzione

[f(@)l = vh(z),  2el0,1],

¢ composizione di due funzioni assolutamente continue in [0, 1] ma non ¢ a variazione
limitata nello stesso intervallo (Esempio 6.10). O

L’esempio precedente suggerisce sotto quali ipotesi la composizione di funzioni
assolutamente continue resti tale.

PROPOSIZIONE 6.39. Siano I,J C R intervalli con I intervallo limitato e siano
u € AC(I) e ® € Lip(J) funzioni a valori reali tali che u(I) C J. Allora, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(a) Poue AC(I);

(b) ®oue BV(I).
DIMOSTRAZIONE. La funzione ® o u ¢ una N —funzione continua e la tesi si riduce
a Corollario 6.35. O

Anche nell’ipotesi che la funzione composta ® o u sia assolutamente continua, la
validita della consueta regola della catena per la derivata della funzione composta

(®ou)(x) = (u(z)) v (z), per q.o. x € [a,b]

non ¢ in alcun modo scontata poiché la funzione composta @’ (u(aj)) puo non
essere definita quasi ovunque in [a, b]. Proveremo che la formula — correttamente
interpretata — vale per la composizione di una funzione assolutamente continua con
una funzione lipschitziana. A tal fine, proviamo dapprima il risultato seguente.

PROPOSIZIONE 6.40. Siano I,J C R intervalli con I intervallo limitato e siano
u € AC(I) e ® € Lip(J) funzioni a valori reali tali che u(I) C J. Allora,
(a) Poue AC(I);
(b) per ogni x € int(I) con le sequenti proprietd:
e ®ou ¢ derivabile in x;
o u ¢ derivabile in x con u'(x) # 0;
la funzione ® ¢ derivabile in y = u(x) e si ha
(@ou)(z)
w'(x)
(c) per ogni x € I tale che u sia derivabile in x con u'(x) =0 la funzione
®ou é deriwabile in x e si ha

(®ou)(x) =0;

(y) =

(d) posto
E={zecint(l): Pou edu sono derivabili in x e u'(x) # 0},
la funzione

P’ (u(z)) sexcE

(k) zel— . .
0 altrimenti

¢ misurabile.
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Con abuso di notazione conveniamo di denotare con ® o u la funzione definita
in (x+x). Cid & giustificato dal fatto che si utilizza sempre il prodotto (®'o u)u’
soltanto e risulta ' = 0 quasi ovunque sull’insieme in cui (##*) non coincide con
da ®'o u. Per la dimostrazione di Proposizione 6.40 utilizziamo il fatto che ogni
funzione continua & localmente suriettiva attorno ad ogni punto ove sia derivabile
con derivata non nulla.

LEMMA 6.41. Siano I C R un intervallo, xo € int(I) un punto interno ed u: I — R
una funzione tale che
e u ¢ continua in I;
e u ¢ derivabile in xo con u'(xg) # 0;
Allora, posto yo = u(xo), esiste n > 0 con le sequenti proprieta:
(&) (yo—n,yo+mn) Cull);
(b) per ogni successione {k,}n tale che

0 < |kn| < n per ognin e lim k, =0,

n—-+o0o

esiste una successione {hy}n con xo+hy, € I\ {0} per ognin tale che

u(xo + hy) = yo + kn per ognin e lim A, =0,
n—-+4oo
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima la restrizione w: I N[zg +o00) — R di
all’intervallo a destra di zy e supponiamo, per fissare le idee, che sia u’(zg) > 0. Sia
quindi

e(h) = u,(lmo) [u(wo +h) —u(zo) — ' (zo)h],  hel—zp, h#0,

cosicché si ha

h
w(zg + h) = u(xg) + ' (x0) <1 + €(h)> h, hel—xy, h>0,
) (n)
5
Koo+ ho 0.

Scegliamo ora 6 > 0 tale che si abbia g +¢ € I e 1 +¢(h)/h > 1/2 per ogni
0 < h <6 da cui segue u(xo+h) —u(ze) > u'(xo)h/2 per gli stessi h. In particolare,
risulta quindi u(zg + h) — u(xg) > 0 per ogni 0 < h < 4. Essendo yo = u(zo) €
prendendo h = 4, si ha allora u(zg + 0) > yo + v/ (20)0/2 da cui segue

[0, Yo + v (20)0/2] C u ([zo, 0 +9]) .

Poniamo allora n = u/(2¢)d/2. Sia quindi {k, }, una successione tale che 0 < k,, < 7
per ogni n e k, — 07 per n — +oo e sia o, = 2k, /u/(xo) per ogni n. Si ha allora
0<o,<d e u(xo + on) > yo + kn
per ogni n cosicché per ogni n esiste 0 < h,, < o, tale che risulti

u(zo + hn) = yo + kn.

Da o, — 07 per n — 400 segue h, — +oo per n — +oo. Ripetendo le stesse
considerazioni con la restrizione w: I N (—o0,xo] — R si ha la tesi. O

DIMOSTRAZIONE (PROPOSIZIONE 6.40). Abbiamo gia osservato che vale (a) che &
qui elencata solo per completezza.

(b) Sia z( € int(I) con le ipotesi elencate e siano yo = u(xg) e d = (P o u)'(xp).
Esiste allora n > 0 tale che (yo — 1,90+ 1) Cu(l) C J (Lemma 6.41) e quindi yo &
un punto interno di J. Sia quindi {k,},, una successione di incrementi di y, tale che
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0 < |kn| < n per ogni n e k, — 07 per n — +o00 e sia {h,}, la successione degli
incrementi di g ad essa associata da Lemma 6.41. Si ha allora

®(yo + kn) — Plyo) _  (u(zo + ha)) = (u(wo)) T d

k., hy, u(xo + hy) — u(zo) - u!(zo)

e dall’arbitrarieta della successione {k, },, segue l’asserto.

(¢) Per ogni x € I con le ipotesi indicate e per ogni h # 0 tale che sia x + h € I, si
ha
® (u(z +h)) — @ (u(z))
h

u(z + h) — u(x)

N — 0

< Lip(®) -

per h — 0.

(d) L’insieme E ¢ misurabile e la funzione z € E +— ®(u(z)) ¢ ben definita e
coincide con (@ 0w (x)
ou) (x

@/ =)

per (b). Poiché la funzione a destra dell’'uguaglianza ¢ a sua volta misurabile in E
si ha la tesi. O

, reF,

Possiamo ora finalmente provare la formula di derivazione della funzione composta
per le funzioni assolutamente continue.

TEOREMA 6.42. Siano I,J CR intervalli con I intervallo limitato e siano v € AC(I)
e ® € Lip(J) funzioni a valori reali tali che w(I) C J. Allora,

(a) Pouec AC(I);

(b) (®ou)(z) = (u(x)) v (z) per go. x € 1.

Come anticipato, in (b) ®'o u denota la funzione definita in Proposizione 6.40—(d).

DIMOSTRAZIONE. E necessario provare solo la validita della formula in (b). Sia
E Tinsieme definito in Proposizione 6.40—(d). Se z € E, la formula vale per
Proposizione 6.40— (b) e per q.o. z € I'\ E si ha v/(x) = 0 da cui segue (Pou)’'(z) =0
per Proposizione 6.40—(c). O
Dalla formula di derivazione della funzione composta per funzioni assolutamente
continue derivano regole di calcolo differenziale che valgono specificatamente per
tali funzioni e che non hanno analogo tra le funzioni differenziabili puntualmente.
Alcune di esse sono riunite nel teorema seguente la cui dimostrazione richiede solo
la prima affermazione della tesi del teorema precedente.

TEOREMA 6.43. Siano I C R un intervallo limitato e u,v € AC(I) funzioni
assolutamente continue a valori reali. Allora,

(a) si ha u™,|u| € AC(I) con
() =+ulzus0y e (|ul)) = sgn(u)

quasi ovunque in I.

(b) per ogni ¢ € R si ha v’ =0 quasi ovunque in {u = c};

(c) si ha max{u,v}, min{u,v} € AC(I) con
(max{u,v}) = w1y + 0 Tucw) = 0T usey + 0" 1<
(min{u, ’U})/ = ull{ugq,} + Ull{u>1,} = u’l{u<v} + Ull{qLZU}
quast ovunque in I.

In conseguenza di (b), la prima formula in (a) si puo scrivere equivalentemente nella
forma
(uF) = +u'l{1y>01 quasi ovunque in I.
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DIMOSTRAZIONE. (a) La parte positiva u™ di u ¢ assolutamente continua in
poiché risulta u™ = ® o u dove ® & la funzione lipschitziana definita da ®(y) = y™
per ogni y € R. Sia dunque 7T l'insieme trascurabile costituito dai punti di I in cui
uw o uT non & derivabile e consideriamo z € int(/) \ 7. Se risulta u(x) # 0 si ha
(ut) (z) =/ (z) se u(xz) > 0e (u™) (z) = 0 se risulta u(x) < 0. Se infine z & tale che
u(x) = 0, deve essere u'(x) = 0 per Proposizione 6.40—(b) da cui segue (u™)'(z) =0
per Proposizione 6.40 - (c). Riassumendo i casi possibili, si ha (u")" = 411,50
quasi ovunque in I ed in modo analogo si prova la formula per la parte negativa u™~.
Infine, da |u| = u™ + v~ si ricava la tesi per il modulo |u| di u.
(b) Per ¢ =0, si ha v/ = (u)’ — (u™)" = 0 quasi ovunque in {u = 0} per (a) e per
il caso genereale ¢ # 0 si considera la funzione u — ¢ in luogo di w.
(c) Si ha max{u,v} =u+ (v—u)" e quindi la funzione max{u,v} ¢ assolutamente
continua in I. Inoltre, da (a) si ricava

(max{u,v}) =u + (v —uw)") =u' + (v — u)/l{v>u} = Ull{uzu} + v’l{v>u}

quasi ovunque in I e I'ultima uguaglianza a destra nella tesi si ottiene scambiando
le funzioni u e v tra loro. Infine, per il minimo si procede allo stesso modo a partire
da min{u,v} =u— (v —u)". O

6.4. Misure di Lebesgue—Stieltjes e funzioni a variazione limitata

Introduciamo in questa sezione le misure di Lebesgue—Stieltjes in R e ne studiamo
la relazione con le funzioni monotone e con le funzioni a variazione limitata. Esa-
miniamo inoltre la struttura delle funzioni monotone e delle funzioni a variazione
limitata.

Misure di Lebesgue—Stieltjes positive. Una funzione f: R — R con le seguenti
proprieta:
e f & crescente in R;

e f & continua da destra: lim+ (y) = f(z) per ogni z € R;
Yy—x

si dice funzione di distribuzione e per ogni funzione siffatta poniamo come al solito
per convenzione

f(=00) = lim f(x) € [~00,+00);  f(+o0o)= lim f(z)€ (—o0,+oc].
T——00 T—r 400
Denotiamo con Z la collezione di insiemi formata dall’insieme vuoto e dagli intervalli
I di R della forma
(%) I (a,b] —o0<a<b<+oo
(a,400) —oc0<a< 400
e denotiamo con
A= {A: A=LU---UI, con Il,...,I,LEIdisgiunti}.

lalgebra generata dalla famiglia di intervalli Z (Esempio 1.7). Data una funzione di
distribuzione f: R — R, definiamo la funzione d’insiemi A: A — [0, +00] ponendo

[T 1@ seI=(ab
f(4o0) — f(a) sel = (a,+c0)
per ogni intervallo I € Z ed estendiamo A all’algebra A ponendo
(%%) AA) = AM1) + -+ M), A=LU---UI,€ A

La funzione d’insiemi A\ associata alla funzione di distribuzione f risulta cosi ben
definita su A poiché il valore A(A) definito da (*) & in effetti indipendendente dalla
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rappresentazione di A € A come unione di intervalli disgiunti di Z e per lo stesso
motivo risulta essere una misura positiva finitamente additiva su A.

LEMMA 6.44. Sia A\: A — [0, +00] la misura finitamente additiva definita da (xx) e
stano I € T e I, € T (n > 1) intervalli della forma (x). Allora,

(a) ImNI, =@ perm=#“ne UnIn cl = Zn)\(ln) < A(I);
(b) IC Un I, = MI)< Zn)\(In).

La misura finitamente additiva A: A — [0, +o0] risulta quindi essere una premisura
sull’algebra A che si dice associata alla funzione di distribuzione f: R — R.

DIMOSTRAZIONE. (a) Proviamo dapprima che la tesi vale per ogni insieme finito di
intervalli procedendo per induzione sul numero n > 1 degli intervalli.

L’asserto ¢ ovvio per n = 1 e, supposto vero per n > 1, consideriamo Iy, ..., I,41 €T
e I € T intervalli come in (a). Denotiamo con
a=infl A, = inf [
" " m=1,....,n+1
b=supl b, = sup I,

gli estremi degli intervalli e supponiamo senza perdita di generalita che sia b, 1 < by,
perm=1,...,n. Allora, I,..., I, sono intervalli disgiunti contenuti in (b1, b]
se b < 400 0in (bp41,+00) se b= —+o0o. In entrambi i casi risulta

Yo [ bm) = flam)] < f(0) = f(but)
1<m<n
per 'ipotesi di induzione e, sommando ad ambo i membri f(b,4+1) — f(ant1), si
ottiene
Y Lfbm) = flam)) < F(B) = Flants) < f(B) = f(a)
1<m<n+1
poiché si ha an11 > ae f(ant1) > f(a).
Abbiamo cosi provato che risulta
> M) < A()
1<m<n
per ogni n e da cio segue il caso di infiniti intervalli.
(b) Come prima, proviamo preliminarmente che la tesi vale per ogni insieme finito
di intervalli procedendo per induzione sul numero n > 1 di intervalli.
L’asserto € ovvio per n = 1 e, supposto vero per n > 1, consideriamo Iy,...,I,11 €7
e I € T intervalli come in (b). Denotati con a,, by, e con a, b gli estremi degli
intervalli I,,, (m = 1,...,n) e I, possiamo supporre che sia I,, N I # & per ogni
m=1,...,n e che gli intervalli siano numerati in modo che sia a; < b < b;. Se &
a > aq, si ha I C I e non c¢’¢ nulla da dimostrare. Altrimenti risulta a < aq e da
cio segue
a; > —00 e (a,a1] C IoU--- Ul 4q.
Per I'ipotesi di induzione risulta allora
flar) = f(a) < Z [f(bm) = flam)]
2<m<n-+1
cosicché, sommando ad ambo i membri f(b;) — f(a1), si ottiene
> Lfom) = flam)] = f(b1) = f(a) = f(0) ~ f(a)
1<m<n+1

poiché si ha by > b e f(b1) > f(b) e questo prova la tesi nel caso di una famiglia
finita di intervalli.
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Consideriamo quindi il caso di un intervallo I € 7 e di una famiglia numerabile
I, €T (n>1) diintervalli come in (b). Denotiamone gli estremi con a,b e con
an, by, (n > 1) rispettivamente e, fissato € > 0, per ogni n scegliamo b), € (—oo, +00)]
tale che risulti

b, <bl, <ooe0< f(b,)— flbn) <e/2" se by, < oo;

by, = b, = —© se by, = +o0.
Sia quindi [, 8] C I un intervallo compatto. Gli intervalli aperti I/, = (a,b),)
(n > 1) sono un ricoprimento aperto di [«, ] e quindi risulta

[a,8) C[a,f] C [U---UT},

per n opportuno per compattezza. Si ha allora

0<f(B) = fla) < Y [f(,) = flam)] <

Z {[f(bm) = flam)] +¢/2™} < Z flam)] +¢

cosicché dall’arbitrarieta di e > 0 risulta

0< f(8 <Z an)]

per ogni intervallo compatto [, 8] C I. Essendo f continua da destra se a > —oo o
per la definizione di f(—o00) se a = —o0, per a — a™ risulta

0< f(B ) < Z an)).
Scegliendo infine § =bse b < +00 0 facendo tendere ﬂ — 400 se b = +00, risulta

0< f(b <Z an)].

e questo completa la dimostrazione. O

La premisura A: A — [0, +00] definita da (xx) a partire dalla funzione di distribu-
zione f: R — R definisce allora una misura positiva (Teorema 1.46) che denotiamo
con

wr: S(f) = [0, +o0]
e che si dice misura di Lebesgue—Stieltjes indotta da f.
Pil in generale, ogni misura positiva di Borel p: & — [0, 4+00] che sia la restrizione
ad una o —algebra S tale che B(R) C S C §(f) della misura di Lebesgue-Stieltjes
pr: S(f) — [0, +o0] associata ad una funzione di distribuzione f si dice anch’essa
misura di Lebesque—Stieltjes in R.
I risultati seguenti evidenziano le principali proprieta delle misure di Lebesgue—
Stieltjes e identificano tali misure come le misure positive di Borel in R che sono finite
sui compatti e che sono il completamento della propria restrizione alla o —algebra di
Borel di R.

TEOREMA 6.45. Sia pus: S(f) — [0,400] la misura positiva di Lebesgue-Stieltjes
associata alla funzione di distribuzione f: R — R. Allora,
(a) py € una misura positiva di Radon completa tale che
ny((a,b]) = F(B) = fla),  —o00 < a<b< +oo;
(b) s & il completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel
B(R);
(c) f(x) = f(z7) = ur({x}) per ogni x € R;
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(d) sev: B(R) = [0,400] é una misura positiva di Borel tale che
v((a,b]) = f(b) — f(a), —o00 < a < b< 400,
si ha v(B) = pg(B) per ogni insieme di Borel B C R;
(e) se g: R — R ¢ una funzione di distribuzione tale che
pp((a,b]) = g(b) —g(a),  —00<a<b<+oo,
st ha g(x) — f(x) = ¢ per ogni © € R per qualche ¢ € R.
Essendo la funzione di distribuzione f continua da destra, da (c) segue in particolare
che ogni punto di discontinuita = della funzione di distribuzione f € un atomo della
corrispondente misura di Lebegue—Stieltjes uf e f ¢ continua nel punto z se e solo
se risulta py({z}) = 0. Inoltre, data una funzione di distribuzione f: R — R e una
misura positiva di Borel u: B(R) — [0, +o0], la formula
u((a,b) = () — fla),  —o0<a<b< +og;

individua univocamente la misura positiva u come la restrizione alla o —algebra
di Borel B(R) della misura di Lebesgue—-Stieltjes associata a f e viceversa, data
la misura di Lebesgue—Stieltjes pu, la funzione di distribuzione f: R — R che la
definisce risulta univocamente individuata a meno di una costante additiva.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia A: A — [0, +o0] la premisura definita da (**) a partire
dalla funzione di distribuzione f: R — R. Poiché la premisura )\ ¢ o —finita e la
o —algebra generata da A coincide con la o—algebra di Borel di R, risulta

B(R) = o(A) C S(f)

per costruzione e quindi p € una misura di Borel in R che & completa e che &
evidentemente finita sui compatti. Inoltre, si ha per costruzione

u(E)inf{Zu([k): ECUIkeIk GI}, E € S(f),
k

k

(Sezione 1.3) e dunque per ogni insieme E € S(f) esiste un insieme di Borel B € B(R)
tale che E C B e u(E) = pu(B). La conclusione segue quindi da Teorema 3.8.

(b) La misura p7: S(f) — [0, +o0] indotta da A e la misura indotta dalla restrizione
di py alla o —algebra di Borel B(R) sono evidentemente la stessa misura come si
vede dalla definizione (Sezione 1.3) e quest’ultima misura ¢ il completamento della
sua restrizione alla o —algebra di Borel (Teorema 1.49).

(c) Essendo f crescente, per Proposizione 1.22—(c) si ha

J@) = fa) = lm [fe)~ fe—1/n)] = lm (e —1/n,a]) =

+

= s (U[xw + 1/%)) = pg({z}).

(d) Essendo p e v misure positive, da p¢((a,b]) = v((a,b]) per —oo < a < b < +00
segue p1y = v su A e da cio segue iy = v su o(A) = B(R) (Corollario 1.48).
(e) Sia ¢ = g(0) — f(0). Si ha allora

>0 = f(z) = f(0) = ps((0,2]) = g(x) —g(0) = g(x)=f(x)+c
e in maniera analoga si prova che lo stesso vale per z < 0. ([l
TEOREMA 6.46. Sia p1: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di

insiemi di R tale che

e 1 ¢ una misura di Borel finita sui compatti;
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e per ogni insieme E € S esistono insiemi di Borel B; € B(R) (i =1,2)
tali che
31CECBQ € [L(BQ\Bl):O

Allora, 1 € una misura di Lebesgue—Stieltjes positiva in R.
In particolare, ogni misura positiva p: B(R) — [0, +00] definita sulla o—algebra
di Borel B(R) e finita sui compatti ¢ una misura di Lebesgue—Stieltjes in R e ogni
misura positiva di Borel p: & — [0, +00] che sia finita sui compatti e che sia il
completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel di R ¢ la misura positiva

di Lebsgue-Stieltjes pr: S(f) — [0, +00] associata ad una funzione di distribuzione
fiR—=R.

DIMOSTRAZIONE. Essendo p finita sui compatti, la funzione f: R — R definita da
—u((z,0]) sex <0
fley=<0 sex=0
w((0,2])  sex>0
risulta ben definita su R e dall’additivita di p segue
—00<a<b<+oo = f(b) — f(a) = p((a,b]) > 0.

La funzione f & quindi crescente e la continuita da destra di f in x segue dalla
continuita della misura sulle successioni crescenti di insiemi se < 0 e decrescenti
con misura finita se x > 0 (Proposizione 1.22). Pertanto f ¢ una funzione di
distribuzione tale che

u((@,b) = py((@,d]), oo <a<b< 4o,

Sia quindi ps: S(f) — [0, 4+o0] la misura positiva di Lebesgue—Stieltjes associata
ad f. Risulta allora

p(a,0]) = f(b) = fa),  —o0 <a <b<+oo;

e da cid segue p = py sulla o —algebra di Borel B(R) (Teorema 6.45—(d)). Infine,
essendo fir il completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel B(R) (Teo-
rema 6.45— (b)), dalla seconda delle due ipotesi relative a i elencate nell’enunciato
segue S C S(f) e p = py S e questo completa la dimostrazione. O

Nel caso particolare della funzione identita di R la corrispondente misura di Lebesgue—
Stieltjes coincide con la misura di Lebesgue in R.

PROPOSIZIONE 6.47. Sia piq: S(id) — [0,400] la misura di Lebesgue—Stieltjes
associata alla funzione identita di R. Allora, si ha S(id) = S(R) e
pia(E) = [El,  E€S(id).

DIMOSTRAZIONE. Tutte le misure di Lebesgue—Stieltjes sono finite sui compatti e,
essendo la funzione identita di R additiva, la misura di Lebesgue—Stieltjes ad essa
associata risulta essere invariante per traslazioni sulla o —algebra di Borel:

/,Lid(B + .1‘0) = /,Lid(B), B e B(R)

Deve quindi essere piq(B) = ¢|B| per ogni insieme di Borel B con ¢ = p;q([0,1)) =1
(Teorema 5.9) cosicché, essendo piq una misura di Radon completa (Teorema 6.45—
(b)), le restanti affermazioni della tesi seguono ancora da Teorema 5.9. 0

Concludiamo questa parte segnalando che € consuetudine denotare 'integrale rispetto
alla misura di Lebesgue—Stieltjes 1y associata alla funzione di distribuzione f: R — R

con la notazione
[ oar
B
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per ogni funzione g: R — K integrabile rispetto (alla misura di Lebesgue—Stieltjes
associata) a f e per ogni insieme di Borel B € B(R). Inoltre, se f & anche continua,
I'integrale su uno qualunque degli intervalli I di estremi —oco < a < b < +00 di una
funzione g: I — K integrabile rispetto (alla misura di Lebesgue—Stieltjes associata)
a f si denota come al solito con
b
/ g df
a

poiché per la continuita di f I'integrale e lo stesso per tutte le funzioni che coincidono
su (a,b).

Misure di Lebesgue—Stieltjes complesse. La nozione di misura positiva di

Lebesgue-Stieltjes in R si estende in modo naturale alle misure complesse. Conside-

riamo a tal fine una funzione a variazione totale limitata e normalizzata f € NBV(R)

e denotiamo con u,v: R — R la parte reale e la parte immaginaria di f e con
f=uy —u) +i(vy —vo)

la decomposizione di Jordan di f. Le funzioni u4 e v4 sono funzioni di distribuzione
limitate e quindi determinano altrettante misure positive di Lebesgue—Stieltjes finite
che denotiamo con

oy S(us) > 0,400] ¢ i S(vs) - [0,400].

La misura complessa i : S(f) — C definita come completamento della restrizione
alla o —algebra di Borel della misura complessa

B € B(R) = (pu, (B) = ptu_(B)) + i (b0, (B) — po_(B))

si dice misura complessa di Lebesgue—Stieltjes indotta da f.
Esplicitamente la o —algebra S(f) & formata dagli insiemi £ C R tali che

L] Bl C E C BQ;
b ‘(/’Lu+ _Mu7> +i(,uv+ _va)‘sv (BQ\Bl) =0;
e risulta
S'(f) = S(us)NS(u-)NS(v4) N S(v-) C S(f)

per Teorema 6.45—(b). Conseguentemente la misura complessa puf: S(f) — C
risulta definita da

1 (B) = (ppuy (B) = pru_(E)) + i (po, (B) — po_(E))
per ogni insieme F € §'(f) e da

pif(E) = (puy (B1) = pru_ (B1)) + i (pi, (B1) = po_(B1))

con Bj insieme di Borel associato a E come descritto sopra se E € S(f) \ S'(f).
Piu in generale ogni misura complessa p: S — C che sia ottenuta come restrizione
ad una o—algebra S tale che B(R) C S C S(f) della misura di Lebesgue—Stieltjes
pr: S(f) — [0, 400] associata ad una funzione a variazione totale normalizzata f si
dice anch’essa misura complessa di Lebesgue—Stieltjes in R.

I risultati seguenti riassumono le principali proprieta delle misure di Lebesgue—
Stieltjes complesse e individuano tali misure come le misure di Borel complesse che
sono il completamento della propria restrizione alla ¢ —algebra di Borel di R.

TEOREMA 6.48. Sia pr: S(f) — C la misura complessa di Lebesgue—Stieltjes
associata o f € NBVy(R). Allora,

(a) py € una misura complessa di Radon tale che

wr((a,b]) = f(b) — f(a), —o0 < a<b<+oo;
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(b) s & il completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel
B(R);
(©) f(x) = f(x7) = ur({x}) per ogni z € R;
(d) sev: B(R) — C é una misura complessa di Borel tale che
v((a,b)) = f(b) — f(a), —00 < a < b< +oo;
si ha v(B) = pg(B) per ogni insieme di Borel B C R;
(e) se g € NBVy(R) é tale che
pp((a,b]) = g(b) —g(a),  —00<a<b<+oo,
st ha g(x) = f(x) per ogni x € R.

Tenendo conto che f & normalizzata per ipotesi, la formula in (a) risulta equivalente
a
f(x):ﬂf((_oovx])’ z €R,

e analoga formulazione si pud dare alle uguaglianze in (d) e (e). Essendo poi f
continua da destra, f risulta continua nel punto z se e solo se risulta us({z}) = 0.
Inoltre, da (b) segue che anche la variazione totale |uf|w : S(f) — [0, +o00] di py
¢ il completamento della sua restrizione alla o —algebra di Borel B(R) e risulta in
particolare

ltes e (B) = sup {Z lter(Br)| : {Bn}n C B(R) partizione numerabile di B}

per ogni insieme di Borel B € B(R).

DIMOSTRAZIONE. Siano fi,, : S(ux) — [0, +00] € iy, : S(ve) — [0, +00] le misure
di Lebesgue—Stieltjes associate alla decomposizione di Jordan (uy,vy) di f. Esse
sono misure di Radon (Teorema 6.45—(a)) e quindi tale & anche la restrizione alla
o —algebra di Borel B(R) di uy e conseguentemente tale risulta anche py sulla
o —algebra S(f) per costruzione. La completezza di py € inclusa nella definizione e
I'uguaglianza in (a) segue dalle corrispondenti formule per uy e v. Questo prova (a)
e (b) e parte della definizione stessa di fif.

Le restanti affermazioni seguono infine dalle corrispondenti affermazioni di Teore-

ma 6.45. 0

TEOREMA 6.49. Sia p: S — C una misura di Borel complessa definita su una
o —algebra S di insiemi tale che per ogni E € S esistono insiemi di Borel B; € B(R)
(1 =1,2) tali che

BiCFEC By e |/J,|tv(Bg\ Bl) =0.
Allora, v € una misura di Lebesque—Stieltjes complessa in R.
DIMOSTRAZIONE. Sia f: R — C la funzione definita da
fl@) =p((=00,2]), xR
Si ha allora

[f(y) = f@)] = (@@, y])| < |ple((z,0]), = <y,

da cui segue

mef < |M|tV(R) < +o0.
Pertanto, f € BV (R) e per ogni successione decrescente {zy,}, tale che =, - —o0
per n — 400 risulta

|f(@n)] < [pliv((=00, 2a]) = [ulev (ﬂ(—oo,wn)> =0

n
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per n — +oo (Proposizione 1.22—(c)). Pertanto, f(x) — 0 per z — —oo e allo
stesso modo per ogni x € R e per ogni successione decrescente {z,}, tale che
z, — T per n — oo risulta

0 < |f(@n) — f(@)| < |ulev((z, 20]) — ﬂ |1l (ﬂ(—oo,xn)> =0

n n

per n — +oco. Pertanto, f € NBV,(R) e, denotata con py: S(f) — C la misura di
Lebesgue—Stieltjes associata ad f, si ha

n((@,y)) = fy) = f(@) = pne((@,9]), @<y,
da cui segue pu(B) = pr(B) per ogni insieme di Borel B € B(R) (Teorema 6.48—(d)).
Dall’ipotesi fatta su S e p segue S C S(f) e p = py su S per la definizione stessa di
- =
Se f € NBVy(R) ¢ una funzione a variazione totale limitata e normalizzata, la sua
variazione totale Vf: R — R risulta essere una funzione di distribuzione limitata e

tale che
lim Vf(z)=0
r——00

cosicché alla variazione totale Vf di f risulta associata la misura positiva di Lebesgue—
Stieltjes v: & — [0, +00]. Concludiamo questa parte esaminando la relazione che
sussiste tra la variazione totale della misura di Lebesgue—Stieltjes complessa associata
ad f e la misura positiva di Lebesgue—Stieltjes associata alla variazione totale Vf di

I
TEOREMA 6.50. Sia f € NBVy(R) e siano
o pp: S(f) — C la misura di Lebesque—Stieltjes complessa associata a f;
o pyr: S(Vf) = [0, +00] la misura positiva di Lebesgue—Stieltjes asso-
ctata alla variazione totale Vf di f.
Allora, si ha S(f) =S(Vf) e
pv(E) = |pslee(E),  Ee€S(f) =SVf).
DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che risulta

/.va(B) = ‘/J’f‘tv(B)’ BEB(R)a

poiché entrambe le misure 1| € pyy sono il completamento della propria restrizione
alla o —algebra di Borel B(R).
Si ha

VI =Vi) = Vf@) = pve((z,9]), =<y,
e quindi per ogni suddivisione x = o < 21 < --- < ©, = y risulta

Do Mf@m) = fam-)l= D lup(@me1s2m])] < lugle (@, y])
1<m<n 1<m<n
da cui segue
pvr((@,y]) = VI <lpplee((2,9]), =<y
Essendo ogni aperto U di R unione di una famiglia numerabile di intervalli semiaperti
(z,y] disgiunti®, risulta
pve(U) < lpglev(U)

per ogni insieme aperto U di R. Proviamo che la stessa disuguaglianza vale per ogni
insieme di Borel. Sia B € B(R) fissato. Per ogni insieme aperto U di R tale che
B C U si ha

pvi(B) < pvi(U) < |pgle(U)

6 Cio segue ad esempio da Lemma 5.10 con ovvie modifiche.
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e da cio segue
pvi(B) < |pgle(B)
poiché |uf|v € una misura di Radon (Teorema 6.48 - (a)). Viceversa, si ha

(@, D)l = 1f () = f@)| VI = pvp((2,9]), =<y,

e quindi, essendo ogni aperto U di R unione di una famiglia numerabile di intervalli
semiaperti (z,y] disgiunti, risulta

s (U)] < pvy(U)
per ogni insieme aperto U di R. Proviamo che la stessa disuguaglianza vale per ogni
insieme di Borel. Fissato B € B(R), per ogni insieme aperto U di R tale che B C U
si ha

s (B) = s (U) = pg (U B)| < g (U)] + | (U N\ B)| < pavp (U) + g lew (U \ B)
cosicché, passando all’estremo inferiore al variare di U, risulta

ks (B)] < pvy(B)
poiché pyy e |prley € sono misure di Radon (Teoremi 6.45—(a) e 6.48—(a)). Per
quanto osservato all’inizio risulta quindi

lugle(B) < pvp(B), B e B(R).

Abbiamo cosi provato che pyy e |pflyy coincidono sulla o —algebra di Borel B(R) e
poiché sono entrambe il completamento della propria restrizione alla o —algebra di
Borel O

COROLLARIO 6.51. Sia pu: S(f) — C la misura di Lebesque—Stieltjes complessa
associata o f € NBVy(R). Allora,

Vi(z) = lpsliv((=o0,2]),  zeR.

Concludiamo questa parte osservando che anche per gli integrali di funzioni rispetto
a misure di Lebesgue—Stieljes complesse valgono le stesse considerazioni e si usano
le stesse notazioni gia svolte ed illustrate per le misure di Lebesgue—Stilejes positive:
I'integrale rispetto alla misura di Lebesgue—Stieltjes 1y associata alla funzione di
distribuzione f € NBVy(R) si denota con

/Bgdf

per ogni funzione g: R — K integrabile rispetto (alla misura di Lebesgue—Stieltjes
associata) a f e per ogni insieme di Borel B € B(R) ed inoltre, se f & anche continua,
I'integrale su uno qualunque degli intervalli I di estremi —oco < a < b < +o0o di una
funzione g: I — K integrabile rispetto (alla misura di Lebesgue—Stieltjes associata)
a f si denota come al solito con ,
/ g df
a

poiché per la continuita di f I’integrale € lo stesso per tutte le funzioni che coincidono
su (a,b).
Struttura delle funzioni a variazione limitata. Ogni funzione crescente, con-

tinua da destra e limitata inferiormente f: R — R si decompone canonicamente
nella somma di due funzioni dello stesso tipo

f:fac+fs

dove f,. € una funzione assolutamente continua e f; € una funzione singolare. Inoltre,
la parte singolare fs (se non nulla) si decompone a sua volta nella somma di due
funzioni dello stesso tipo

fs :fcv+fj
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dove fe, € una funzione di tipo Cantor—Vitali mentre f; ¢ una funzione singolare di
puro salto — nel senso che vedremo tra breve — la quale tiene conto delle eventuali
discontinuita di f.

Questa decomposizione si estende alla funzioni complesse a variazione limitatata ed
ha una controparte anche per le misure.

I risultati di questa parte si estendono senza modifiche al caso di funzioni crescenti
definite su un intervallo aperto di R e con limitate modifiche di natura formale al
caso di funzioni crescenti definite su intevalli non aperti.

In accordo con la terminologia gia introdotta a proposito delle funzioni a variazione
limitata, una funzione f: R — R tale che

e f & continua da destra in ogni punto x € R;
e lim f(x)=0;

Tr—r— 00
si dice funzione normalizzata in R. Per le funzioni crescenti e normalizzate la
disuguaglianza di Teorema 6.4—(b) assume la forma seguente.

LEMMA 6.52. Sia f: R — R una funzione crescente e normalizzata. Allora,
o< [ £ Y B -fefe), ser
- yeD(f)

y<z

La derivata” f’ & quindi integrabile nell’intervallo (—o0o, 2] per ogni = € R ed & in
particolare integrabile in tutto R se f & limitata.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,z € R con a < x fissati. Essendo f crescente, continua
da destra e non negativa, risulta

o< [ Y U - 160 < 5@ - fla) < f@)

yeD(f)N[a,x]

(Teorema 6.4— (b)) da cui, facendo tendere a — —oo, segue 'asserto. 0

TEOREMA 6.53. Sia f: R — R una funzione crescente e normalizzata. Allora, esiste
una ed una sola funzione fs: R — R crescente, normalizzata e singolare tale che

flx) = / I+ fs(), z €R.
La funzione integrale

faelr) = /oo f. xR,

si dice parte assolutamente continua di f. Se f e limitata in R, essa & effettiva-
mente assolutamente continua in I altrimenti & tale solo su ogni intervallo limitato
superiormente (—oo, x] al variare di z € R.

La funzione singolare fs si dice a sua volta parte singolare di f ed & chiaro che risulta

D(f)=D(f) e fla")—filaT)=f=") - fla7)

per ogni x € R.

DIMOSTRAZIONE. La funzione

fil@) = fa) - / f. zeR

7 Qui, come al solito, denotiamo con f’ la funzione definita da f’(z) stessa nei punti z in cui
f & derivabile e da f/(z) = 0 (ad esempio) negli altri.
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€ non negativa per il lemma precedente, oltre ad essere evidentemente normalizzata
e singolare. Resta quindi da provarne la monotonia. Per z,y € R, x < y e per ogni
h > 0 tale che x + h < y si ha

0< ) - fa+ )= [ p<tio - rwl- [ 7
(Teorema 6.4 (b)) e quindi, facendo tendere h — 07, risulta

Yy
£~ ) = [F0) = ) = [ =20,
Infine, 'unicita di f; & ovvia e questo completa la dimostrazione. O

Per procedere ulteriormente con la scomposizione della parte singolare, introduciamo
la nozione di funzione crescente di puro salto.

Sia S C R un insieme al pitt numerabile di R e per ogni s € S siano as > 0 numeri
positivi tali che

(k) Z as < +00, z € R.
seS: s<z

La funzione f: R — R definita da
f(x) = Z a87 x e R7

s€S: s<z

si dice funzione di puro salto®. Ogni punto s € S & un punto di salto di f ed il
corrispondente numero positivo ag € il salto di f in s. Nel seguito scriveremo bre-

vemente
= g ag, reR,
s<zx

omettendo l'esplicita indicazione dell’insieme di salto ogniqualvolta esso sia chiaro
dal contesto.
La proposizione seguente evidenzia le proprieta delle funzioni di puro salto.

PROPOSIZIONE 6.54. Sia f: R — R una funzione di puro salto e siano S C R l’in-
sieme dei punti di salto di f e {as: s € S} Uinsieme dei relativi salti. Allora,

(a) f é crescente in R;
(b) lim_f(z) =
(¢c) per ogni x € R si ha

) = f(s)—as sex=s€S; . ) = F(x
f) {m) o £ = @

(d) f' =0 quasi ovunque in R.

Ogni funzione crescente di puro salto &€ quindi normalizzata e singolare. L’insieme
dei punti di discontinuitd D(f) coincide con 'insieme S dei punti di salto di f e per
ogni € R risulta

_ a; sex=s€S
f@) — f ):{0 sex ¢ S.

8 Se S & Iinsieme vuoto, la funzione f risultante ¢ identicamente nulla e si dice funzione di
puro salto banale.
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DIMOSTRAZIONE. Sia u: P(R) — [0, +00] la misura positiva definita sugli insiemi
di R da

M(A) = Z Qs ACR,

(Esempio 1.21—(a)) cosicché risulta

fl@) =p((=00,2]), xR
(a) Da as > 0 per ogni s € S segue che f & crescente in R.
(b) Siano x, € R (n > 1) gli elementi di una successione tale che z,+1 < x, per

ogni n e x, — —oo per n — +00. Da (x**) con x = x1 segue allora

lim fz) = lim f(z,)= lim p((~oc0,as]) =0

z— oo n=4oo
per Proposizione 1.22—(c).

(¢c) Sia z € R e siano x, € R (n > 1) gli elementi di una successione tale che
ZTp < Tpy1 per ogni n e x, — x per n — +o0o. Si ha allora come prima

fam) = lm fa) =l p((~00,z,]) = pl(~00,)) = (o0, a]) — u({z})
(Proposizione 1.22— (b)) e risulta f(z7) = f(z) se x ¢ S e f(z1) = f(z) — as se
r=s€S.

(d) Sia S = {s,}» un’enumerazione dell’insieme dei punti di salto S. Posto per
brevita a, = a,, per ogni n, ciascuna funzione

fn(m):{O se x < Sy

a, Sex > Sy,
risulta crescente e normalizzata con derivata nulla in ogni punto di R\ {s, }. Essendo

f@) =) falz), ze€l,

la conclusione segue dal teorema di derivazione di Fubini (Teorema 6.9). O

Sia ora f: R — R una funzione crescente e normalizzata e sia fs: R — R la sua
parte singolare. L’insieme D(f) = D(fs) dei punti di discontinuita di entrambe & un
insieme al pitt numerabile di punti di R e, posto a, = f(z*) — f(z~) > 0 per ogni
x € D(f), vale la disuguaglianza di Lemma 6.52. La funzione f;: R — R definita da

file) = > " -f7)], zeR,

yeD(f)
y<z

¢ quindi una funzione crescente di puro salto in R e come tale normalizzata e
singolare. Si ha in particolare

[t = fiz7) = Y @M =)= > Fh) -yl =

= f@®) = fa7)

per ogni x € R. La funzione fj cosi associata a f o equivalentemente alla sua parte
singolare fs si dice parte di salto di f.

Proviamo infine che la parte singolare di una funzione crescente e normalizzata € in
effetti la somma di una parte di puro salto e di una parte di tipo Cantor—Vitali.
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PROPOSIZIONE 6.55. Sia f: R — R una funzione crescente e normalizzata e sia
fs: R = R la sua parte singolare. Allora, la funzione

fcv(x):fS(x)_fj(x)v T €R,
e crescente, normalizzata e di tipo Cantor—Vitali in R.

La funzione f., cosl associata a f ovvero alla sua parte singolare f; si dice parte di
Cantor—Vitali di f.

DIMOSTRAZIONE. Siano x1,zs € R tali che z1 < x5. Si ha allora

feslen) = fislon) = )~ g0l = | [+ Y BeH - 160

1 <y<ws

essendo la serie a destra estesa ai soli y € D(f). Essendo f normalizzata, sostituendo

fla2) = flz3) e flon) =[f(@]) = fla)] + fa7)

nell’'uguaglianza precedente, si ottiene

forl2) — fuuln) = [f(e) — Flap)] /fo’+ S ) - F0)

z1 <y<z2

La quantitd a destra € non negativa (Teorema 6.4— (b)) e quindi f & crescente in R.
Inoltre, f., € normalizzata e singolare perché differenza di funzioni dello stesso tipo
ed infine la continuita di f., & conseguenza di (xxxx). g

Possiamo riassumere i risultati di questa discussione nel seguente teorema di struttura
per le funzioni monotone definite su R.

TEOREMA 6.56. Sia f: R — R una funzione crescente e normalizzata. Allora, esiste
una funzione di distribuzione normalizzata di tipo Cantor—Vitali foo: R — R tale
che

fz) = Ftfola)+ Y F6H) - f)),  zeR,

e tale scomposizione & unica.

La funzione integrale e la serie che compaiono nella scomposizione di f sono ri-
spettivamente la parte assolutamente continua f,. di f e la parte di salto f; di f
mentre f., € la parte di Cantor—Vitali di f. Se f ¢ limitata, le funzioni fac, fev € f;
risultano a loro volta limitate e la parte assolutamente continua f,. risulta essere
assolutamente continua in R.

DIMOSTRAZIONE. Sia f come nella tesi e supponiamo che f si rappresenti anche
nella forma .
f@=[ gto@ g, er
— 00

con g: R — R funzione integrabile in (—oo, z| per ogni € R, gey: R — R funzione
crescente, normalizzata e di tipo Cantor—Vitali e gj: R — R funzione crescente e
normalizzata di puro salto. Derivando si ricava che deve essere g = f/ quasi ovunque
in R cosicché risulta

Jeo(@) = gev(x) = gi(2) — fi(x), =z eR
Essendo la funzione g; — f; continua in R, f; e g; devono avere gli stessi insiemi

di salti e gli stessi salti (Proposizione 6.54). Risulta quindi g; = f; da cui segue
Jev = fev € questo completa la dimostrazione. O
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I risultati precedenti si estendono immediatamente alle funzioni a variazione limitata
normalizzate.

TEOREMA 6.57. Sia f € NBVy(R) una funzione a variazione limitata e normalizzata.
Allora, esiste fo, € NBVy(R) funzione a variazione limitata, normalizzata e di tipo
Cantor—Vitali in I tale che

f@ = [ D P fe@ ot Y UG - f60), zeR

yeD(f)
y<z

Come nel caso delle funzioni monotone, la funzione integrale
xr
Jac(z) = / f, xz €R,
— 00

¢ la parte assolutamente continua di f, la funzione f., ¢ la parte di Cantor—Vitali
di f e la restante funzione

ye€D(f)
y<z
¢ la parte di salto di f. La somma fs; = fcv + fj costituisce la parte singolare di f
e le proprieta della parte di Cantor—Vitali f., e della parte di salto f; di f sono,
a meno delle considerazioni sui segni, le stesse gia viste per le funzioni crescenti e
limitate.

Struttura delle funzioni BV e decomposizione di misure. I risultati del
paragrafo precedente sulla struttura delle funzioni variazione limitata (Teorema 6.57)
possono essere ricavati anche dai risultati sulle misure di Capitolo 1 e Capitolo 4.
Tllustriamo in questa parte questo approccio considerando dapprima come al solito
il caso delle funzioni di distribuzione.

Sia f: R — R una funzione di distribuzione normalizzata e quindi in particolare
tale che

lim f(z)=0

T——00
e sia p: B(R) — [0,400] la restrizione alla o—algebra di Borel della misura di
Lebesgue—Stieltjes associata ad f cosicché risulta

f@) =p((=00,2]), xR
Sia quindi
= Hac + Hs
la decomposizione di Lebesgue di p rispetto alla (restrizione alla o —algebra di Borel
della) misura di Lebesgue £': S(R) — [0, +00] cosicché risulta
s Lt
N(LYCN(pae) e 4
Hac L fis

(Teorema 4.24) e siano fac, fs: R — R le funzioni crescenti e non negative definite
da
fac(®) = pac((—00, z])
fs(x) = ps((—00, 2])
Proviamo quindi che risulta

fu@ = [ . aew

— 00

z € R.
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e che la funzione f; € una funzione di distribuzione normalizzata e singolare. Risulta
pertanto

f(fﬂ)=u((—oo,x])=/_r f4f(e),  zeR

in accordo con Teorema 6.53 con f,. e fs parte assolutamente continua® e parte
singolare di f rispettivamente.
La dimostrazione di queste affermazioni ¢ basata sul risultato seguente'.

LEMMA 6.58. Sia v: B(R) — [0, +00] una misura di Borel finita sui compatti tale
che v L LY. Allora,

lim v((z,z+ h])
h—0t h

DIMOSTRAZIONE. Sia B € B(R) un insieme di Borel tale che v(B) =0e |[R\ B| = 0.
Poniamo

=0  perL'-qo xzeR.

By = {xGB: limsupw

> 1/k} , k>1,
h—0t h

e proviamo che ogni insieme By, ¢ Lebesgue misurabile con |By| = 0.
Sia k > 1 fissato. Dato € > 0, sia V. un insieme aperto tale che B C V: e v(V) < ¢/k
(Corollario 3.9). Per ogni & € By, esistono allora hy , > 0 (n > 1) tali che

o [,z + hyp] C Ve per ogni n;

o v((x,x + hgn]) > hgn/k per ogni n;

e lim hy,=0".
n—+oo ’

La famiglia di intervalli
T = {[a:,a:Jrhmm] tn>1 e:cEBk}

cosl definita ¢ un ricoprimento di Vitali di By. Esistono quindi [z;,z; + h;] (j > 1)
intervalli disgiunti di Z tali che

Bi\ (Uj[%‘a%‘ + hﬂ)‘ =0.

Si ha allora
| Byl < |BrN (Uj[xj,l"j +hj]>‘ <Y <k Y vl(wgwy+ b)) <kv(Ve) =
j j

e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto. O

Per il teorema di Radon-Nikodym (Teorema 4.20), la parte assolutamente continua
tac di p si rappresenta come integrale indefinito

poelB) = [ 9. BeEBR),
B
di un’opportuna funzione Borel misurabile g: R — [0, +00] tale che
0< / g < 400

per ogni x € R. Si ha allora

Jla+h) — f@) _ pl(ea+n) 1 /“hg+ no((@ o + 1)
i h

h h T h

9 Se f ¢ limitata, la parte assolutamente continua fac € effettivamente tale in tutto R altrimenti
& tale solo su ogni intervallo superiormente limitato.
105 questo un caso particolare del successivo Corollario 77.
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per ogni z € R e h > 0 cosicché, passando al limite per h — 07, risulta
g(z) = f'(r)  per L'-qo.z€R

in conseguenza di Teorema 6.4, di Teorema 6.20 e di Lemma 6.58.
Consideriamo quindi la funzione f;. Essa & evidentemente crescente ed & anche
normalizzata poiché risulta

yliI?Jr fs(y) = ngl-ir-loo fs(l' + 1/”) = lim ,us((—OO,.T + 1/”]) =

n—-+o0o

" (m (—oom—ki]) — p(~00,a]) = ()

perogniz € Re

lim fy(x) = lim fi(-n)= lm ps((-o0,—n]) =

T——00 n—-+oo n—-+o0o

= Hs (ﬂ(—oo, _n]> = ps(2) =0

n

per Proposizione 1.22—(c), essendo la misura pug finita sugli insiemi superiormente
limitati. Risulta infine
fs(x +h) — f(z) . ps((z, 2+ R])

< . / = 1 = _— =
0= (£)(z) = lim, h A, n 0

per £L-q.0. € R in conseguenza di Teorema 6.4 e di Lemma 6.58. Pertanto f, &
una funzione singolare e questo completa la dimostrazione della scomposizione di f
in parte assolutamente continua e parte singolare. L’unicita della scomposizione si
prova come in Teorema 6.53

Avendo scomposto f nella sua parte assolutamente continua e nella sua parte
singolare, resta ora da procedere alla scomposizione della parte singolare f nella
somma di una funzione singolare di tipo Cantor—Vitali e di una funzione di puro
salto. Consideriamo a tal fine la decomposizione

s = Hev T 1

della parte singolare ug nella sua parte continua e nella sua parte (puramente)
atomica (Teorema 1.35) che denotiamo con pcy € p; rispettivamente e proviamo che
le funzioni fe, fj: R — R definite da

fcv(x) = MCV((—OO,JI])
fi(w) = pi((=o0, 7))

sono due funzioni di distribuzione normalizzate di tipo Cantor—Vitali e di puro salto
ripettivamente e che la funzione di distribuzione di puro salto fj risulta essere

(sestotor ) filz) = Z [f(y+) - fly)l, zeR.

yeD(f)
y<z

r €R,

Risulta pertanto
f@ = Pt X U - f0)

- yeD(f)

per ogni € R in accordo con Teorema 6.56 ed il corrispondente risultato per le
funzioni a variazione limitata normalizzate (Teorema 6.57) segue come al solito dalla
decomposizione di Jordan di f.
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Le funzioni f., e f; sono crescenti e con le stesse considerazioni gia svolte per la
j
parte singolare fs si prova che sono normalizzate. Si ha inoltre

0 < (fev) (@) + (f))' () = (fs)'(z) = 0
per £'-q.0. z € R e quindi entrambe le funzioni f., e fj sono singolari. Resta solo
da provare che f., ¢ continua e quindi di tipo Cantor—Vitali e che f; ¢ la funzione
di puro salto definita da (ssss).
Consideriamo dapprima la funzione f.,. Essendo f., normalizzata, essa & continua
in = se e solo se risulta fo,(z7) = fou(z). Essendo f., crescente e pie, finita sui
compatti, si ha

fole™) = lm_foolw=1/m) = lim_pie((—00. = 1/n]) =

n—-4o0o
= ucv((—OO,ﬂf]) - ch({x}> = fcv(m) - Mcv({m})

e queto prova la continuitd di f., poiché risulta pcy({z}) = 0 per ogni z essendo
Ley Priva di atomi.
Infine, la dimostrazione di (sk##%) & conseguenza del lemma seguente.

LEMMA 6.59. Sia A € B(R) un insieme di Borel. Allora, le sequenti affermzions
sono equivalenti:

(a) A é un ps—atomo;

(b) AND(f) =A{z} e us(A) = ps({x}) > 0;
e in tal caso risulta

ps({z}) = f(@) = f(z7),  zeD(f).
Dal lemma segue infatti che risulta
wB)= > wyh)= D ") - fly)
yEBND(f) yE€BND(f)

per ogni insieme di Borel B € B(R) da cui segue (skkkx) per B = (—o0, z].
DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che (a) implica (b) poiché Pimplicazione
opposta e ovvia.
(a) Sia A un ps—atomo. Essendo ps una misura positiva o—finita, deve essere
0 < ps(A) < 400 e per lo stesso motivo possiamo supporre che A sia limitato. Sia
quindi (ag, bo) un intervallo tale che A C [ag,b). Posto cg = (ag + by)/2, deve
essere

ps(ANfao,co)) = ps(A)  oppure  ps(AN[co, b)) = ps(A).
Sia [a1,b1) quello tra i due sottointervalli [ag, cp) e [co, bo) per il quale risulta

(AN a1,51)) = ps(A).

Iterando questo argomento si determina una successione decrescente di intervalli
[an,bpn) (n > 0) la cui lunghezza tende a zero tali che

ps(AN [an, bn)) = ps(A)

per ogni n. Si ha allora

Hs <ﬂA N lan, bn)) = ngr_{_loo ps(AN [an,by)) = ps(A) >0

da cui segue (1), AN [an,b,) = {x}. Risulta quindi ps({z}) = ps(A) > 0 con

F@®) = f@7) = n({z}) = ps({z}) > 0
(Teorema 6.45—(c)) da cui segue x € D(f). O
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Esercizi

6.1. Per 0 < o < 8 <1 fissati, costruite un insieme misurabile £ = F, g contenuto
nell’intervallo [—1,1] tale che risulti

—_— EN[-h,h]| 81 |EN[=h,h]|
it o I L A

6.2. Costruite una funzione integrabile f: R — R tale che

1 h
= lim — .
h—>0+ 2h / f=0 ¢ 2 hig)lJr 2h J_4 |f]

Il punto z = 0 non & punto di Lebesgue di f anche se esiste il limite delle medie di
f attorno a z.

6.3. Sia f: R — R una funzione di distribuzione tale che f € AC).(R) e sia
df : B(R) — [0, 400] la relativa misura positiva di Lebesgue—Stieltjes. Provate che
per ogni funzione di Borel g: R — [0, +o0] risulta

[roe [

6.4. Siano f,g € NBV(R) due funzioni a variazione totale limitata, continue e
normalizzate e siano df ,dg: B(R) — C le relative misure di Lebesgue—Stieltjes
complesse. Provate che vale la seguente formula di integrazione per parti

b b
/ fdg+/ gdf = f(b)g(b) — f(a)g(a), —o0 < a<b< +oo.



Note e commenti

Capitolo 1.
Bla, bla, bla ...

Costruzione di misure. La nozione di misura esterna e la descrizione del metodo
di Carathéodory ¢ in [5].

Atomi e misure continue. La possibilita di decomporre uno spazio con misura
finita in atomi e insiemi di misura piccola (Teorema 1.31) ¢ dovuta a S. Saks
([]) mentre la caratterizzazione delle misure continue in termini di connessione
dell'immagine & dovuta a W. Sierpinski [18]. T risultati di questa parte si estendono
alle misure decomponibili o localizzabili (Teorema 19.27 in [9]).

Capitolo 2.
Bla, bla, bla ...

Misura prodotto. Bla, bla, bla ...

Capitolo 3.
Bla, bla, bla ...
L’esempio di Esercizio 3.1 & adattato da [6] (Sezione 13).

Capitolo 4.
Bla, bla, bla ...

Teorema di Radon—Nikodym. Oltre I'ambito delle misure o finite, il teorema
di Radon—Nikodym continua a valere nel contesto di misure p < A con y misura
arbitraria e A misura decomponibile (Teorema 19.27 in [9]).

Bla, bla, bla ...

Capitolo 5.

Bla, bla, bla ...

La costruzione di un insieme non misurabile secondo Lebesgue & dovuta a G. Vitali
(124]) ed utilizza in modo essenziale 'assioma della scelta. E naturale chiedersi se
esso sia equivalente all’esistenza di insiemi non misurabili. Come spesso accade per
questo genere di questioni, la risposta ¢ meno limpida di quanto sarebbe auspicabile
e prende la forma di un “si, ma in un certo senso”. Rinviamo a [19] per la discussione
di questo legame con 'avvertenza che tale dicussione richiede strumenti sofisticati
che esulano completamente dagli obiettivi di queste note.

L’insieme del quadrato di lato [0, 1] avente sezioni ... (Esercizio 5.20) ¢ dovuto a
Sierpinski.

Capitolo 6.

Bla, bla, bla ...

Funzioni continue non derivabili in alcun punto. La funzione di Takagi-
van der Waerden ha una lunga storia di scoperte e riscoperte che & raccontata in [1].

La sua definizione originale con a = 1/2 e b = 2 & dovuta a T. Takagi ([22]) e poi a
B. L. van der Waerden con a = 1/10 e b = 10 ([25]). La dimostrazione della non
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derivabilita della funzione di Takagi—van der Waerden qui presentata ¢ dovuta a
P. Billingsley ([3]). Un altro popolare esempio di funzione continua non derivabile
in alcun punto & la funzione di McCarthy ([10]). I risultati sulla holderianita della
funzione di Takagi-van der Waerden e della funzione di Weierstrass sono dovuti a
A. Shidfar e K. Sabetfakhri ([17] e [16]).

La funzione strettamente crescente e singolare di Esempio 6.7 € stata resa popolare
da F. Riesz e B. Sz.-Nagy ([12]) anche se lo stesso tipo di funzione era gia stato
menzionato in precedenza da E. Hellinger in un differente contesto ([8]). Per la
costruzione di funzioni strettamente crescenti e singolari si veda anche [21].

La dimostrazione qui presentata della genericita della non derivabilita in alcun punto
delle funzioni continue in [0, 1] ¢ quella originale di S. Banach ([2]).

Derivazione e integrazione per funzioni di una variabile reale. La trat-
tazione delle relazioni tra derivazione e integrazione per funzioni di una variabile
reale qui presentata ¢ basata sul teorema di ricoprimento di Vitali. Un approccio
alternativo ¢ basato sul cosi detto lemma del sole nascente ([12] o [13]).
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