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CAPITOLO 1

Spazi normati

L’analisi funzionale lineare generalizza al caso di spazi vettoriali di dimensione
infinita alcune delle familiari idee e tecniche dell’algebra lineare classica e, abbinata
alla nozione di spazio funzionale in cui le funzioni sono considerate come elementi di
uno spazio vettoriale astratto, fornisce un quadro generale e al contempo potente in
cui numerosi problemi di analisi possono essere convenientemente affrontati da un
punto di vista unitario. In questo capitolo ne presentiamo i risultati principali nel
quadro teorico degli spazi di Banach e delle operazioni lineari tra di essi. I risultati
che presenteremo ruotano essenzialmente attorno al ruolo della convessita con il
teorema di Hahn—Banach e attorno al ruolo della completezza con il principio di
uniforme limitatezza e il teorema dell’applicazione aperta di Banach—Schauder.

In tutto questo capitolo conveniamo di denotare con K € {R, C} il campo dei numeri
reali o complessi.

1.1. Spazi normati e operatori lineari

Introduciamo in questa sezione la nozione di spazio normato e di operatore lineare
limitato tra spazi normati come generalizzazione degli spazi R™ e C™ muniti della
norma euclidea e degli operatori lineari tra di essi.

Norme e spazi normati. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Una funzione
II-1: X — R con le seguenti proprieta:

(N1) |lz[| =0 <= =z=0;
(N2) [[Az]| = |A]-||lz|| VAeKeVzeX; (omogeneita)
(N3) flz +yll < llzll + [lyll Ve, y e X; (subadditivita)

si dice norma su X e il numero ||z|| si dice norma del vettore x.
Da (N1), (N2) e (N3) si ricava che deve essere

le >0, wex.

La disuguaglianza (N3) prende il nome di disuguaglianza triangolare. Da (N2) e (N3)
risulta anche

Nzl =yl < llz—9ll,  =z,yeX.
La norma ||z|| ha il significato di lunghezza del vettore z € X.

DEeFINIZIONE 1.1. Uno spazio vettoriale X sul campo K munito di una norma
II-|I: X = R si dice spazio normato sul campo K e si denota con (X, || -|))- O

Nel seguito scriveremo brevemente X in luogo di (X, ||-||) quando non sia necessario
evidenziare la norma || - || su X e, quando necessario, parleremo di spazio normato
reale o complesso a seconda che sia K=R o K=C.

EseMPIO 1.2. Esaminiamo alcuni esempi di spazi normati. Alcuni di questi esempi
sono gia comparsi nei capitoli precedenti come esempi di spazi metrici.
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6 1. SPAZI NORMATI

(a) Le funzioni || - [[,: K¥ — [0,400) (1 < p < +00) definite per ogni vettore
= (z',...,2Y) € K¥ ponendo

1/p
Izl ={ > [a"" 1 <p < +oo;
1<n<N
i n . .
llloe = smax [o"" p = oo

sono norme su K. In particolare, la disuguaglianza triangolare & conseguenza della
disuguaglianza di Minkowski per 1 < p < 400 ed & ovvia per p = +00.

Per p = 2 si ritrova la norma euclidea di KV che continuiamo a denotare con con
Il - |l in luogo di || - ||2 e per p =1 e p = +o0 si ritrovano la norma della somma e la
norma del massimo in K.

(b) Una successione & = {x,, },, di elementi di K si dice p —sommabile (1 < p < +00)
se risulta
Z |z, |P < +o0.
n

Gli spazi vettoriali £, (1 < p < +o00) formati dalle successioni x = {2, }n>1 P—
sommabili (1 < p < 4+00) o limitate (p = +00) di elementi di K sono spazi normati
sul campo K con le norme definite da

1/p
]|, = Z |z |? T ={Tptn>1 €4y (1<p<+x0);
n>1
[2]oo = Slili |Zn| T ={Tn}n>1 € loo (p = +00);
nz

rispettivamente. Anche in questo caso la disuguaglianza triangolare & conseguenza
della disuguaglianza di Minkowski per 1 < p < 400 ed € ovvia per p = +o0.

(¢) Gli spazi vettoriali
Coo = {:c ={zn}n: Iz € K tale che z,, & o per n — —|—oo};
co:{m:{xn}n: xn—>0pern—>+oo};
Cc = {x ={zp}n: 2z, =0 deﬁnitivamente} ;
formati dalle successioni rispettivamente convergenti, infinitesime e definitivamente

nulle di elementi di K sono spazi normati sul campo K con la norma

[/l = sup [zn],
n

per ogni & = {2}y In coo 0 ¢p 0 ¢c. Questa norma si dice norma della convergenza
uniforme.

(d) Sia © un insieme (non vuoto). Lo spazio vettoriale
B(Q) = {f: Q — K limitata

delle funzioni definite su 2 a valori in K limitate ¢ uno spazio normato sul campo K
con la norma

Ifllew=sup{|f(w)]: weQ},  feBQ).
Anche questa norma si dice norma dell’estremo superiore o norma della convergenza
uniforme in € ed ¢ consuetudine scrivere brevemente | -||,, in luogo di || ||o,. quando
non ¢ necessario evidenziare I’insieme ().
Risulta evidentemente B(N}) = /o e ne denotiamo la norma indifferentemente con
|1l o [ - [loo-
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(e) Sia S una o—algebra di insiemi di un insieme astratto X. Lo spazio vettoriale
M(S) delle misure reali o complesse su S & uno spazio normato reale o complesso
con le norme definite per ogni u € M(S) da

laallsy = lulse(X) e lpller = lplo (X).

Queste norme prendono rispettivamente il nome di norma della semivariazione e
norma della variazione totale.

Analogamente, se X & uno spazio di Hausdorff localmente compatto, lo spazio
vettoriale M(X) delle misure di Radon reali o complesse in X & uno spazio normato
con le medesime norme.

(f) Lo spazio vettoriale C([a,d]) (—o0 < a < b < +00) formato dalle funzioni
f: ]a,b] — K continue ¢ uno spazio normato sul campo K con la norma dell’estremo
superiore

Il pu =sup {If (@) : t € [a,0]},  weC(la,b]).

(g) Lo spazio vettoriale C*([a,b]) (0o < a < b < +oo e k > 1) formato dalle
funzioni f: [a,b] — K che sono k—volte derivabili con continuita nell’intervallo [a, b]
¢ uno spazio normato sul campo K con la norma

Iflaprie = D>, 1FP M@ f€C¥(ab]).
0<h<k

Questa norma si dice norma dell’estremo superiore della funzione e delle sue
derivate. O

Se X ¢& uno spazio normato sul campo K con norma || - ||, la funzione
d(xay):”x_ynv $7y€X7

¢ una metrica su X che si dice indotta dalla norma. Ogni spazio normato €
canonicamente uno spazio metrico con la metrica indotta dalla norma e negli spazi
normati ¢ quindi possibile parlare di insiemi aperti, chiusi, limitati, di successioni
convergenti e di successioni di Cauchy, di funzioni continue e limiti e cosi via. Se X
¢ uno spazio normato sul campo K con norma || - ||, in accordo con le notazioni gia
introdotte per gli spazi metrici, denotiamo con

B.(zg) ={x € X : |Jx — a0l <7}

cX >0
Byjwo] = {z € X : ||z — ol <} (o er>0)

la palla aperta e la palla chiusa in X di centro x¢p € X e raggio r > 0.

Se {xn}n € {yn}n sono successioni di vettori di X convergenti a x,y € X rispet-
tivamente e se {\,}, € una successione di scalari di K convergente a A € K
risulta

n—-+o0o n—-+oo

Abbiamo cosi provato la continuita delle operazioni di spazio vettoriale. Riassumiamo
questo risultato e le sue conseguenze nella proposizione seguente.

PRrROPOSIZIONE 1.3. Sia X uno spazio normato sul campo K. Allora,
(a) laddizione e la moltiplicazione per gli scalari

(z,y) e X xX—zrt+yeX
ANr)eKx X=X reX

sono continue nelle topologie prodotto di X x X e K x X;



8 1. SPAZI NORMATI

(b) le traslazioni e le omotetie definite da
T,x =z +a, reX (a€X);
Myx = Az, reX (AeKel#0);
sono omeomorfismi di X su se stesso;

(¢) Y C X sottospazio vettoriale = cl(Y') sottospazio vettoriale.

DEFINIZIONE 1.4. Uno spazio normato (X, ||-||) sul campo K che sia completo nella
metrica indotta dalla norma si dice spazio di Banach sul campo K. O

Anche per gli spazi di Banach scriveremo brevemente X in luogo di (X, ||+ ||) quando
non sia necessario evidenziare la norma || - || su X e, quando necessario, parleremo
di spazio di Banach reale o complesso a seconda che sia K =R o K= C.

Se X ¢ uno spazio vettoriale sul campo K, due norme | - ||; (¢ = 1,2) si dicono
equivalenti se le metriche d; da esse indotte sono equivalenti. Cio accade se risulta

cillzlli < lzll2 < caflz |1, T e X,

per co > c¢1 > 0 opportuni. In tal caso, le due norme determinano la stessa uniformita
e la stessa topologia su X e i due spazi normati (X, || - ;) (¢ = 1,2) si dicono
equivalents.

EsempIO 1.5. Sia S una o —algebra di insiemi di un insieme astratto X. Le norme
della semivarizione e della variazione totale sono norme equivalenti che rendono lo
spazio vettoriale M(S) delle misure reali o complesse su S uno spazio di Banach
reale o complesso (Teorema IT-4.6). Lo stesso vale per le norme della semivariazione
e della variazione totale relativamente allo spazio vettoriale

M(X) = {p: B(X) — K misura di Radon in X }

delle misure di Radon reali o complesse su uno spazio di Hausdorff localmente
compatto X (Teorema I1-4.15). O

Concludiamo questa parte osservando che in uno spazio normato X ¢ possibile
definire la nozione di serie di vettori di X in completa analogia con quanto si fa per
le serie numeriche. Siano infatti 2, € X (n > 1) gli elementi di una successione di
vettori di X. I vettori s, (n > 1) definiti ricorsivamente da

S1 =T
Sp41 =8n +Tppr n2>1

sono le somme parziali di {x,,}»>1 e la successione delle somme parziali {s, },>1 si
chiama serie associata alla successione {x,}, e si denota come al solito con uno dei

seguenti simboli

Z Tn o) Z Tn

n>1 n
a seconda che sia necessario oppure no evidenziare il termine da cui parte la
successione. Se la successione delle somme parziali {s,}, converge, la serie si dice
convergente e il vettore x € X tale che

lim s, =2
n—-4oo

si dice somma della serie e si scrive con abuso di notazione
g Ty = T.
n>1

Riassumiamo nei due risultati seguenti le principali proprieta delle serie di vettori
in spazi normati omettendo le ovvie dimostrazioni.
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PROPOSIZIONE 1.6. Siano X wuno spazio normato sul campo K e {z,}n>1 una
successione di vettori tale che la serie
> on

n>1
converga. Allora,
(a) per ogni e > 0 esiste ng = ng(e) > 1 tale che

n>m>ng = |Zm + T + -+ x| < e

(b) lim =z, =0.

n——+oo
La condizione (a) ¢ I'usuale condizione di Cauchy che risulta essere anche condizione

sufficiente per la convergenza della serie quando X & uno spazio di Banach.

PROPOSIZIONE 1.7. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano {z,}n>1 €
{yn}n>1 due successioni di vettori tali che le serie

§ Tp € § Yn
n>1 n>1

convergano. Allora, le serie associate alle successioni {xn + Yntn>1 € {A\Tn}n>1
(A € K) convergono e risulta

St =Y nt Y ¢ Y=Y
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
La completezza negli spazi normati si caratterizza in termini di serie convergenti

nella maniera seguente.

TEOREMA 1.8. Sia X uno spazio normato sul campo K. Allora, le sequenti affer-
mazioni sono equivalenti:
(a) X ¢ uno spazio di Banach;
(b) per ogni successione {xn}n>1 di X si ha
Z |znl < 400 = Z Zp converge.
n>1 n>1

In accordo con la terminologia in uso per le serie numeriche, una serie di vettori

{Zn}n>1 di X tali che
Sl < 400

n>1
si dice assolutamente convergente e la tesi del teorema si riformula nel modo seguente:
uno spazio normato € completo se e solo se ogni serie assolutamente convergente &
convergente.

DIMOSTRAZIONE. Basta provare che (b) implica (a), essendo l’altra implicazione
ovvia.

Sia {xy}n>1 una successione di Cauchy di X e sia ni (k > 1) una successione
strettamente crescente di interi positivi tali che risulti

20 = 2n, || <1725, 0>y,
per ogni k > 1. Posto x,, =0 € yx = xp, — Tn,_, Per k > 1, risulta

1
Dollwl <Y ok T llzn |l < 4o0

k>1 k>1
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e quindi la serie di termine generale y;, converge con somma z € X. Da
E yh = Inka k Z 17
1<h<k

segue che la successione {x,, },,>1 ha una sottosuccessione convergente ad z cosicché,

essendo di Cauchy, converge ad x. O
Algebre normate. Un’algebra X sul campo K munita di una norma ||-||: X - R
tale che

eyl < llzlllyl, =,y X,
si dice algebra normata sul campo K. Se inoltre X risulta essere uno spazio di
Banach rispetto alla norma || - ||, Ualgebra X si dice algebra di Banach.
Se X ¢ un’algebra normata sul campo K con norma || - ||, la moltiplicazione

(z,y) e X xX—ayeX

¢ continua nella topologia prodotto di X x X e cio implica, come per i sottospazi
degli spazi normati, che

A C X sottoalgebra = cl(A) sottoalgebra.

Inoltre, se X & un’algebra normata munita di un’unitd w, risulta |lu|| > 1 ed &

sempre possibile definire una norma ||| - ||| equivalente a || - || tale che risulti |||u||| = 1
(Esercizio 1.3). In conseguenza di cio, se X & un’algebra normata sul campo K con
norma || - | munita di un’unitd u, supporremo sempre nel seguito che risulti

lull = 1.

Il principale esempio di algebra normata sul campo K & costituito dall’algebra
B(Q) = {f: @ — K limitata}

delle funzioni limitate definite su un insieme 2 (non vuoto) a valori in K con la
norma della convergenza uniforme:

1 fllu =sup {|f(W)]: weQ},  feB),

(Esempio 1.2—(d)) che risulta essere un’algebra di Banach commutativa con unita
sul campo K. L’unita v di B(Q) ¢ ovviamente la funzione costante uguale a 1 su €.

TEOREMA 1.9. Sia Q un insieme (non vuoto). Allora, B(Q2) con la norma || - ||, é
un’algebra di Banach commutativa con unita sul campo K.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ analoga alla dimostrazione di Teorema 11-4.6
ed ¢ sufficiente provare la completezza di B(f), essendo le altre affermazioni ovvie.
Siano f, € B(Q) (n > 1) gli elementi di una successione di Cauchy: per ogni & > 0
esiste ng = ng(e) > 1 tale che risulti

(*) n,m = ng - ||fn7fm||u§5
Per ogni w € () fissato si ha allora
n,m = ng = ‘fn(w)_fm(w)lgg

e quindi anche la successione {f,(w)}, verifica la condizione di Cauchy in K e
dunque converge. Sia quindi f: 2 — K la funzione definita da

@)= lim fuw), weo

e proviamo che essa & limitata e quindi appartiene a B(£2). Scegliendo infatti
ng = ng(e) > 1 corrispondente a € = 1 e m = ny, per (x) risulta

[Fn ()] < 1 fno ()] + [ fno (W) = Fr(@)] <l frollu + 1o = Frllu < [ frollu +1
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per ogni n > ng e per ogni w € 2 da cui segue, passando al limite per n — 400,
che f e limitata su €.

Resta infine da provare che risulta f, — f per n — +oo in B(€2). A tale scopo,
fissato € > 0, sia ng = ng(e) > 1 ad esso associato da (*) cosicché risulta

‘fn(w)_fm(w” <g, wEQ,
per ogni n,m > ng. Facendo quindi tendere n — 400 risulta
|fn(w)_f(w)|§€’ WEQ7

da cui segue ||f,, — fllu < € per n > ng. Quindi, f, — f in B(Q) per n — +oo e
questo completa la dimostrazione. O

Operatori lineari limitati. Denotiamo in questa parte con X e Y due spazi
normati sullo stesso campo K e denotiamo per semplicita le relative norme con lo
stesso simbolo || - ||.

DEFINIZIONE 1.10. Un operatore lineare T € L(X ,Y") tale che
sup {[|Tz| + [lz]] <1} < +o0
si dice limitato. O

Gli operatori lineari limitati tra due spazi normati X e Y sul medesimo campo K
sono dunque le applicazioni lineari che mandano i vettori della palla unitaria di
X in un insieme limitato di Y e per omogeneita lo stesso accade per qualunque
insieme limitato di X. Questa definizione di limitatezza di un operatore lineare si
discosta quindi dall’usuale definizione di funzione limitata a valori in uno spazio
metrico che corrisponde a chiedere che I'immagina del dominio sia limitata. In tal
senso, nessuna funzione lineare a parte la funzione nulla potrebbe essere limitata.
La convenzione universalmente in uso prevede che gli operatori lineari siano limitati
secondo questa definizione.

EsEMPIO 1.11. (a) Sia ¢ lo spazio normato delle successioni reali o complesse
aventi limite all’infinito con la norma della convergenza uniforme (Esempio 1.2—(c)).
Il funzionale lineare L: ¢o, — K definito da

Lzr= lim =z T =1z Ec
n—s+oo ny {n}’n 00y

¢ limitato poiché si ha

|Lz| = | lim x,| <suplx,| <|z|. <1
n——+0oo n

per ogni successione x = {x, }, € coo con ||z, < 1.

(b) Sia c. lo spazio normato delle successioni reali o complesse definitivamente nulle
con la norma della convergenza uniforme (Esempio 1.2—(c)). Il funzionale lineare
L: ¢, — K definito da

Lx = anm x={xp}n € c,
n

non ¢ limitato. Scegliendo infatti le successioni e = {ex ntn>1 (K > 1) definite da

1 sen=k
€kn =
' 0 sen#k

si ha ||lex|lu =1 e |Lex| = k per ogni k.

(¢) Sia X uno spazio di Banach con dimensione infinita e sia {z; : i € I} una base
(di Hamel) di X (Teorema I-6 in Preliminari) che possiamo supporre formata da
vettori z; con ||z;]] = 1 per ogni i. Essendo I infinito, esso contiene un insieme
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numerabile {i,, : n > 1} e il funzionale lineare L: X — K definito sugli elementi
della base {x;}; da

0 seiin

non ¢ limitato. O

n o set =iy,

Sia T € L(X,Y) un operatore lineare limitato e sia ||T'|| il numero non negativo
definito da

Tl = sup {||T| : [« <1}.
Per ogni z € X, x # 0, il vettore z/|z| ha norma unitaria e quindi si ha

I (&)

[Tzl < Tlll=ll, — =eX,

che vale anche per x = 0. Viceversa, se T € £(X,Y) & un operatore lineare tale
risulti

<|TI.  weX (z#0).

Da cio segue

[Tz| < Cllell,  zeX,
per qualche C' > 0, allora T' ¢ limitato e risulta ||T']| < C.
Denotiamo con
B(X,Y)={T € L(X,Y): T limitato}
I'insieme degli operatori lineari limitati da X in Y e conveniamo di scrivere per
brevita B(X) = B(X,X) quando Y = X'. E facile verificare che B(X,Y) & un
sottospazio vettoriale di £(X,Y") e che

|7l =sup {| || : ||« <1}, T e€BX,Y),

¢ una norma su B(X,Y") che prende il nome di norma degli operatori. Pertanto, lo
spazio vettoriale B(X,Y") degli operatori lineari limitati tra due spazi normati X e
Y sul campo K ¢ a sua volta uno spazio normato sullo stesso campo rispetto alla
norma degli operatori. Inoltre, con la stessa dimostrazione di Teorema 1.9 si prova
che esso ¢ anche completo.

TEOREMA 1.12. Siano X wuno spazio normato e Y uno spazio di Banach sul campo
K. Allora, B(X,Y) con la norma degli operatori é uno spazio di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Siano T;, € B(X,Y) (n > 1) gli elementi di una successione di
Cauchy: per ogni € > 0 esiste ng = ng(e) > 1 tale che risulti

n,m > ng = T — Tl <e.
Per ogni z € X fissato si ha allora
() n,m > ng = IThe — Tzl < ez
e quindi anche la successione {T),z}, verifica la condizione di Cauchy in Y e dunque
converge. Per ogni x € X sia quindi Tx € Y tale che

lim Tz, =Tz.
n——+00

La funzione T: X — Y cosl definita & lineare. Inoltre, essendo anche {||T,| }, una
successione di Cauchy in R, esiste C' > 0 tale che risulti ||7,,|| < C per ogni n. Si ha
allora

[Toz| < Cllefl,  zeX

I La stessa notazione B(X) denota quindi l’algebra normata delle funzioni limitate definite
sull’insieme X e lo spazio normato (Teorema 1.12) degli operatori lineari limitati dallo spazio
normato X in se. Lasciamo di volta in volta al contesto il compito di chiarire in quale senso venga
usata tale notazione
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per ogni n e, passando al limite per n — 400, risulta ||Tz| < C per ogni z € X.
Quindi, T ¢ limitato e, facendo tendere m — 400 in (), si ottiene

n >ng = |Thx — Tx|| < ez, zeX.
Quindi T;, — T per n — 400 in B(X,Y) e questo completa la dimostrazione. [
Gli operatori lineari limitati e la loro norma si comportano bene anche rispetto

all’operazione di composizione. Per enunciare questa proprieta consideriamo un
ulteriore spazio normato Z sul campo K la cui norma denotiamo ancora con || - ||.

TEOREMA 1.13. Siano X, Y e Z spazi normati sul campo K e siano S € B(X,Y)
eT € B(Y, Z) operatori lineari limitati. Allora,

(a) TS € B(X,Y);

() TS| < TS
Lo spazio degli operatori lineari limitati B(X) da X in sé ¢ dunque un’algebra
normata sul campo K munita di unita che risulta essere un’algebra di Banach se X
¢ a sua volta completo.

DIMOSTRAZIONE. Si ha
TS| < T[Sz <[ THSl«l, =< E,
e quindi l'operatore lineare T'S & limitato e vale (b). O

Esaminiamo ora le relazioni tra operatori lineari limitati e operatori lineari continui.
Denotiamo a tal fine con con

L(X,Y)={T € L(X,Y): T continuo}

il sottospazio vettoriale di £(X,Y") formato dagli operatori lineari continui da X
in Y e conveniamo anche in questo caso di scrivere per brevita L(X) = L(X, X)
quando Y = X.

TEOREMA 1.14. Siano X e Y spazi normati sul campo K e sia T € L(X,Y) un
operatore lineare. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) T é limitato;

(b) T ¢é una funzione lipschitziana da X in'Y;

(¢) T é continua in xg = 0;

ed in tal caso si ha ||T|| = Lip(T).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che (a) implica (b) e che (¢) implica (a)
poiché la restante implicazione € ovvia.

(a) Se T'e€ B(X,Y) ¢ un operatore lineare limitato, si ha
[Tl < |Tlzll, = eX.
Per la linearita di 7', la stessa disuguaglianza con x1 — 2o al posto di x prova (b).
(c) Sia 0 = (1) > 0 tale che risulti
e <6 = |Tz) <1

Quindi, per ogni € X con ||z|| < 1siha |T(dz)| <1 da cui segue che T ¢ limitato
con |T|| < 1/4.

Resta infine da provare che risulta ||T|| = Lip(7). Da (a) si deduce che risulta
Lip(T) < ||T||. Viceversa, sia |T|| > 0 cosicché, per ogni 0 < e < ||T||, esiste z. € X
con ||z.|| <1 tale che sia | Tz.|| > ||T|| — € > 0. Quindi, deve essere z. # 0 e si ha

7]

Hp(T) 2 T
1>

> || Tael| > |[T]| - e.
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Dall’arbitrarieta di € > 0 segue Lip(T) > ||T|. O

Per ogni coppia di spazi normati X e Y risulta quindi L(X,Y) = B(X,Y) e per
ogni operatore lineare continuo ovvero limitato 7' € L(X,Y) si ha

[Txy = Taol| < Tz —22ll, =€ X (i=1,2).
Risulta inoltre
TeB(X,Y) = ker (T') chiuso in X
e non vale il viceversa come prova l’esempio seguente.

EsempIio 1.15. Sia ¢, lo spazio normato delle successioni reali o complesse defi-
nitivamente nulle con la norma della convergenza uniforme (Esempio 1.2—(c)).
L’operatore lineare T € L(c.) da ¢ in s¢ definito ponendo

(Txz)n = nxy, n>1,
per ogni successione © = {x, }, € ¢. & iniettivo ma non limitato. O

Concludiamo questa parte esaminando, in analogia con quanto fatto per gli spazi
metrici, la nozione di isomorfismo tra spazi normati.

DEFINIZIONE 1.16. Siano X e Y spazi normati sul campo K. Un operatore lineare
T e L(X,Y) tale che

e T & un isomorfismo lineare di X su Y;
e TeL(X,Y)eT teL(Y,X).

si dice isomorfismo di spazi normati di X su'Y o anche isomorfismo topologico di
X suY. ]

Nel seguito, quando necessario, parleremo di isomorfismi lineari e di isomorfismi
topologici o di spazi normati per distinguere le due nozioni.
Denotiamo con

Iso(X,Y) ={T € L(X,Y): T isomorfismo (topologico) di X su Y}

I'insieme (eventualmente vuoto) formato da tutti gli isomorfismi di spazi normati di
X suY e poniamo per brevita Iso(X) = Iso(X, X) per Y = X.

E chiaro che, se T' & un isomorfismo di spazi normati di X su Y, 'operatore lineare
inverso 7! & a sua volta un isomorfismo di spazi normati di Y su X. Inoltre, se Z
denota un ulteriore spazio normato sul campo K e se S € Iso(X,Y) e T € Iso(Y, Z)
sono isomorfismi di spazi normati di X suY e di Y su Z rispettivamente, anche
il prodotto di composizione T'S ¢ un isomorfismo di spazi normati di X su Z. In
particolare, Iso(X) & un gruppo rispetto al prodotto di composizione.
Chiaramente un isomorfismo di spazi vettoriali T' € £(X,Y") ¢ un isomorfismo di
spazi normati se e solo se si ha

allz] < Tz < elzll,  z€E,

per qualche coppia di numeri positivi ca > ¢; > 0 nel qual caso risulta ||T]| < c2 e
|IT71|| < 1/c1. Ogni isomorfismo tra spazi normati & anche un isomorfismo tra i
corrispondenti spazi metrici.

Dalla nozione di isomorfismo tra spazi normati sul medesimo campo K deriva in
modo ovvio la definizione di spazi normati isomorfi: due spazi normati X e Y sul
campo K si dicono isomorfi come spazi normati o (topologicamente) isomorfi se
esiste un isomorfismo di spazi normati 7' € Iso(X,Y) e in tal caso scriviamo

X~Y.
Nel caso particolare in cui risulta T' € Iso(X,Y) e
Tzl = [l=ll,  2€X,
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I’operatore lineare T si dice isomorfismo isometrico e gli spazi normati X e Y si
dicono isometricamente isomorfi. Vi sono spazi normati isomorfi che non sono
isometricamente isomorfi (Esercizio 1.14).

E chiaro che la relazione ~ di isomorfismo tra spazi normati ¢ una relazione d’e-
quivalenza e che spazi normati isomorfi sono indistinguibili dal punto di vista della
struttura topologica e uniforme.

Duale di uno spazio normato. Sia X uno spazio normato sul campo K. Lo
spazio dei funzionali lineari continui o limitati da X in K prende il nome di duale
(topologico®) e si denota con
X*=L(X,K).
I1 duale X* di uno spazio normato X ¢ quindi uno spazio di Banach sul campo K
con la norma definita da
|L|| =sup{|Lz|: z € X e |z] <1}, LeX”.

Il risultato seguente caratterizza i funzionali lineari limitati in termini di proprieta
del nucleo. Si noti la differenza di comportamento rispetto agli operatori lineari tra
spazi normati (Esempio 1.15).

TEOREMA 1.17. Siano X wuno spazio normato sul campo K e L € L(X,K) un
funzionale lineare con L # 0. Allora,
(a) L é un’applicazione aperta;
e inoltre le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(b) L e X*;
(c) ker (L) é un sottospazio chiuso;
(d) ker (L) non é denso in X.
DIMOSTRAZIONE. Sia V' C X un insieme aperto (non vuoto). Fissato Ay € L(V),

sia g € V tale che Lxg = A\ e sia r > 0 tale che B,.(x9) C V. Essendo L # 0 per
ipotesi, esiste y € B, tale che risulti Ly # 0 e, per ogni A € K con

| Ly|r
vl

|)\—)\0| <

risulta

A=A A=A
To + Ly Oy € Br(l'o) e L (IE() + Ly Oy) =\

Per provare 'equivalenza delle restanti affermazioni, procediamo ciclicamente osser-
vando che ¢ sufficiente provare solo che (c¢) implica (a), essendo le altre implicazioni
ovvie.
Se ker (L) non & denso in X, si ha ker (L)NB,.[xg] = @ per g € X e r > 0 opportuni.
Se L non fosse limitato, I'insieme L (B,[0]) sarebbe illimitato e quindi si avrebbe
|Lx| > |Lxg| per qualche x € B,.[0]. Si avrebbe allora

L(EO L{,CO

———x € B0 e Llzg— —=x | =

Lz [0 ( O La )
da cui seguirebbe ker (L) N B, [zg] # @ in contrasto con 'ipotesi fatta all’inizio. O
I funzionali lineari limitati (non nulli) hanno anche un’interpretazione geometrica:
si identificano infatti con i sottospazi chiusi di codimensione uno.

TEOREMA 1.18. Siano X uno spazio normato sul campo K e M C X un sottospazio

di X. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

2 L’aggettivo topologico serve (quando necessario) a distinguere il duale topologico di X dal
duale algebrico di X formato da tutti i funzionali lineari da X in K.
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(a) esiste L € X* con L # 0 tale che M = ker (L);
(b) M ¢ chiuso e codim M = 1.

DIMOSTRAZIONE. (a) Il sottospazio M & chiuso. Sia zp € X tale che Lzy = 1.
Allora, xg ¢ M e per ogni x € X risulta

L(z — (Lx)zg) = Lz — (Lz)Lxo = 0.
Quindi, z — (Lz)xo € M per ogni x € X cosicché si ha
z = (z — (Lz)wo) + (Lz)zo € M + Kay.
Pertanto, risulta X = M + Kzg e M NKzy = & e questo prova (b).

(b) Ogni elemento & € X si scrive in modo unico nella forma z = y+ Axg con y € M
e A € K. Sia L: X — R il funzionale lineare definito da

Lx =\, T=y+ Azy € X.
Poiché M & chiuso e zg ¢ M, risulta

r=inf{|ly —zoll: y€ M} >0
e quindi da cio segue

ly + Azoll = [Al - [ (y/(=A) = o|| = 7[A|
per ogni A # 0 ey € M. Si ha allora
LGy -+ Aao)l = I = (W) < Ly + Aaoll, @ =y+ Ao € X,
e quindi L € X* con | L] < 1/r. O
In accordo con la terminologia consueta per gli spazi euclidei di dimensione finita,
ogni insieme della forma
WA:{LEGX:L.’E:)\}, ek
con L € L(X,K), L #0, si dice iperpiano (affine) di X. Risulta quindi
T\ = o + ker L,

essendo xy € X un qualunque punto tale che Lxy = A, e dal teorema precedente
si ricava che gli iperpiani chiusi coincidono con gli insiemi della forma zy 4+ M al
variare di g € X e di M tra i sottospazi chiusi di X con codim M = 1.

Quando X & uno spazio normato reale, ogni iperpiano chiuso

Te={reX: Lr=c}, (LeX*, L#£0eceR),
evidentemente disconnette lo spazio e, in tal caso, all’iperpiano chiuso 7. si associano
gli insiemi

T, ={zeX: La<c} e wf={zeX:Lx>c}
che si dicono semispazi chiusi associati all’iperpiano .. In maniera ovvia si defini-

scono i corrispondenti semispazi aperti. La situazione é diversa quando invece X e
uno spazio normato complesso.

PROPOSIZIONE 1.19. Sia X uno spazio normato sul campo C e sia

77,\:{1‘€X: Lx:/\}
(Le X*con L+#0e)eC) un iperpiano chiuso. Allora, X \ wy € connesso.
DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare la tesi per A = 0 cioé nel caso dell’iperpiano
chiuso 7y = ker L e in particolare ¢ sufficiente provare che X \ ker L & connesso per
archi: dati due punti z; ¢ ker L (i = 0, 1), esiste una funzione continua v: [0,1] — X
tale che (i) = x; per i = 0,1 e y(¢) ¢ ker L per ogni ¢ € [0, 1].
Posto L(x;) = A\; # 0 per i = 0, 1, deve presentarsi uno dei casi seguenti:
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e s\ + (1 —s)\o # 0 per ogni s € [0,1];
e esiste s € (0,1) tale che sA; + (1 — )Xo = 0.

Nel primo caso basta scegliere v(t) = tx1 + (1 — t)zo per t € [0, 1]. Nell’altro caso si
ha sx1 + (1 — s)xg € ker L da cui segue

s
o +y/s

T = —

per qualche y € ker L nel qual caso basta scegliere

; 1- t
y(t) = ™ [(1—75)4_15 85] x0+§y’ te[0,1]. O

Concludiamo questa parte svolgendo alcune considerazioni sui funzionali lineari nel
caso di spazi normati complessi. Sia dunque X uno spazio vettoriale sul campo
complesso. In tal caso X ¢ ovviamente anche uno spazio vettoriale reale che
indicheremo con Xg e parleremo di funzionali C—lineari ovvero R—lineari per
distinguere gli elementi di £(X,C) dagli elementi di £(Xg,R). Ancora, qualora
X sia anche uno spazio normato, denoteremo come al solito con X* il duale di X
come spazio normato complesso — formato quindi dai funzionali C—lineari limitati
su X — e denoteremo con Xy il duale di X come spazio vettoriale reale formato
dai funzionali R —lineari limitati. Le relazioni tra funzionali C—lineari e R —lineari
sono illustrate nel risultato seguente.

PRrROPOSIZIONE 1.20. Siano X uno spazio normato complesso e Xg il corrispondente
spazio normato reale. Allora,

(a) se L € L(X,C), posto A = Re(L), risulta A € L(Xg,R) e
Lz = Az — iA(ix), r e X;
(b) se A € L(XRr,R), posto
Lz = Az — iA(iz), r € X;
risulta L € L(X,C);
(¢c) se Le L(X,C) e A=Re(L), si ha
LeX® = A e Xg
e in tal caso risulta |L|| = ||A]|.

Ogni funzionale C—lineare ¢ quindi univocamente determinato dalla sua parte reale
che € un funzionale R —lineare.
DIMOSTRAZIONE. (a) Per ogni z,y € X et € R risulta
A(z +y) =Re(L(z +y)) = Re(Lz + Ly) = Re(Lz) + Re(Ly) = Az + Ay

A(tz) = Re(L(tz)) = Re(tLz) = t Re(Lz) = tAx
da cui segue A € L(Xg,R). Inoltre, per ogni numero complesso z = u+iv (u,v € R)
risulta iz = —v + du. Quindi, si ha z = Re(z) — i Re(iz) e da cid segue

Lz = Re(Lz) — iRe(iLz) = Re(Lz) — i Re(L(iz)) = Ax — iA(ix)

per ogni z € X, essendo L un funzionale C—lineare.

(b) E chiaro che, se A € £(Xg,R), il funzionale L definito come in (b) & R - lineare.
Si ha inoltre

L(iz) = A(iz) — iA(—z) = A(iz) + iAz = i [Az — iA(iz)] = il
per ogni x € X e quindi risulta L € L(X,C).
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(c) Si ha evidentemente |Az| < |Lz| per ogni z € X. Quindi, da L € X* segue
A e Xg e ||Al| < JIL||. Viceversa, sia A € X} e, fissato z € X, sia A€ Ccon [A| =1
tale che risulti |Lz| = ALz. Si ha allora

|La| = ALz = L(dz) = AAz) < [|A]l - [|Az]] = [[A]} - ||z
da cui segue L € X* e ||L|| < ||A]. O

Spazi normati di dimensione finita. Esaminiamo in questa parte il caso parti-
colare degli spazi normati di dimensione finita. Il risultato fondamentale in questa
direzione ¢ il seguente: tutti gli spazi normati sul campo K aventi dimensione finita
n sono isomorfi come spazi normati allo spazio euclideo K. Esaminiamo quindi le
numerose conseguenze di questo risultato.

Consideriamo come al solito uno spazio normato X sul campo K con norma || - ||.

TEOREMA 1.21. Sia X wuno spazio normato X sul campo K con dim X =n e sia
L € L(K™, X) un isomorfismo lineare di K™ su X. Allora,

L € Iso(K", X).
DIMOSTRAZIONE. Sia {e1,...,e,} la base canonica di K" cosicché i vettori u,,
definiti da wu,, = Le,, (m =1,...,n) formano una base di X e risulta
LN = Mug + - 4+ ANy, A=Ae; +--+ N\, € K.

Si ha allora
1/2

LA < I Juall+ -+ A unll < [ D 0 Humll? Al
1<m<N

per ogni vettore A = AMej 4+ --- + A", € K*. Quindi, L & limitato con

1/2
ILE< {0 luml?

1<m<n

e resta da provare che anche L~! & limitato. Se cosi non fosse, esisterebbero vettori
rr € X (k > 1) tali che ||| < 1 per ogni k e ||[L™ ()| — +oo per k — +oo.
Supposto L~ () # 0 per ogni k e posto

L™ ()
Ap = ——— € K", k>1,
L= ()
sarebbe ||| = 1 per ogni k e quindi, pur di passare ad una sottosuccessione ancora

denotata con Ay, si avrebbe A, — A per k — 400 per qualche A € K con ||A]| = 1.
Si avrebbe quindi

. _ . o Te
G PAe =LA e = B T
da cui seguirebbe LA =0 e ||A|| =1 e cio & assurdo. O

Questo risultato ha numerose conseguenze che riassumiamo nel corollario seguente.

COROLLARIO 1.22. Siano X e Y due spazi normati sul campo K con dim X < +o0.
Allora,
(a) X é uno spazio di Banach;
(b) se dim X =dimY < +oo, gli spazi X eY sono isomorfi come spazi
normati;

(c) ogni operatore lineare T € L(X,Y) ¢é limitato;
(d) tutte le norme su X sono equivalenti;
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(e) un insieme K C X é compatto se e solo se K é chiuso e limitato.
In particolare, se X ha dimensione finita risulta £(X,Y) =L(X,Y).

DIMOSTRAZIONE. (a) Se dim X = n, lo spazio normato X risulta isomorfo come
spazio normato a K" e quindi ne eredita la completezza.

(b) Owvviol

(c) Siano {u1,...,u,} una base di X e {e1,...,e,} la base canonica di K" e sia
L € Iso(K™, X) l'isomorfismo lineare di K™ su X definito da Le,, = u,, per ogni m
che risulta essere anche un isomorfismo di spazi normati (Teorema 1.21). Poniamo
Ym = Ty, per m=1,...,n e denotiamo con S € L(K",Y) loperatore lineare tale
che Se,, = y,, per ogni m. Procedendo come in Teorema 1.21 si verifica che S &
limitato e la conclusione segue da T'= SL~! (Figura 1.1).

(d) Sia X; lo spazio vettoriale X munito della norma || - ||; (¢ =1,2). Per (c) idx &
un isomorfismo di spazi normati di X; su X3 e viceversa. ]

COROLLARIO 1.23. Siano X uno spazio normato sul campo K e Y C X un sotto-
spazio vettoriale. Allora,
dimY < 400 = Y chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Sia dimY = n. Il sottospazio vettoriale Y ¢ isomorfo a K™ e
quindi ¢ chiuso, essendo K™ completo. O

Caratterizziamo ora gli spazi normati di dimensione finita in termini di validita
della proprieta di Heine—Borel e di locale compattezza. Questa caratterizzazione ¢
basata sul seguente lemma di Riesz che caratterizza i sottospazi densi di uno spazio
normato.

TEOREMA 1.24 (F. Riesz). Siano X uno spazio normato sul campo K e Y C X un
sottospazio chiuso con'Y # X . Allora, per ogni 0 < € < 1 esiste x. € X tale che

o |lzell=1;
o ly—a.||>1—cperogniyey.
DIMOSTRAZIONE. Siano zp€ X \Y e
d=d(zo,Y)=inf{|lzg—y|: yeY}.

Essendo Y chiuso, risulta d > 0 (Proposizione 1-3.8) cosicché, fissato 0 < e < 1, si
ha

d
0 _T _°
< Jlzo — 7l < T
per ¥ € Y opportuno. Sia quindi
T —Y
= ————.
zo =¥l
Si ha ||z.|| =1 e per ogni y € Y risulta
oy =T e = @t o= 3l)]
: lzo — 7 lzo — 7l
cosicché da 7 + ||z — 7|y € Y segue
_ zo— (Y +|zo—Y 1—c¢
I e s O] R L
(e d
per ogni y € Y e questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 1.25. Sia X uno spazio normato sul campo K. Allora, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:
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T T
X ——— Y X ——— Y
Lt S TF Ty
KN X/M
(a) (b)

FicUrA 1.1. (a) Relazione tra gli operatori S e T' (Corollario 1.22—(c));
(b) Azione dell’operatore lineare quoziente (Teorema 1.29).

(a) X é localmente compatto;
(b) X ha la proprieta di Heine—Borel;
(¢) dim X < 4o0.

In particolare, in uno spazio normato X le palle chiuse B,[zg] (zg € X, r > 0) sono
insiemi compatti se e solo se X ha dimensione finita e se X ha dimensione infinita
tutti gli insiemi compatti sono privi di punti interni.

DIMOSTRAZIONE. (a) Ogni punto € X ha un intorno compatto che contiene una
palla chiusa B,[x] per p = p(x) > 0 opportuno e conseguentemente tutte le palle
chiuse B,[z] (r > 0) sono compatte (Proposizione 1.3—(b)). Ogni insieme chiuso e
limitato & contenuto nella palla B,.[0] per r > 0 opportuno e questo prova che X ha
la proprieta di Heine—Borel.

(b) La sfera unitaria
Si={zeX: |z]| =1}

€ un insieme chiuso e limitato e quindi compatto. Fissato 0 < & < 1 esistono allora
vettori in numero finito y,, € S1 (m =1,...,n) tali che

S1 C Bi—e(y1)U---UBi_c(yn).

Sia quindi Y = span{yi,...,yn} il sottospazio chiuso da essi generato. Se fosse
dim X = +o00, sarebbe Y # X e per il lemma di Riesz esisterebbe z. € X con
|lze]| = 1 per cui si avrebbe ||y — x¢|| > 1 — € per ogni y € Y e cid & assurdo.

(¢) Ovvio! O

Concludiamo questa parte caratterizzando gli insiemi compatti negli spazi di Banach.
In dimensione finita, tali insiemi si caratterizzano mediante la prorieta di Heine—
Borel mentre in dimensione infinita gli insiemi compatti sono gli insiemi chiusi e
limitati che sono arbitrariamente vicini a sottospazi di dimensione finita nel senso
illustrato nel teorema seguente.

TEOREMA 1.26. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e K C X un insieme.
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) K ¢ chiuso e limitato e per ogni e > 0 esiste un sottospazio M. tale
che

o dim(M.) < +oo;
o d(x,M.) < e per ogni x € K;
(b) K é compatto.
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In uno spazio di Banach di dimensione finita gli insiemi compatti sono gli insiemi
chiusi e limitati mentre in dimensione infinita sono gli insiemi chiusi e limitati che
sono arbitrariamente vicini a sottospazi di dimensione finita.

DIMOSTRAZIONE. (a) Fissato ¢ > 0, sia M, il sottospazio di dimensione finita
associato a /3 e per ogni z € K sia y, € M, tale che
[y — 2| < /3.

Poiché K ¢ limitato, si ha ||z|| < C per ogni € K per C' > 0 opportuno da cui
segue
1Yol < llzll + llye — 2]l < C +¢/3.

Pertanto l'insieme {y, : * € K} & limitato e quindi relativamente compatto in
M, (Teorema 1.22—(e)). Esistono allora vettori y,,, = y,,, per opportuni z,, € K
(m=1,...,n) tali che

{yz S K} C I:Bs/g(yl) u- -~BE/3(yn)] N M..

Per ogni = € K esiste allora m € {1,...,n} tale che ||y, — ym| < €/3 da cui segue
2 = zmll < lz = yel + vz = ymll + [lym —2m| <e/3+¢/3+¢/3 =¢.
Questo prova che K & totalmente limitato cosicché, essendo chiuso, esso € anche

compatto (Teorema 1-3.16).
(b) Essendo K compatto, fissato e > 0, esistono vettori ,,, € K (m=1,...,n) tali
che

K C B(z1) U+ Be(zy).

Posto M. = span{zy,...,z,}, si ha dim(M.) < n e per ogni vettore z € K risulta
x € B.(zm) per m opportuno da cui segue d(z, M) < ||z — 2] < &. O

Spazio normato quoziente. Siano X uno spazio normato sul campo Ke M C X
un sottospazio chiuso di X. Consideriamo lo spazio vettoriale quoziente X /M i cui
elementi sono le classi laterali di M che denotiamo come al solito con
[g]=z+M={z+y: ye M}
e denotiamo inoltre con
m(x) = [z], € X,

la proiezione canonica di X su X/M che & un operatore lineare m € L(X , X/M)
con ker(r) = M e im(w) = X/M. Consideriamo quindi la funzione

lalllx/ar = inf {llz +yll - ye M},  [z] € X/M,

che ¢ ben definita e risulta essere una norma su X/M (Esercizio 1.8).

Lo spazio normato (X/M | - || x/ar) si dice spazio normato quoziente di X rispetto
a M e scriveremo brevemente X /M in luogo di (X/M, ||-|/x/ar) e || - || per la norma
quoziente.

TEOREMA 1.27. Siano X uno spazio normato sul campo K, M C X un sottospazio
chiuso di X e w la proiezione canonica di X su X/M e siano

By={zeX: |a|<1} e Bxm={leX/M: ||z]] <1}

le palle aperte di raggio unitario e centro nell’origine di X e X/M rispettivamente.
Allora,

(a) me L(X,X/M) con ||n||=0seM=Xe|n||=1se M #X;
b) si ha 71(Bx) = Bx/yr e ™ € un’applicazione aperta;

/
(¢) X spazio di Banach = X/M spazio di Banach.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha
|Iw(@)| = nf{[le +yl: ye M} <z, z€X,
e questo prova la limitatezza di 7 con ||7|| < 1. Se V = X si ha evidentemente
7 = 0 mentre, per V # X per ogni € > 0 esiste z. € X con ||z.|| = 1 tale che
||$5+y||21—€7 y6M7

per il lemma di Riesz (Teorema 1.24). Risulta quindi ||7(z)|| > 1 —¢ con ||zc|| =1
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue la conclusione.
(b) Si ha 7(Bx) C Bx/a per (a). Viceversa, se [x] € By, si ha ||z + .|| <1
per ¥, € M opportuno e da cio segue [z] = w(x) = w(x + y,) € 7(Bx) ovvero
Bx/m C m(Bx). Abbiamo cosi provato che risulta 7(Bx) = Bx/y e quindi 7
risulta aperta per linearita.
(¢) Siano [z,] € X/M (n > 1) gli elementi di una successione di Cauchy in X/M.
Passando ad un’opportuna successione strettamente crescente di interi m, > 1
(k>1)siha

k

||[xnk+1] - [‘rnk]” < 1/2 ) k > ]-7

e quindi per ogni k esiste 3, € M tale che

Hxnk+1 = Ty, +?k” < 1/2k'
Posto allora y1 =0eyr =y, + -+ Y,_, per k > 2, risulta y, € M e

— k
||(x"7-k+1 + ynk+1) - (:rnk +ynk)|| = ”‘rﬂk+1 = Ty, +yk” < 1/2
per ogni k. Pertanto, la successione {(z,, + yx)}x & di Cauchy in X e dunque si ha
(Tn, +yr) = x in X per k — 400 per x € X opportuno. Si ha allora

limsup |[[zn,] = [z] < lim |[(zn, +yk) — [ =0
k—+o00 k—=+o0

e questo completa la dimostrazione poiché ogni successione di Cauchy avente una
sottosuccessione convergente € a sua volta convergente. O

COROLLARIO 1.28. Siano X wuno spazio normato sul campo K e M C X un
sottospazio chiuso di X e siano

e T la topologia quoziente di X/M (Sezione I-2.2);

e T la topologia normata di X/M indotta dalla norma quoziente.

Allora, T, =T.

DIMOSTRAZIONE. La proiezione canonica m di X su X/M & T —continua (Teore-
ma 1.27—(a)) e quindi risulta 7 C 7T, per definizione di topologia quoziente.

Viceversa, dato un insieme 7, —aperto V C X/M (non vuoto), sia [zo] € V. Si ha
allora xg € 7~1(V) e quindi, essendo 71 (V') aperto in X per definizione di topologia
quoziente, risulta B,.(x¢) C 7~ 1(V) per r > 0 opportuno. Ragionando come in
Teorema 1.27—(b), si ha B, ([zg]) = Br(n(z0)) = 7(Br(z9)) C V e quindi [zo] &
un punto interno di V' nella topologia 7. Essendo [z] arbitrario, V & T —aperto e
questo completa la dimostrazione. O

TEOREMA 1.29. Siano X .Y due spazi normati sul campo K, M C X un sottospazio
chiuso di X e w la proiezione canonica di X su X/M e sia T € L(X,Y) un operatore
lineare con ker(T) C M. Allora,
(a) esiste uno ed un solo Ty € L(X/M,Y) tale che T = Tym;
(b) im(Ty) =im(T) e Ty ¢ iniettivo se ker(T') = M;
(c) Ty e L(X/M,Y) seesolose T € L(X,Y) e in tal caso si ha | Ty|| = ||T|;
)

d) T ¢ una funzione aperta se e solo se Ty ¢ aperta.
p # 74
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L’operatore lineare Ty si dice indotto da T sul quoziente. L’azione di Ty ¢ illustrata
in Figura 1.1—(b).

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza di un unico operatore lineare Ty € L(X/M ,Y) tale
che T'= Tym & un fatto ben noto di algebra lineare e I'uguaglianza im(Ty) = im(7T")
& ovvia. Se ker(T') = M, si ha

Tylz] =0 = 0=Ti[z]=Tz = zc€kerT=M = [z]=0in X/M

e quindi 7T} risulta iniettivo.
L’equivalenza tra la continuita di 1" e di T} segue dalle proprieta della topologia
quoziente (Sezione I-2.2) e con le notazioni di Teorema 1.27 si ha

IT|| = sup {[|Tz] : = € Bx} = sup {[|T3(w(x))]| : @ € Bx} =
= sup {[|Ty([z)] : [2] € Bxnr} = T3]

Infine, l'ultima affermazione (d) segue facilmente da T = Ty, essendo 7 una appli-
cazione aperta (Teorema 1.27—(b)). O

Concludiamo questa parte con alcune conseguenze/applicazioni degli spazi quoziente.

TEOREMA 1.30. Siano X,Y due spazi normati sul campo K e sia T € L(X,Y) un
operatore lineare con dim (im(T")) < +o00. Allora,

TelL(X,Y) = ker(T") chiuso.

Un operatore lineare T € L(X,Y) con dim (im(7T")) < +oo si dice operatore lineare
di rango finito. A differenza di quanto accade nel caso generale, per gli operatori
di rango finito la condizione di avere nucleo chiuso & necessaria e sufficiente per la
continuita (Esempio 1.15).

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo 'implicazione <—. Posto M = ker T, 'ope-
ratore lineare quoziente Ty € £L(X/M ,Y) di T ¢ iniettivo (Teorema 1.29) e quindi da
im (T}) = im (T') e dim (im(7T")) < 400 segue che deve essere dim (X/M < +o0. Per-
tanto, Ty € limitato (Corollario 1.22—(c)) e lo stesso vale per T' (Teorema 1.29). O

TEOREMA 1.31. Sia X wuno spazio normato sul campo K e siano M ,N C X due
sottospazi tali che

e M e N chiusi in X;
e dim N < +o0.

Allora, M + N ¢ chiuso in X.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7 la proiezione canonica di X su X/M. Il sottospazio w(N) di
X /M ha dimensione finita e quindi & chiuso in X/M e lo stesso vale per 7= (7(V))
per continuita. Si ha
zen '(n(N)) < n(2)en(N) < z+Me{y+M: ye N} <
«— JyeN:z+M=y+M <= z€ M+ N

e questo prova l’asserto. O
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1.2. Convergenza incondizionata e sommabilita

La consueta nozione di convergenza incondizionata di una serie numerica intesa come
convergenza di tutti i riordinamenti della serie stessa si estende in modo naturale
alle serie di vettori in spazi di Banach. Ne esaminiamo in questa sezione le proprieta
di base ed estendiamo la nozione di sommabilita alle funzioni a valori in spoazi di
Banach.

Convergenza incondizionata. Siano X uno spazio normato sul campo K e
{Zn}n>1 una successione di vettori di X. Una successione {y }x>1 si dice riordina-
mento di {z,}n>1 se risulta

Yk = To(k)> k>1,

per una qualche funzione biettiva o: N — N, (permutazione) e in tal caso, con
abuso di terminologia, anche la serie associata alla successione {yy}r>1 si dice
riordinamento della serie associata alla successione {z, }n>1.

DEFINIZIONE 1.32. Siano X uno spazio normato sul campo K e {x,},>1 una
successione di elementi di X. La serie

>

n>1
si dice incondizionatamente convergente se ogni suo riordinamento converge. O

Benché nella definizione non sia richiesto, le somme dei riordinamenti di una serie
incondizionatamente convergente coincidono (Corollario 1.36).

Per le serie numeriche, come & noto, la convergenza incondizionata equivale alla
convergenza assoluta e lo stesso vale per le serie di vettori di KV e quindi anche per
le serie di vettori di spazi di Banach di dimensione finita.

La situazione ¢ diversa negli spazi di Banach di dimensione infinita. In ogni spazio
di Banach — indipendentemente dalla dimensione — la convergenza assoluta di una
serie implica la convergenza della serie stessa (Teorema 1.8) e quindi la convergenza
assoluta di una serie ne implica la convergenza incondizionata. Riassumiamo questa
osservazione nel risultato seguente.

PROPOSIZIONE 1.33. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e {z,}n>1 una
successione di vettori di X. Allora,

E lzn|l < 400 = g ZTn converge incondizionatamente.
n>1 n>1
Negli spazi di Banach di dimensione infinita I'implicazione opposta puo essere falsa

come provano gli esempi seguenti.

EsEMPIO 1.34. La serie
(+) > o

ove z: Ny — K (k > 1) & la successione definita da zp(n) = 1/ksen =k e
zi(n) = 0 se n # k, converge incondizionatamente in ¢o 0 {os € in £, (1 < p < +00)
ma non converge assolutamente in tali spazi.

Si ha infatti ||zg|l. = ||zk]l, = 1/k per ogni k e quindi la serie (%) non converge
assolutamente in nessuno di tali spazi.

Tuttavia, se
T
k>1
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¢ il riordinamento di {y}s definito da yr = 2, per ogni k per una qualche
permutazione o di N4, per € > 0 fissato risulta o(k) > 1/ per k > ko con
ko = ko(e) > 1 opportuno da cui segue

= max —— <¢
b <k o(k) —

= [Zo(k) + - + Lok [,

|U

o, + - +

per ko > k1 > kg. Questo prova che il generico riordinamento di termine generale
yr di (%) converge in ¢y ovvero che la serie (%) converge incondizionatamente in ¢y e
lo stesso vale evidentemente in /.

Analogamente, per ¢, con 1 < p < 400, fissato € > 0, sia ng = ng(e) > 1 tale che

1
ng >Ny 2 ng == Z ESEP
n1<n<ng

esia kg = ko(e) > 1 tale che {1,...,n0} Co({1,...,ko}) . Per ko > ki > ko, posto
nlzmin{a(k): klgkgkg} e ngzmax{cr(k): klgkgkg},

risulta ny > ny > ng da cui segue

IN

1 1
L IS EU [ SR TN o
k1 <k<ks [o ()] n1<n<ns

Come prima, questo prova che la serie (%) converge incondizionatamente in £,
(1 <p<+00). O

Anche negli spazi di Banach la convergenza incondizionata si esprime come limite
di somme finite lungo l'insieme filtrante degli insiemi finiti di N .

TEOREMA 1.35. Siano X uno spazio normato sul campo K e {x,,}n>1 una succes-
stone di vettori di X. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) la serie Z Ty, converge incondizionatamente;
n>1
(b) esiste x € X con la sequente proprietd: per ogni e > 0 esiste F. C N
tale che

F CNy finitoe F,C F ==

E Ty —T

ner

<g

e in tal caso risulta

T = Ty,

La condizione in (b) equivale a dire che la successione generalizzata delle somme
parziali relative agli insiemi finiti

() Sp =Y an,  FCNy finito,
neF

converge a x in X lungo I'insieme filtrante degli insiemi finiti di Ny nel qual caso
risulta
li = .
P, S =2
n>1

Altre formulazioni equivalenti della nozione di convergenza incondizionata sono
presentate in Esercizio 1.9.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia € X la somma della serie in (a) e supponiamo per
assurdo che la proprieta (b) non valga per x. Esisterebbe allora gy > 0 con la
seguente proprieta: per ogni insieme F' C N finito esiste un altro insieme G C N
finito tale che F' C G per cui risulta

Z T, — x| > 2.
neG
Sia quindi nq > 1 tale che
n=mng - Z Ty, — || < eo.
1<m<n
Posto Fy = {1,...,n1}, esisterebbe un insieme G; C N finito tale che F; C Gy per
cui si avrebbe
Z T, —x|| > 2¢p
neGy
e, posto H; = G1 \ F1, da cio seguirebbe
)OS [ Dyl i S
neH; neGy nekF;
> Z Ty — x| — an—x > 2e0 — &9 = €.
neGy neF
Posto na = max Gy e Fo = {1,...,n2}, sarebbe ny > n; + 1 ed esisterebbe un

insieme G5 C Ny finito tale che F, C G4 per cui si avrebbe nuovamente

g Ty —

neGy

> 250.

cosicché, posto Ho = Ga\ Fy, si avrebbe max H; < min Hs e

D

n€Hsy

> &g

come prima. Iterando questo argomento si determinerebbero una successione stret-
tamente crescente di interi n; (j > 1) e una successione di insiemi finiti H; (j > 1)
tali che

e n; <min H; <max H; =n;q per ogni j;

L4 an 250;

ncH;

per ogni j. Potremmo definire allora un riordinamento {yx}x>1 di {x,}» ponendo
yr = x5 per 1 <k < n; e definendo per ogni j gli elementi y;, con n; < k < njq
numerando prima gli elementi x, con n € H; seguiti poi dagli elementi x,, con
n€{n;+1,...,n41}\ Hj. Posto n =n; + card(H;), si avrebbe allora

ST wl| =1 D] | = a0

nj+1<k<n/ neH;

per ogni j e quindi il riordinamento di termine generale y; non convergerebbe.
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(b) Fissato & > 0, sia F. C N un insieme finito tale che

E Ty —

neF

F C Ny finitoe F. C F == <e

e siano yr = T,y (K > 1) gli elementi di un generico riordinamento di {xy},>1
relativo ad una qualche permutazione o di Ny. Posto kg = ko(e) > 1 tale che sia

F. C {0’(1),...,0’(/@0)},

per k > ko linsieme Fj, = {o(1),...,0(k)} & finito e contiene F.. Risulta quindi
> el = | S an-a <
1<h<k ner,
e questo prova (a). O

COROLLARIO 1.36. Siano X wuno spazio normato sul campo K e {z,}n>1 una
successtone di elementi di X la cui serie associata converge incondizionatamente.

Allora, si ha

k>1 n>1
per ogni riordinamento {y}k>1 di {zn}tn>1-

DIMOSTRAZIONE. Sia {yj}r>1 un riordinamento di {zy,}n>1.
Le successioni generalizzate definite da

SF = Z Tn € S/F = Z Yk
neF keF

per ogni insieme finito F C Ny sono 'una una sottosuccessione generalizzata
dell’altra e la conclusione segue dall’unicita del limite.
Alternativamente, siano x,y € X tali che

an:x € Zyk:y
n>1 k>1

esia o: Ni — Ny la permutazione di N tale che yx = x,(1) per ogni k. Fissato
e > 0, siano Fp, Go C N, insiemi finiti tali che risulti

an—x Zyk—y

neF keG

<eg/2 e <eg/2

per ogni coppia di insiemi finiti F', G C Ny tali che Fy C F e Gy C G. Posto allora
F=FUo(Gp) e G=0"1(Fy) UGy, risulta F =07 1(G) e

DT S
nelr keo—1(F) keG

Da Fy C F e Gy C G segue allora

o -yl = (z) + (zyy) <le- w5 ue -] <
neF kEG ner kEG
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue la conclusione. O

Alla luce di Teorema 1.35, la convergenza incondizionata di una serie equivale
all’esistenza del limite della successione generalizzata delle somme parziali della
serie relative agli insiemi finiti e negli spazi di Banach ’esistenza di tale limite si
esprime sotto forma di condizione di Cauchy nella maniera seguente.
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TEOREMA 1.37. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e {,,}n>1 una succes-
sione di vettori di X. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) la serie Z Ty, converge incondizionatamente;
n>1
(b) per ogni e > 0 esiste F. C N tale che

FiCN+ﬁniti€F€CF¢ (22172) —

S - Y

neFy nekF;

<&

(c) per ogni e > 0 esiste F. C Ny finito tale che

FCNy finitoe FNF, =0 = <e.

E xn

neF

La condizione (b) non ¢ altro che la condizione di Cauchy per esistenza del limite
della successione generalizzata delle somme parziali (x*) mentre (c) ¢ la medesima
condizione espressa in termini di piccolezza delle code.

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo che (c) implica (a) poiché (b) segue da (a)
per effetto di Teorema 1.35 e (c) non ¢ altro che una formulazione equivalente di (b).
Supponiamo quindi che valga (c) e, denotate con Sp (F C Ny finito) le somme
parziali di {z,, }n>1 relative agli insiemi finiti definiti da (sx), osserviamo che per (c)
esistono insiemi finiti F,, C Ny (n > 1) tali che F,, C F,11 €

FClIfinitoe FNF, =0 = ISF| < 1/n;
per ogni n. Posto s, = Sg, per ogni n, si ha
n>m = lsn = smll = [1SE\F, | < 1/m.

La successione {sy, },, verifica quindi la condizione di Cauchy cosicché esiste x € X
tale che s, — x per n — 4o00. Fissato € > 0, scegliamo ng = ng(e) > 1 tale che
risulti 1/ng < /2 e ||s, — z|| < €/2 per n > ng e poniamo F, = F,,. Per ogni
insieme F' C Ny finito tale che F; C F si ha allora

157 =2l < ISk = snoll + 800 = zll = 1Sp\5, | + 80 — 2l <€/2+¢/2=¢.

Esiste quindi il limite di Sg lungo 'insieme filtrante degli insiemi finiti di Ny e
questo conclude la dimostrazione (Teorema 1.35). 0

Teorema di Dvoretzky—Rogers. La congettura secondo la quale in ogni spazio di
Banach di dimensione infinita vi sono serie incondizionatamente convergenti che non
sono assolutamente convergenti risale alle origini della teoria degli spazi di Banach
ed & motivata dall’osservazione che in tutti gli spazi di Banach classici di dimensione
infinita & possibile esibire esempi espliciti di questo comportamento. In alcuni casi
questi esempi si determinano immediatamente come accade per ¢y e £, (1 < p < +00)
(Esempio 1.34) e per gli spazi di Hilbert del successivo Capitolo 3 ma in altri possono
essere difficili da individuare come accade per ¢; (Sezione ?7). Illustriamo in questa
parte la dimostrazione di questa congettura ottenuta da A. Dvoretzky e C. A. Rogers
([19]) solo nel 1950.

TEOREMA 1.38 (A. Dvoretzky—C. A. Rogers). Siano X uno spazio di Banach sul
campo K con dim X = 400 e {¢,}n>1 una successione di numeri positivi tali che

Z Ccn < +o00.
n>1

Allora, esistono x, € X (n > 1) tali che
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2 _ .
(@) llznll* = cn per ognin;
(b) la serie E Ty, converge incondizionatamente.
n>1
Scegliendo ad esempio ¢, = 1/n* (n > 1) con 1 < a < 2 si ottiene una serie incon-
dizionatamente convergente ma non assolutamente convergente.

COROLLARIO 1.39. Sia X uno spazio di Banach sul campo K. Ogni serie incondi-
zionatamente convergente di vettori di X é assolutamente convergente se e solo se
risulta dim X < +o0.

La dimostrazione del teorema di Dvoretzky—Rogers € di natura geometrica e la
proprieta che ¢ alla base della dimostrazione puo essere formulato in maniera
equivalente in termini di proprietd delle norme di RYV.

LEMMA 1.40. Sia ||| - ||| una norma in RN . Allora, esistono vettori vy, ...,vx € RY
tali che

(@) [[|vnlll =1 pern=1,...,N;
(b) per’ogm'nzl,,,,,N etl,-..,tnERSihG/

n(n—1
t1vr + - + taval| < <1+ ()> (t§+~'~+ti)1/2_

N
Il significato del lemma puo essere illustrato nel modo seguente: se vq,...,vN SOno
vettori di RY di norma ||| - ||| unitaria, per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz si

ha banalmente

1/2
[[t1o1 + -+ tponlll < Jta] 4+ + [ta] S VR (T4 +£2) /
per ogni t1,...,t, € Re 1l < n < N. Il lemma stabilisce quindi che & possibile
scegliere i vettori vy, ...,vy in modo che la disuguaglianza precedente valga con
-1
(%) co(N,n)=1+ n(nT)

in luogo di n. Per n vicino a uno o a N e in generale per N piccolo, la stima del lemma
non é migliore di quella fornita dalla disuguaglianza di Cauchy—Schwarz: ad esempio,
pern=1sihac¢(N,1)=1epern=Nsihac(N,N)=1++/N—-1>+N. Se
invece si ha ad esempio N = n(n — 1), risulta ¢(N,n) = 2 < v/n per n grande.

DIMOSTRAZIONE. Sia N > 2 altrimenti e tutto ovvio. La palla unitaria
K= {x eRN: |||lz|] < 1}

nella norma ||| ||| € un intorno compatto dell’origine (Corollario 1.22) ed ¢ un insieme
convesso e simmetrico. Sia

E(S):{JEERNI (:c\Sx)Sl} (S e MY*NN con S > 0)

Sym
Dellissoide di volume massimo contenuto in K (Esercizio II-5.27). Posto per brevita
E = E(S), osserviamo che possiamo assumere che sia E = B; ove By denota come al
solito la palla chiusa di raggio unitario nella norma euclidea. Si ha infatti T'(E) = B,
per un opportuno isomorfismo 7' € Iso(RY)? e B; risulta essere I'ellissoide di volume
massimo tra quelli contenuti in

K'={z: |l=l|" <1}
ove ||| - ||| & la norma di RY definita da [[|x]]| = |||T~'z]||| per ogni z. Allora, una

volta costruiti i vettori v,,..., v} con le proprieta (a) e (b) relativamente alla

3 Risulta T = VDQ* dove D = diag (A1,...,ANn) ¢ la matrice diagonale degli autovalori
An=An(S)>0(n=1,...,N)di SeQ € O(N) & la matrice ortogonale tale che S = QDQ*.
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norma ||| - |||, i vettori vy = T~1v},..., vy = T~ ), verificano le stesse proprieta
relativamente alla norma ||| - ||.

Supponiamo dunque che la palla B sia ’ellissoide di volume massimo contenuto in
K e proviamo che esistono N vettori wy, ..., wy di RY e una matrice ortogonale
R € O(N) con le seguenti proprieta:

o |wi]|=...=|wny||=1ewy,...,wy € R(OK);
o Wy, = (Wn,1,---,Wnn,0,...,0) con wy, >0pern=1,...,N;

2 2
b wn,1+'”+wn,n71:1_w

n,n —

9 n—1
< — =2,...,N.
N per n ’ ’

Procediamo ricorsivamente per n = 1,...,N. Per n = 1 osserviamo che, poiché
la palla By e lellissoide di volume massimo contenuto in K, esiste un vettore
w € K N By con ||w|| =1 e per un’opportuna matrice ortogonale Ry € O(N) si ha
w1 = le = (1,0,...,0).

Supponiamo quindi di aver determinato n — 1 vettori wy,...,w,_; di RY e una
matrice ortogonale R,,_1 € O(NN) con le seguenti proprieta:

o |wil|=...= |lwpa]| =1ewr,..., w1 € Ry 1(0K);
o Wy = (Wmis-- ) Wmm,0,...,0) con wpm >0perm=1,...,n—1;

e, se n > 3, tali che si abbia inoltre

2 2 2
.wm71+...+wm7m_1:17w <

m,m —

perm=2,....n—1;

e proviamo che & possibile scegliere il vettore w,, e la matrice ortogonale R,, € O(N)

in modo che per wq, ..., w, valgano le stesse proprieta con R,, al posto di R,,_1.
Consideriamo a tal fine ’ellissoide
Esz{u:(ul,...,uN)GRN:qs(u)gl}, e>0,

ove ¢. denota la forma quadratica definita da
ge(u) = L+ )" (uf 4+ +up ) + (Lt e+ (up + -+ uiy)
per ogni v = (uy,...,uy) € RN e osserviamo che risulta

|E.|=(14e) 3 (D (1 4eqe?) 7 (Nomtly, —

52 (N—n+1)(n—1)/2
= (1 >
( + 1+5) WN > WN

ove wy denota come al solito la misura della palla By (Esercizio 5.23).

Poiché la palla By ¢ 'ellissoide di volume massimo contenuto in K, essa ¢ anche
ellissoide di volume massimo contenuto in R,,_1 K e dunque l’ellissoide F. non puo
essere contenuto in R,_1 K. Esiste allora un vettore w, = (we1,...,ws n) tale che
we € E; e w: € O(R,,—1K) = R,—1(0K). Poiché w, € (R,,—1K) e By ¢ lellissoide
di volume massimo contenuto in R, 1K, il vettore w. non puo essere un punto
interno di By e quindi deve essere ||w.| > 1. Si ha allora

ge(we) <1< ”ws”2

da cui segue

ge(we) — Jlwe> _ 1+ —1
9 3

(w2 +--+wl, )+
(1+e+e)tm—1
e+ e?

per ogni € > 0. Per compattezza, fissata una qualunque successione £, — 07, la
corrispondente successione di vettori w., converge a meno di sottosuccessioni ad un

+(1+¢) (w2, + - 4wiy) <0
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vettore wo = (wo,1, ..., wo,n) € O(R,_1K) per il quale, passando al limite nelle due
disuguaglianze precedenti, risulta ||wg]| =1 e

(sokotr) (N—-n+1) (wgl 4o+ wg’nfl) +(1-N) (wgn + et wgyN) <0.

Effettuando ora un’opportuna trasformazione ortogonale @ € O(N) della forma

Q= (H"()—l 5/) . QeO(N-—n+1),
che lascia inalterate le prime n — 1 componenti dei vettori di RY, risulta
Qwo = (W01, Wo,n—1,Wnn,0,...,0)
per wy, , > 0 opportuno. Posto
Wp = (Wn 1. s Wnn,0,...,0) = Qo e R, =QR,_1 € O(N),

risulta w, € O(R,K) e ||w,| = 1. Inoltre, per la sua forma la trasformazione
ortogonale () non cambia la norma del vettore di R®~! formato dalle prime n — 1
componenti di wg né quella del vettore di RV "1 formato dalle ultime N —n + 1
componenti di wg. Conseguentemente, anche w,, verifica la disuguaglianza (x#x)
ovvero risulta

(N=n+1)(wi+-4ws_y)+(1-Nmw:<0

e da cio, tenendo conto che ||w,| = 1, si ricava
Wbl =1 -, <
’ ’ ’ N
Iterndo questo argomento N volte si determinano i vettori wy,...,wy di RN ela
matrice ortogonale R € O(N) con le proprieta elencate all’inizio.
Poniamo v, = R~w, (n=1,...,N) e verifichiamo che per i vettori cosi definiti
valgono le proprieta (a) e (b) della tesi.
Da v, = R~ w, € 0K segue |||v,]]| = 1 per ogni n per la definizione di K e questo
prova (a). Per provare (b), scegliamo una base {uy,,...,uy} di RY ortonormale
rispetto al prodotto scalare euclideo tale che sia u; = wy. Essendo R una matrice
ortogonale, per 1 <n < N e ty,...,t, € R si ha allora
Z tmUm|| = Z LW || =
1<m<n 1<m<n
1<m<n 1<m<n

1/2
< (t% +- +ti) / + Z [t [ — um || <
1<m<n
1/2
<11+ [ X lwm — (24 +12)%
1<m<n
Per m =1 si ha ||w; — u|| = 0 per la scelta di u; e per 2 < m < n risulta

2

m,m

(1 = Wmm)? =1 = 2Wp.m + wfnym <1- 2w72n’m + w?n’m =1-w
da cui segue
||U’m - UmH2 = U72n,1 +ot ’U72n,m—1 + (1 - U'm,?n)2 <
m—1

< U12n,1 +"'+U$n,m—1 + (1 —vfmm) < QT
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per la scelta dei vettori wy,...,wy. Si ha pertanto
1/2
m—1 1/2
> tavm|[ < 14| Y 25— (2 +-12) <
1<m<n 1<m<n
[ n(n—1 2 1/2
N P 5 ) (24 2) 2 = (N ) (124 12)"
per ogni t1,...,t, € Re 1l <n < N ove ¢(N,n) ¢ la costante definita da (skx). Da
Bi1 C K segue allora
2 2\1/2 2 o\1/2
tivr+ -+ tpvp € c(N,n) (8] +--t2) " BiCe(N,n) (t+---t2) " K
per ogni t1,...,t, € Reper 1 <n < N e questo prova (b). O

LEMMA 1.41. Sia X uno spazio normato sul campo K con dim X = 400 e siano
Cly---ycn >0 (n>1). Allora, esistono n vettori x1,...,x, € X tali che

(@) [lzml® = cm per 1 <m < n;

2
2 on

<4 Z llZml||? per ogni insieme F C {1,...,n}.
meF meF

(b)

DIMOSTRAZIONE. Sia n > 2 altrimenti € tutto ovvio e sia dapprima K = R.
Poniamo N = n(n — 1). Poiché X ha dimensione infinita, esistono N vettori line-
armente indipendenti y1,...,yxy € X e quindi la funzione

¢ una norma in RY. Per il lemma precedente esistono allora N vettori v, € RV
(m=1,...,N) di componenti v;, = (Up 1,...,Vm,N) € DOrma |||v,,||| =1 per ogni
m per cui risulta

Z tmUm

meF

1/2
g2<thn> ,  Fc{l,...,N}ecard(F)<n

meF

per la scelta di N. Posto
mm:\/cm(vm,lyl+"'+'Um,NyN)EXa m=1,...,n,

risulta
meHQ = cmvmayn + -+ Um’NyNHz = Cm”lvmm2 =Cm
perognim=1,...,ne
Z Im|| = Z vV Cm (Um,lyl +"'Um,NyN) =
meF meF
_ (z @vm> oot (z @vm> n -
meF 1 meF 1
1/2 1/2
= Z./cmvm §2<Z cm> :2(2 ||xm||2>
meF meF meF
per ogni insieme F' C {1,...,n} con ovvio significato dei simboli.

Questo completa la dimostrazione nel caso reale e il caso complesso segue da questo
poiché ogni spazio normato complesso € anche uno spazio normato reale. O
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DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 1.38). Siano n; (j > 1) gli elementi di una successio-
ne strettamente crescente di interi positivi tali che

1 .
Z cn < 525 Jj=>1,
n>n;+1

cosicché, posto ng = 0, risulta
1/2 1/2

SX a] = X o) +Xge

7=>0 n;+1<n<n;ii 1<n<n; j>1

e per il lemma precedente siano inoltre x, € X (n > 1) vettori tali che ||x,[|*> = ¢,
per ogni n e

2

(wrrrx) o wm|| <4 llzml?
mekr meF

per ogni insieme F' C {n; +1,...,n,41} e per ogni j.

Consideriamo ora un riordinamento {yi}r>1 di {z,}n>1 € denotiamo con o la
permutazione di Ny che lo definisce cosicché risulta yx = x,(x) per ogni k& > 1.
Fissato ¢ > 0, scegliamo jo = jo(e) > 1 tale che risulti

1/2

Z Z Cn <eg/2

JZjo \nj+1<n<n;ii

e scegliamo poi ko = ko(g) > 1 tale che ko > max {o~'(n): 1 <n < nj,} in modo
che la sommatoria
D

1<k<ko
includa tutti i vettori =, con indice n =1,...,n,,. Consideriamo quindi due interi
ko > k1 > ko e denotiamo con F = {o(k) : k1 <k < ky} l'insieme formato dagli
indici n degli elementi xz,, = yr per k1 < k < ko. Tale insieme ¢ finito e tale che
min F' > n;, + 1 cosicché si ha

F = U F; = U {n: neFenj—l—lgnSnjH}
Jj>Jjo Jj>Jjo
con ovvio significato dei simboli e quindi, tenuto conto che gli insiemi F}; sono
disgiunti e solo un numero finito di essi ¢ non vuoto, risulta

doow| =] D Tewl|| =20 | =
ki <k<ko k1 <k<ko ner
o DR IR I DB DI
Jj>jo \n€F; j>jo ||n€F;

Per (s##xx) e per la scelta della successione {n;}; si ha infine

Soow < DD | <

k1 <k<ko Jj2Jjo ||nE€F;
1/2 1/2
<2 > llwal? <2y > e <e
j=>jo \n€EF; JjZjo \nj+t1<n<n;iq
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Abbiamo cosi provato che per ogni e > 0 esiste kg = ko(g) > 1 tale che

ko > k1 > ko = Z yr|| <€
k1<k<kz

e questo conclude la dimostrazione. O

Alla luce del teorema di Dvoretzky—Rogers ¢ naturale chiedersi se per ogni successione
Zn € X (n > 1) 'implicazione

E x,, converge incondizionatamente = E lznl? < +o0.
n>1 n>1

sia vera. La risposta dipende dallo spazio X: € vera per alcuni spazi di Banach ma
falsa in generale (Teorema ?7 e ...). Osserviamo qui che in ogni caso I’esponente
due non puo essere migliorato. Prendendo

1
n — 5 P n > ]-7
nlog”(n + 1)
in Teorema 1.38, si ricava che ogni spazio di Banach X con dimensione infini-
ta contiene una successione di vettori {xn}nZI la cui serie associata converge
incondizionatamente e tuttavia risulta

Sl = +o0

n>1

per ogni € > 0.

Sommabilita e somme (non ordinate). Motivati da ..., estendiamo la nozione
di sommabilita e somma (non ordinata) alle funzioni a valori in spazi normati o di
Banach.

Dato X spazio normato su K, consideriamo un insieme (non vuoto) I e una funzione
x: I — X che rappresentiamo come un insieme indicizzato di vettori {x;};c;. La
serie generalizzata associata a {z;};esr che denotiamo con

g x5 o brevemente con E x;
icl i
& la successione generalizzata {sr}r delle somme parziali
Sp = E z;, F C I finito
i€F
indiccizzata lungo I'insieme filtrante dei sottoinsiemi finiti di 7. La funzione {x;}ics
si dice sommabile in X se la successione generalizzata {sg } p converge ad un elemento

x € X lungo l'insieme filtrante degli insiemi finiti di I: per ogni € > 0 esiste F. C I
tale che

F c Ny finitoe F, C F = ISF —z| <e.
In tal caso il limite = & la somma della serie generalizzata e si scrive come al solito
Z T; = XT.
il
I risultati seguenti riassumono le principali proprieta delle funzioni sommabili a

valori in spazi normati.

TEOREMA 1.42. Siano X uno spazio normato sul campo K e {x;}icr una funzione
sommabile in X. Allora,
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(a) per ognie >0 esiste F. C I finito tale che

FCIfinitoeFNF. =92 — <e¢;

S

icF

(b) UVinsieme {i € I : x; # 0} & (al pitt) numerabile.

La condizione (a) & 1'usuale condizione di Cauchy espressa nella forma di piccolezza
della coda della somma (non ordinata) e da (b) si ricava che la nozione di sommabilita
in spazi normati si riduce alla convergenza incondizionata di serie di vettori.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare solo (b). Per la condizione di Cauchy (a),
I'insieme {i € I : ||z;|| > €} ¢ finito per ogni € > 0 e quindi 'insieme

{iel:ai#0y=J{iel: ull>1/n}
n>1
¢ (al pitl) numerabile. O
Se X & uno spazio di Banach, la condizione di Cauchy del teorema precedente e

anche sufficiente per la sommabilita. Omettiamo la dimostrazione che & identica
alla corrispondente dimostrazione per le serie (teo:12.2:ci-cauchy).

TEOREMA 1.43. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e {x;};c1 una funzione
a valori in X. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) la funzione {x;}icr € sommabile in X.

(b) per ogni e > 0 esiste F. C I finito tale che

FCI finitoe FNF,. =92 — <e¢;

D i

i€l

Concludiamo questa parte osservando che, se {z;}icr e {yi}icr sono due funzioni
sommabili in X, anche le funzioni {z; + y; }icr € {Azi}icr (A € K) sono sommabili
in X e risulta

S mity) =D wm+d e Y A=A

iel iel iel iel iel

1.3. Convessita e completezza negli spazi normati

Esaminiamo in questa sezione il ruolo svolto dalla convessita e dalla completezza
nell’ambito della teoria degli spazi normati.

Il ruolo della convessita negli spazi normati si manifesta attraverso un insieme
di risultati che prendono collettivamente il nome di teorema di Hahn-Banach.
Questi risultati garantiscono l'esistenza di funzionali lineari continui in quantita
sufficiente per lo sviluppo di una ricca teoria della dualita. La versione del teorema
di Hahn—Banach che esaminiamo in questa parte € la cosidetta versione analitica
sull’estensione dei funzionali lineari continui.

La completezza degli spazi di Banach interviene in alcune delle principali proprieta
che sono all’origine dell’interesse per questo tipo di struttura e si manifesta frequen-
temente attraverso il teorema della categoria di Baire (Teorema 1-3.23). Illustriamo
in questa sezione queste proprieta nella forma del principio di uniforme limitatezza
e del teorema dell’applicazione aperta di Banach—Schauder.

Teorema di Hahn—Banach. Denotiamo in questa parte con X uno spazio
normato sul campo K € {R, C} evidenziando di volta in volta, quando necessario, i
risultati che valgono per una scelta specifica del campo K.
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TEOREMA 1.44 (H. Hahn—S. Banach). Sia X uno spazio normato sul campo K e
stano Moy C X un sottospazio e Ly € My un funzionale lineare limitato su M.
Allora, esiste L € X* tale che

(a) Lz = Loz per ogni x € My;

(b) 1L = [l Loll-
Nell’'uguaglianza in (b) la norma a sinistra ¢ la norma di L in X* e la norma a
destra ¢ quella di Lo in M.
Questo risultato prende il nome di versione analitica del teorema di Hahn—Banach
o di teorema di estensione di Hahn—Banach. Esso garantisce che ogni funzionale
lineare limitato definito su un sottospazio di X ammette un’estensione a tutto lo

spazio X che ¢ ancora limitata e che preserva la norma. L’estensione non ¢ in genere
unica (Esercizio 1.17).

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso in cui X € uno spazio normato
reale e supponiamo che sia Lg # 0 altrimenti non c’é nulla da provare.
Consideriamo quindi l'insieme M formato da tutte le coppie (M’,L") con M’
sottospazio di X e L' € (M’)* funzionale lineare limitato su M’ tali che

o MyC M';
o L'=LosuMye||L'| = [|Lol];
e muniamo l'insieme M dell’ordinamento parziale definito da
(M', L")y < (M",L") se M cM'eL =L"su M.

Per il teorema di massimalita di Hausdorff (Teorema I-1.5) esiste un sottoinsieme
totalmente ordinato M,.x di M che ¢ massimale rispetto all’inclusione. Essendo
M ax totalmente ordinato, I'insieme

M= J{M": (M',L') € Muax}

¢ un sottospazio di X contenente My e la funzione L: M — R definita da

Lx =Lz se (M',L") € Myax ez € M’
¢ ben definita. Inoltre, per lo stesso motivo L €& un funzionale lineare e risulta
L € M* con |L|| = ||Lo||- Infatti, per z € M con |z|| < 1, risulta € M’ per
qualche coppia (M’, L") € Mmuax e da cid segue

|La| = [L'z| < [|IL']| = || Lol
Quindji, il funzionale lineare L & limitato su M con ||L|| < ||Lo|| e da My C M e
L = Ly su My segue la disuguaglianza opposta e quindi 'uguaglianza || L|| = || Lo||.
Per completare la dimostrazione nel caso di X spazio normato reale resta solo da
provare che risulta M = X.
Essendo Ly # 0, possiamo ovviamente supporre che sia |L|| = ||Lo|| = 1. Supponia-
mo ora che risulti M # X e scegliamo quindi z¢ ¢ M. Avendo L norma unitaria,
per ogni x,y € M risulta
Lz — Ly =L(z —y) < |lz —y| < |lz — ol + lly — ol

da cui segue

Ay =Lz — ||z — ol < Ly + |y — zol| = By
per ogni x,y € M. Possiamo allora scegliere @ € R in modo che si abbia

sup{Ax: IEM}gaginf{By: yEM}
cosicché risulta in particolare

Lz — ||z — 2ol € @ < La + ||la — x|
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ovvero
|ILz —af < |z — |

per ogni € M. Mettendo ora —x/t con x € M e t # 0 al posto di z si ottiene

(%) |Lx + at] < ||z + txo|, xeM, t#0,

e la disuguaglianza cosi ottenuta vale anche banalmente per t = 0. Consideriamo
quindi il sottospazio M’ definito da

M':span{M,xo}:M@Rxoz{x—l—tmoz xEMetER}.

Ogni vettore 2’ € M’ ha cosl un’unica rappresentazione nella forma 2’ = x + txg
con z € M et € R. Definiamo allora L': M’ — R ponendo

L'x' = L'(x +txg) = Lz + at, 2 =x+trge M.
E chiaro che la funzione L’ cosi definita & un funzionale lineare su M’ tale che
L =1L"suM eda (x) segue L' € (M')* con ||L'|| <1 cosicché da L' = L su M
segue [ L[| > [|L]| = 1.
Se dunque fosse M # X, l'insieme M. U{(M’, L")} sarebbe un sottoinsieme
totalmente ordinato di M contenente M, .« in contraddizione con la massimalita di
M nax. Abbiamo cosi provato che risulta M = X e questo completa la dimostrazione
nel caso di X spazio normato reale.
Sia infine K = C e sia Ly € M* un funzionale C —lineare limitato su M. Allora, con
la terminologia e le notazioni di Proposizione 1.20, la sua parte reale Ag = Re(Lg) &
un funzionale R —lineare limitato su M con ||Ag|| = ||Lo||. Dalla dimostrazione del
caso reale segue allora I’esistenza di un’estensione A € X3 di Ag con ||Al| = ||Ao|| e
quindi, ponendo

Lz = Az — iA(ix), r e X,

si ottiene un funzionale C—lineare limitato su X che estende Lg e avente norma
L[| = [[All = [[Aoll = | Loll- O

Evidenziamo nei corollari seguenti alcune conseguenze del teorema di Hahn—Banach.

COROLLARIO 1.45. Sia X wuno spazio normato sul campo K e siano M C X un
sottospazio chiuso e xog € X \ M un vettore. Allora, esiste L € X* tale che

e Lz =0 per ogni x € M e Lxg = d(xo, M) > 0;
o L] =1

Equivalentemente, nelle stesse ipotesi esiste L € X* con ||L|| = 1/d(z¢, M) che si
annulla su M e vale Lxg = 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia d = d(xg, M) > 0. Poniamo
My =span{M,xo} = M & Rz
e consideriamo il funzionale lineare Lg: My — K definito da
Loz' = Lo(x + Axo) = \d, ' =x+xg € M.

Si ha allora Loz = 0 per ogni x € M e Loxg = d. Inoltre, per ogni vettore ' € M’,
' =x+Axg e M conx € Me\#0,da —x/)\ € M segue

[Lox’| = [Lo(z + Azo)| = [Ald < |A] - [lwo — (—2/A)[| = llz + Azo]| = [|/]]
e lo stesso accade ovviamente quando A = 0. Quindi, Ly ¢ un funzionale lineare
limitato su My con ||Lg|| < 1. Viceversa, per ogni x € M si ha
[Lollllz = zoll = [Lo(x — xo)| = d

da cui segue
|Lolld = || Lo| inf {||z — 2o : z € M} >d.
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Essendo d > 0, deve essere || Lg|| > 1 da cui segue ||Lo|| = 1. Estendendo Ly mediante
il teorema di Hahn—Banach si ottiene un funzionale lineare limitato L € X* con le
proprieta elencate. U

COROLLARIO 1.46. Siano X uno spazio normato sul campo K e xg € X un vettore
con xg # 0. Allora, esiste L € X* tale che Lxo = ||zl e || L|| = 1.

In particolare, il duale X* di X non si riduce al solo spazio banale {0} e contiene
funzionali lineari limitati in quantita sufficiente per separare i punti di X: se x; € X
(i =1,2) e x1 # x9, esiste L € X* tale che Lx; # Lxs. Inoltre, risulta

||| =sup{|Lz|: L e X*e|L|<1}, reX.
Sistemi di equazioni lineari. All’origine del teorema di Hahn—Banach vi e il

problema della risoluzione di sistemi lineari di equazioni in spazi normati. Per
illustrare questo legame, consideriamo il sistema di N equazioni lineari

aiLi+- - +al Ly =c

adLy+ -4+ ad Ly =

()

a}vL1+-~-—|—aAN/[LM:cN

nelle incognite Lq,..., Ly con coefficienti o’ € Kec, € K(m =1,...,M e
n=1,...,N). Denotate allora con {e; ...,ep} econ {e!, ..., eM} labase canonica
di KM e la sua base duale e con a1, ...,a, i vettori di componenti

ay,

a, 1 M M

an = . =ape;+---+a, ey €K7, n=1,...,N,
M
a"l’L

risolvere il sistema (%) equivale a determinare un funzionale lineare
L= (Li,....,La) = Lie' + - + Lare™ € (KM),

che assuma i valori La,, = ¢, per ogni n.

In uno spazio normato X di dimensione infinita, consideriamo un insieme di vettori
A di cardinalita arbitraria e un corrispondente insieme di scalari ¢, € K al variare
di a € A. In analogia con il sistema lineare (xx), la determinazione di un funzionale
lineare limitato L € X* per cui si abbia La = ¢, per ogni a € A puo essere allora
interpretata come la risoluzione di un sistema di equazioni lineari e tali equazioni
possono essere infinite se A é tale. Il teorema di Hahn—Banach stabilisce quando cio
sia possibile.

TEOREMA 1.47 (H. Hahn). Sia X wuno spazio normato sul campo K e siano A C X
un insieme di vettori e {c, : a € A} C K un corrispondente insieme di scalari.
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) esiste L € X* tale che La = ¢, per ogni a € A;
(b) esiste M >0 tale che

‘)\lcal + "'+)\ncan| S MH)\lal + +)\nan”
per ognim e per ogni A\1,..., A €K eay,...,a, € A.

In tal caso, si puo avere ||L|| < M.



1.3. CONVESSITA E COMPLETEZZA NEGLI SPAZI NORMATI 39

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo che (b) implica (a) poiché il viceversa &
ovvio.
Sia My = span (A) e, con ovvio significato dei simboli, siano
T =Majg+ -+ Ay, = Nal + -+ Aal,

due rappresentazioni di € My come combinazione lineare di elementi di A. Si ha
allora
|(Arca; + -+ Amca,,) — ()‘/1011’1 +e /\;zcai,,)‘ <

< M|[(Mag + -+ Amam) — (V@) + -+ Xal)|| =0
e quindi la formula

Loz = Micgy, + -+ Apca,, T =Aa1 + -+ Aa, € My,

definisce una funzione su Mj che risulta essere un funzionale lineare limitato su
My con norma || Lg|| < M. Estendendo Ly mediante il teorema di Hahn-Banach si
ottiene un funzionale lineare limitato L € X™* con le proprieta elencate in (a). O

Nel teorema precedente ¢ possibile scambiare il ruolo di X e di X* pur di restringersi
ad un numero finito di equazioni.

TEOREMA 1.48 (E. Helly). Sia X wuno spazio normato sul campo K e siano
Lq,...,L, € X* un insieme finito di funzionali lineari limitati e ¢y, ...,c, € K un
corrispondente insieme di scalari. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) esiste xp € X tale che Ly,xo = ¢y per ogni m;
(b) esiste M > 0 tale che
[Adrcr 4+ 4+ Anen| S M| ALy + -+ ALy |
per ogni A1, ..., A\, € K.
In tal caso, per ogni e > 0 si puo avere o = . con ||z.|| < M +e.

La dimostrazione del teorema precedente utilizza il seguente risultato di algebra
lineare.

LEMMA 1.49. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K e siano Ly, ..., L, € L(X,K)
e L € L(X,K) funzionali lineari. Allora,

L espan({Ly,...,Ln}) = ker(Ly) N ---Nker(Ly,) C ker(L).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare solo 'implicazione <= poiché il viceversa e
ovvio e possiamo inoltre supporre senza perdita di generalita che i funzionali lineari
Li,..., L, siano linearmente indipendenti.
Sia T € £(X ,K"1) Poperatore lineare definito da

Tz = (Liz,...,Lyx, Lz), e X.

Allora, (0,...,0,1) ¢ im(7T) e quindi im(7) & un sottospazio proprio di K"*!.
Conseguentemente esiste un funzionale lineare su K"*! che & non nullo ma che si
annulla su im(7") e quindi esistono n + 1 scalari A1,..., A, € K e A € K non tutti
nulli tali che risulti
M(Liz) 4+ -+ A (Lnx) — AM(Lz) =0, z € X,
da cui segue
ALz =M\ Liz+ -+ N\, Lz, e X.
Non potendo essere A = 0 poiché i funzionali lineari L1, ..., L, sono linearmente
indipendenti, risulta
Lx = (AM/XN)Lix+ -+ (A /A Ly, zeX,

e questo completa la dimostrazione. O
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DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 1.48). Occorre provare solo che (b) implica (a) poiché
il viceversa e ovvio.

Se € ¢;, = 0 per ogni m, la tesi vale banalmente con zy = 0 e quindi si puo suppore
che sia ¢, # 0 per qualche m cosicche deve essere L,, # 0 per lo stesso indice m.
Supponiamo dapprima che i funzionali lineari Ly, ..., L, siano linearmente indipen-
denti e proviamo che l'operatore lineare T' € £(X ,K") definito da

Tx = (Lix,...,Lyx), reX,

e suriettivo su K".
Seén=1,sihaT = L; con L; # 0 da cui segue im (7') = im (L1) = K. Se & invece

n > 2, essendo i funzionali lineari L, ..., L, linearmente indipendenti, per ogni
m=1,...,n esiste z,,, € X tale che
T € ﬂ ker (L) e T & ker (Lyy,)
j#m

(Lemma 1.49) cosicché per i vettori normalizzati wy, = Ty, /|| || risulta Tuy, = e,

per ogni m ove {e1,...,e,} denota come al solito la base canonica di K. Da questo
segue im (1) = K".

Essendo T suriettivo su K", si ha Tyo = (c1,...,¢,) per yo € X opportuno da cui
segue Ly, yo = ¢, per ogni m e da (c1,...,¢,) # (0,...,0) segue che deve essere

yo ¢ ker (L1) N ... Nker (Ly).

11 sottospazio Y = ker (L;) N ... Nker (L,) & chiuso e quindi esiste L € X* con
IL|| = 1 per cui risulta Lz = 0 per ogni z € Y e Lyy = d(yo,Y) (Corollario 1.45).
Da Y C ker (L) segue che risulta L = A\yL; + --- + A\, L, per \,, € K opportuni
(m=1,...,n). Si ha allora

d(yo,Y)=Lyo=| Y AmLmyo| =

= Y Amem| M| Y ApLn| =M|L| =M

1<m<n 1<m<n

e quindi per ogni € > 0 esiste z. € Y tale che ||yo—z:|| < M+-e. Ponendo z. = yo—ze,
risulta ||z.]] < M 4+ € e Lypxe = LYo = ¢ per ogni m e questo completa
la dimostrazione della tesi nel caso di funzionali lineari Lq,..., L, linearmente
indipendenti.

Supponiamo infine che, rinumerando opportunamente i funzionali lineari, per qualche
1 < m < n i funzionali lineari Ly, ..., L,, siano linearmente indipendenti e tali che

span{Lq,..., Ly} =span{Ly,...,L,}.

Si ha allora
Lk: Z )\k,ija k=1,...,’l’L,
1<j<m
per opportuni coefficienti A\, ; € K (j =1,...,me k =1,...,n) e, per quanto
provato in precedenza, fissato € > 0 esiste g € X con ||zo|| < M + ¢ tale che
Ljxo=cj per j =1,...,m. Si ha allora

Lkl'(): Z )\k’ij(EOZ Z )\k’jCj, k=17...,n,

1<j<m 1<j<m
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da cui segue

‘kao — Ck| = Z /\kJ’Cj — Ck S M Z )\k,ij - Lk =0
1<j<m 1<j<m

per ogni k e questo completa la dimostrazione. O

Principio di uniforma limitatezza. L’enunciato del principio di uniforme
limitatezza di Banach—Steinhaus € il seguente.

TEOREMA 1.50 (S. Banach—H. Steinhaus). Siano X uno spazio di Banach sul campo
K e Y wuno spazio normato sul campo K e siano T; € L(X,Y) (i € I) operatori
lineart limitati. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) sup || T = +oo;
iel
(b) esiste un insieme G € Gs(X) denso tale che

sup | Tiz|| = +oo, z € G.
iel

Nell’enunciato precedente la cardinalita dell’insieme degli indici I ¢ arbitraria.

Il teorema di Banach—Steinhaus ¢ abitualmente enunciato nella forma della alter-
nativa seguente: o la famiglia di operatori lineari limitati {7} };c; € uniformemente
limitata cioe risulta

sup || ;]| < M

iel
per qualche M > 0 oppure vale (b) cio¢ esiste un insieme G € G5(X) denso su cui
gli operatori T; non restano puntualmente limitati.

DIMOSTRAZIONE. Ogni funzione x € X — ||T;z|| (i € I) & continua e quindi la
funzione ¢: X — [0, 400] definita da

o(x) = sup || Tz, re X,
i€l

¢ semicontinua inferioremente (Corollario I-2.158) e tutti gli insiemi
Vo={z€X: o(x)>n}, n >0,
sono aperti. Procediamo ora a provare 'equivalenza tra (a) e (b).
(a) Se esistesse n > 0 tale che V,, non fosse denso, esisterebbero xg € X e r > 0 per
i quali si avrebbe V,, N B,.[z9] = @ e da cid seguirebbe
x € Bylxo) = o) <n = ITiz|| <n Viel.

Per ogni z € X con ||z|| < r si ha allora x = (z¢ + ) — xo con zg + = € B,[zo] €
—xo € By[zg] cosicché risulterebbe

[Tiz]| < | Tizoll + [[Ti(zo + 2)|| < [[Tiwoll +n < 2n

per ogni indice i € I e quindi si avrebbe ||T;|| < 2n/r per ogni i in contraddizione
con (a). Pertanto, tutti gli insiemi V;, sono densi in X e, posto G = (), Va,
laffermazione (b) segue dal teorema di Baire (Teorema 1-3.23).

(b) Sia G € Gs denso in X come in (b). Risulta allora
GC()Va

e quindi ogni insieme V,, € un aperto denso di X. Per ogni n esistono allora x,, € X
con ||zy|| <1 ey €I tali che ||T;, x| > n. Risulta quindi ||T;, || > n per ogni N e
questo prova (a). O
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COROLLARIO 1.51. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e Y uno spazio
normato sul campo K e siano T,, € L(X,Y) (n > 1) operatori lineari limitati tali
che la successione {Tpx}, converge per ogni x € X. Allora, posto

Tr= lim T,=, z € X,

n—-+oo

risulta
(a) T € L(X,Y);
(b) sup||T,| < +oc e ||T| < limJirnf | Tl
n n—-—+0oQ

Nel caso di operatori lineari limitati definiti su uno spazio di Banach la convergenza
puntuale ¢ dunque sufficiente a garantire la continuita del limite a differenza di
quanto accade per le funzioni non lineari.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che T € L(X,Y) e per il principio di uniforme limita-
tezza risulta | T, || < M per ogni n per qualche M > 0. Si ha allora

lz|| <1 — ITz|| = lim ||Thx| <limsup ||T,]| < M
n—-+4oo n——+oo

e da cio segue T € L(X,Y) con |T|| < M. Per provare la disuguaglianza in (b),
scegliamo una sottosuccessione {7}, }; tale che

| = liminf | T, | < +o0.
n—-+4oo

lim |7,
k—+oo

Si ha allora come prima

e <1 = Tzl = lim [|Tyxf < lim [T, | = liminf [T, |
k—+o00 k—+oo n——+oo
e questo prova (b). O

Teorema dell’applicazione aperta. L’altra importante conseguenza della com-
pletezza degli spazi di Banach che esaminiamo in questa sezione e il teorema di
Banach—Schauder o teorema dell’applicazione aperta.

TEOREMA 1.52 (S. Banach—J. Schauder). Siano X e Y due spazi di Banach sul
campo K e sia T € L(X,Y) un operatore lineare limitato tale che

im(T) =Y.
Allora, esiste 6 > 0 tale che
{y:lyll <o} c{Tz: ||z| <1}.
DIMOSTRAZIONE. Denotiamo per brevita con B, = B,(0) (r > 0) le palle aperte
di centro nell’origine in entrambi gli spazi di Banach e dividiamo la dimostrazione
nei passi seguenti osservando altresi che l'ipotesi di suriettivita di T interviene solo
nella dimostrazione del primo passo.
Passo 1: 36 >0 : B; C cl(T(By)).
Essendo T suriettivo, si ha
Y = T(By)
k>1
e quindi per il teorema di Baire (Teorema 1-3.23) esistono k > 1 e W insieme aperto
(non vuoto) tale che risulti
W Ccl (T(Bk)) .
Ogni punto di W & quindi il limite di una successione di immagini mediante 7" di
punti di By. Fissiamo ora yo € W e n > 0 tale che risulti B, (yo) C W. Per ogni
y €Y con [|y|| < n esistono allora due successioni {z};, {2} }; C By, tali che

. ! . 1 __ _
jETm Tx; =yo e jEI—&I-loo Txi =yo—vy.
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Posto z; = 2, — 2!/ € By, per ogni j, risulta allora

lim Tz; = lim Tx
Jj—+oo Jj—+oo

/ . " —
; —jgglooij =y —(Yo—y) =y
Abbiamo cosi provato che risulta
By, C ¢l (T(Bay))
e la conclusione segue per linearita prendendo 6 = n/2k.
Passo 2: per ogni y € B; e per ogni € > 0 esistono x,, € X (n > 1) tali che
€
o |z <1le |z < gnot Pern > 2;
€
o |Txy+---+Tx, —y <62—n per n > 1.

Siano y € Y con ||y|| < § e £ > 0 fissati. Per quanto provato al passo precedente,
esiste 1 € X tale che risulti
€
lzalf <1 e [|T2 —yll < 65

Riapplichiamo quanto provato al passo precedente al vettore 7, = 2(y — T'z1)/e
avente norma ||7,|| < d: esiste allora To € X tale che risulti

2
HEQH <1 e ng—g(y—Txl)

’ 8
<-.
-2

Ponendo z9 = €T3 /2 risulta
€
2
Iterando questo argomento si determina una successione {z,},>1 con le proprieta
cercate.

13
|22l < e Iﬂ%1+7wzfyngégg

Possiamo ora concludere la dimostrazione. Per y € Y con ||y|| < § e € > 0 fissati,
sia {x,, }» la successione ad essi associata dal passo precednete. La serie

>
n>1
converge allora assolutamente e, denotata con x la sua somma (Teorema 1.8), risulta
€
|MH<1+§:§;T:1+5
n>2
e Tx = y per continuita. Abbiamo cosi provato che risulta
Bs C T'(Bi+e) ovvero  Bj;14¢) C T(B1)

per ogni € > 0 e da

Bs = U Bé/(1+s) C T(Bl)
e>0
segue la tesi. O

In conseguenza della linearita, ogni operatore lineare limitato suriettivo tra spazi
di Banach ¢ un applicazione aperta e ogni operatore lineare limitato che sia al
contempo iniettivo e suriettivo ¢ automaticamente un isomorfismo.

COROLLARIO 1.53. Siano X eY spazi di Banach sul campo K e sia T € L(X,Y)
un operatore lineare limitato tale che

im(T) =Y.
Allora,
(a) T é un’applicazione aperta;
(b) se T ¢ iniettivo risulta T € Iso(X,Y).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Siano U C X un insieme aperto (non vuoto) e yo € T(U).
Esistono allora 29 € U e r > 0 tali che risulti Taxo = yo e Br(zg) C U ed esiste
0 > 0 tale che risulti

Bs(0) € T (B1(0))
(Teorema 1.52). Si ha allora per linearita

y € Brs(yo) = (y —yo)/r € Bs(0) C T'(B1(0))

e quindi per ogni y € B,s(yo) esiste z € B1(0) tale che Tz = (y —yo)/r da cui segue
T(zo 4+ rx) =y con xg + rx € B,(xg). Abbiamo cosi provato che risulta

By5(yo) C T (By(w0)) C T(U)
e quindi 7'(U) & un insieme aperto.
(b) Come prima, sia § > 0 tale che risulti

Bs(0) € T (B1(0)) .
Quindi, essendo T iniettivo, per ogni € X con ||z|| > 1 deve essere |[Tz| > § da
cui segue || Tz|| > d||z|| per ogni = € X ovvero
1Tyl < [lyll/s,  yeY.

poiché ogni vettore y € Y ¢ della forma y = T~ 'z per uno ed un solo z € X. [

Concludiamo questa parte esaminando alcune proprieta degli operatori lineari
limitati con rango chiuso che sono conseguenza del teorema dell’applicazione aperta.

TEOREMA 1.54. Siano X,Y due spazi di Banach sul campo K e sia T € L(X,Y)
un operatore lineare limitato con operatore quoziente Ty € L(X/ker(T),Y). Allora,

im(T') chiuso = Ty € Iso(X/ ker(T),im(T)).

DIMOSTRAZIONE. L’operatore lineare quoziente & biettivo da X/ ker(T") su im(7')
(Teorema 1.29—(b)). Essendo im(T") chiuso, la conclusione segue dal teorema
dell’applicazione aperta (Corollario 1.53). O

COROLLARIO 1.55. Siano X,Y due spazi di Banach sul campo K e sia T € L(X,Y)
un operatore lineare limitato. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) im(T) chiuso inY;
(b) esiste K > 0 con la sequente proprieta:
Vyeim(T) JzeX: Tex=ye |z < K|Tz|;
(c) esiste K >0 tale che
d(z,ker(T)) < K||Tx||, z e X.

DIMOSTRAZIONE. Se im(7") & un sottospazio chiuso di Y, operatore lineare quo-
ziente Ty € L(X/ker(T),Y’) € un isomorfismo di X/ker(T") su im(7T') per il teorema
precedente e (b) e (c) seguono entrambe dalla continuita di (7})~'.

Viceversa, se {y,}n ¢ una successione di elementi di im(7") che converge a y € Y,
da (b) o (c¢) segue che esistono vettori x,, € X tali che Tz, = y,, per ogni n che
formano una successione di Cauchy in X. Allora, z,, — « in X per n — +o0
per z € X opportuno da cui segue Tx = y per continuita e questo completa la
dimostrazione. g

Isomorfismi di spazi di Banach. Esaminiamo in questa parte alcune proprieta
degli isomorfismi tra spazi di Banach che sono conseguenza della completezza.

TEOREMA 1.56 (C. G. Neumann). Siano X uno spazio di Banach sul campo K e
T € L(E) un operatore lineare limitato con ||T|| < 1. Allora, idx —T € Iso(X).
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Qui idx € Iso(X) denota l'operatore lineare identitad di X ed il teorema di Von Neu-
mann garantisce che, per ogni perturbazione sufficientemente piccola T, 'operatore
lineare idx —7T ottenuto perturbando l’identita ¢ ancora un isomorfismo di X.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo ricorsivamente 70 = idy e T"+! = TT™ per ogni n > 0.

La serie

> 1

n>0
converge assolutamente (Teorema 1.13) e quindi, essendo L(X) uno spazio di Banach,
converge (Teorema 1.8). Siano S € L(X) la sua somma e S, (n > 0) le sue somme
parziali. Si ha allora

lim Sn (idX —T) =5 (idX —T)

n—-+oo

(Teorema 1.13) in L(X) e da
S, (idy =T) = idy —T™T1, n>0,

si conclude che deve essere S (idx —T') = idx poiché T™ — 0 per n — +oo in L(X).
Analogamente, da
lim (idx -T)S, = ({1dx -T)S

n—-+oo
in L(X) eda (idx —T) S,, = idx —T™"! per ogni n > 0, si conclude come prima che
¢ (idx —T) S = idx. Pertanto, I'operatore lineare (idx —T) & invertibile e risulta
(idx —T)"" = 8 € L(X). O

TEOREMA 1.57. Siano X eY due spazi di Banach sul campo K isomorfi tra loro
come spazi normati. Allora,
(a) se T €Iso(X,Y) e S e L(X,Y) sono tali che
IS =Tl < /1771,
risulta S € Iso(X,Y);
(b) Uapplicazione
T elso(X,Y) =T ' e L(Y, X)
e continua.
L’insieme Iso(X,Y") degli isomorfismi di X su Y & quindi aperto in L(X,Y).
DIMOSTRAZIONE. (a) Sia S come in (a) cosicché risulta
IS - T < 1.

Si ha allora

S=T—(T-8)=T|[idg—T"1(T - S)]
con idy =T~ YT — 8) € Iso(X,Y) (Teorema 1.56). Quindi risulta S € Iso(X,Y).
(b) Sia T € Iso(X,Y) fissato. Consideriamo S € Iso(X,Y") tale che

IS =T <1/IT~1).

~— —

Si ha allora
| < 1T~ T < 77| (IISJCII + 1T - Slllxll) ;. TEX,
e da cio segue

1
(e~ 1T =51) bl < lsall. wex,
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Prendendo x = S~!y con y € Y, si trova
171
[T=HIT = S|

IS~ yll < = lyll, ey,

da cui segue infine
|7~
[T=HIIT = S|
Per S € Iso(X,Y) scelto come sopra si ha allora
Strt=8"YT-8)T "

ST <
| ||_1_

da cui segue quindi

1712
T[T = Sl
per ogni S € Iso(X,Y) con ||T — S| < 1/||T~!| e questo prova ’asserto. O

A 1T =S

1.4. Duale, biduale e spazi riflessivi

Esaminiamo in questa sezione la relazione di dualita tra uno spazio di Banach e il
suo duale e le relazioni che intercorrono tra lo spazio stesso e il suo biduale inteso
come spazio di Banach dei funzionali lineari continui sul duale dello spazio.

Duale, biduale e spazi riflessivi. Sia X uno spazio normato sul campo K la cui

norma denotiamo con || - || e sia X* il suo duale. Conveniamo in questa sezione di
denotare gli elementi di X* con z* e di scrivere
(x*, z) = " (), reX,

per indicare il valore assunto dal funzionale lineare x* in z. Questa notazione

evidenzia la dualita dell’azione di X* su X e viceversa di X su X*.

Come abbiamo visto, il duale X* di X & uno spazio di Banach con la norma
||a:*||:sup{|<x*,9:>: :17€Xe||:17\|§1}7 x*e X,

e in maniera duale la norma degli elementi di X ¢ data da

(%) ol = sup {|(z*,2) : 2" € X" e [z <1}, z€X,

per il teorema di Hahn-Banach (Corollario 1.46).
Lo spazio duale di X* prende il nome di biduale di X e si denota con

X =L(X" K).
I suoi elementi sono i funzionali lineari continui sul duale X* di X che denotiamo

con x**.
Il biduale X** di X ¢ a sua volta uno spazio di Banach sul campo K con norma

||| = sup {|(z**,2*) : 2" € X" e [ja*]| <1}, e X
Per ogni € X la funzione Jxz: X* — K definita da
(Jxz,z") = (2", x), rre X¥,
€ un funzionale lineare su X* tale che
[(Ixz,2™)| = [ )| < lzll[la"], 2" e X"

Quindi, Jxz & un elemento del biduale X** tale che || Jxz|| < ||z||. Inoltre, per (x)
risulta

[Jxall = llzl, zeX.
L’applicazione Jx: X — X** cosi definita ¢ evidentemente lineare ed & quindi
un’isometria di X in X** che prende il nome di immersione canonica di X nel
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biduale. Inoltre, Jx (X) & un sottospazio chiuso di X** se e solo se X & uno spazio
di Banach.

Nel seguito scriveremo brevemente J in luogo di Jx ogniqualvolta sia chiaro dal
contesto quale sia lo spazio X di riferimento.

DEFINIZIONE 1.58. Sia X uno spazio di Banach sul campo K e sia Jx € L(X, X**)
I'immersione canonica di X nel biduale X**. Se risulta

IJx(X)=X*"
lo spazio di Banach X si dice riflessivo. O

Gli spazi di Banach riflessivi sono dunque gli spazi di Banach che sono isometricamen-
te isomorfi al biduale mediante I'immersione canonica. E importante sottolineare che,
affinché uno spazio di Banach sia riflessivo, & necessario che I'isomorfismo isometrico
dello spazio sul suo biduale sia proprio dato dall’immersione canonica: esistono
spazi di Banach isometricamente isomorfi al biduale che non sono pero riflessivi
([33])- Nel caso di uno spazio di Banach riflessivo X & consuetudine identificare il
biduale X** con X stesso.

Tutti gli spazi di Banach di dimensione finita sono riflessivi. Tali sono anche gli
spazi di Banach ¢, (1 < p < 4+00) mentre gli spazi di Banach ¢, ¢1 e £o, non sono
riflessivi (Esercizio 1.16). Ulteriori esempi sono discussi nel successivo Capitolo 2.
Sulle proprieta e il ruolo degli spazi di Banach riflessivi ritorneremo pit estesamente
in un paragrafo successivo.

Concludiamo questa parte esaminando la relazione tra separabilita dello spazio e
separabilita del duale.

TEOREMA 1.59. Sia X wuno spazio di Banach sul campo K. Allora,
(a) X* separabile = X separabile;

e, se X e riflessivo, si ha
(b) X separabile = X* separabile.

Se X non é riflessivo l'implicazione opposta in (a) puo essere falsa (Esercizi 1.12
e 1.16).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia D* = {z}}, un insieme (al pit1) numerabile e denso di
X* e per ogni n sia x,, € X tale che risulti
onll =1 e [, zn)| = [z /2.
Il sottospazio
D = spang ({%n }n)

di X formato dalle combinazioni lineari a coefficienti razionali degli elementi z,, €
numerabile e, se D non fosse denso in X, esisterebbe zj; € X* per il quale si avrebbe
llzgll =1 e (x5,d) =0 per ogni d € D
(Corollario 1.45). Scelta allora una successione {z;,, }; di elementi di D* tale che

Ty, — x4 in X* per k — +00, si avrebbe
2, 1/2 < Kap, s 2n)| < @, — 20, Tny)| + ({20, 20, )| =
= (25, — 70, 2n,)| <
< [l — zoll
per ogni k cosicché, passando al limite per k — 400, risulterebbe ||2§]| = 0 e cio &
assurdo.

(b) Essendo X riflessivo, anche il biduale X** & separabile e lo stesso vale per X*
per (a). O
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Annichilatori. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano A C X e A* C X*
due insiemi (non vuoti). Gli insiemi
At ={z*€ X*: (z",a) =0 per ognia € A};
LAY ={z € X : (a*,z) =0 per ogni a* € A*};
si dicono annichilatore di A e annichilatore di A* rispettivamente ed € consuetudine
scrivere brevemente xg e () per A = {x} (z0€ X) e A* = {3} (x5 € X*).

Chiaramente, gli annichilatori A+ e (A*) sono sottospazi di X* e X rispettivamente
e risulta

AL = (d(span (A))* e (A7) =" (cl(span (4"))

per ogni insieme A C X e A* C X* (non vuoti). Alla luce di questa osservazione, nel
seguito considereremo esclusivamente annichilatori di sottospazi e ne riassumiamo
le proprieta elementari negli enunciati seguenti.

PROPOSIZIONE 1.60. Siano X uno spazio normato sul campo K e M C X un
sottospazio di X. Allora,

(a) M+ ¢ un sottospazio chiuso di X*;

(b) M+ = [el(M)]*;

(¢) H(MF) = cl(M).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia J: X — X** I'immersione canonica di X nel biduale. Si
ha allora

Mt = m{ker(Ja:) cxeM}
e la conclusione segue da Teorema 1.17.

(b) Da M C cl (M) segue evidentemente [cl(M )]+ C M+. Viceversa, siano z* € M+
e x € cl(M) cosicché esiste una successione {z}, tale che x,, € M per ogni n e
Tn, — x per n — +oo. Si ha allora

(x*,z)y = ngrfoo@c ,Zn) =0

per continuita e da cid segue z* € [cl(M)]* ovvero M+ C [cl(M)]*.

(c) 1l sottospazio - (M=) & chiuso per (a) e contiene M per definizione cosicché
risulta cl (M) C +(M™). Viceversa, sia 2 € cl (M) cosicché per xf € X* opportuno
risulta (xf, z) = 0 per ogni = € cl (M) e (zf,zo) # 0 (Corollario 1.45). Pertanto, si
ha 2§ € [cl (M)]* e xg € L[(cl (M))1] da cui segue

[el (M) © (F[(cl(M))H]) -

Passando al complementare si ottiene + (M=) C cl (M) e questo completa la dimo-
strazione. O

PROPOSIZIONE 1.61. Siano X wuno spazio normato sul campo K e N* C X* un
sottospazio di X*. Allora,

(a) H(N*) & un sottospazio chiuso di X ;
(b) H(N*) =" [el(N9));
(e) [F(N*)]* D el (N¥).
Inoltre, se X ¢ uno spazio di Banach riflessivo si ha [-(N*)]* = cl (N*)

Se X non é riflessivo, 'inclusione in (c) puo essere stretta (Esercizio ?77?).
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DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo 'ultima affermazione, le dimostrazioni delle al-
tre sono del tutto analoghe alle corrispondenti dimostrazioni della proposizione
precedente.

Siha cl (N*) C [+ (N*)]* per (c) e supponiamo per assurdo che per qualche zj € X*
si abbia xf ¢ cl(N*) e x5 € [L(N*)]*. Si avrebbe allora (z}*,2*) = 0 per ogni
z* € cl (N*) e (x§*, x) # 0 per x3* € X** opportuno (Corollario 1.45). Essendo
X riflessivo, sarebbe Jxg = z§* per un opportuno zo € X e quindi le relazioni
precedenti diventerebbero (z*,z9) = 0 per ogni z* € cl (N*) e (x5, x0) # 0. Dalla
prima risulterebbe xo €1 [cl(N*)] e quindi dalla seconda seguirebbe zj & [tcl(N*)]+
che & assurdo. g

Operatore aggiunto. La nozione di aggiunto di un operatore lineare limitato
estende agli spazi normati di dimensione infinita la corrispondente nozione per
operatori lineari tra spazi euclidei di dimensione finita e la connessa nozione di
matrice trasposta.

Siano X e Y due spazi normati sul campo K e sia T' € L(X ,Y’) un operatore lineare
limitato. Per ogni y* € Y, la funzione

xeXw— (y,Tx)
¢ un elemento di X* che denotiamo con T*z* e che risulta definito dalla formula
() (T*y*,x) = (y*, Tx), z€X,

per ogni y* € Y*. La funzione T*: Y* — X™* cosi definita ¢ evidentemente lineare e
tale che

sup [|[T"y"|| = sup (sup |<T*y*,w>l> = sup (sup <y*7T$>|> =

lly=lI<1 ly*lI<1 \ll=[[<1 lly*ll<1 \ll=zll<1

llzll<t \[ly*lI<1 lzll<1

= sup ( sup <y*7Tw>|> = sup ||Tz|| = |[T].

Risulta dunque T* € L(Y™* X*) con || T*|| = ||T|| e la funzione che a T € L(X,Y)
associa T € L(Y™*, X*) ¢ a sua volta evidentemente lineare. Queste considerazioni
motivano la definizione seguente.

DEFINIZIONE 1.62. Siano X,Y spazi normati sul campo K e T" € L(X,Y) un
operatore lineare limitato. L’operatore lineare limitato T* € L(Y*, X*) definito da
(xx) si dice aggiunto o duale di T. O

La definizione di aggiunto ¢ illustrata nel diagramma commutativo di Figura 1.2—(a).
Riassumiamo le considerazioni iniziali sull’aggiunto nella proposizione seguente.

PRrROPOSIZIONE 1.63. Siano X,Y spazi normati sul campo K. Allora, la funzione
TeLX,Y)—»T'e L(Y", X¥)

¢ un isomorfismo isometrico di L(X,Y) in L(Y*, X*).
L’isomorfismo isometrico che associa T* a T non € in genere suriettivo, neanche con
X e Y spazi di Banach (Esercizio 1.22).
Siano X e Y due spazi normati sul campo K e T € L(X,Y) un operatore lineare
limitato e consideriamo 'aggiunto dell’aggiunto 7% € L(Y*, X*) di T o biduale di T
che denotiamo con
Denotate allora con Jx: X — X* e Jy: Y — Y** le immersioni canoniche di X e
Y nei rispettivi biduali, si ha

(T (Ixx),y") = (Ixx, T*y") = (T*Y*, z) = (y*, Tz) = (Jy (Tx),y")
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T

X ——— vy X ——— v
),
Tx v Jx ) Jy
K

(a) (b)
FIGURA 1.2. Azione di: (a) aggiunto T*; (b) aggiunto dell’aggiunto 7.

per ogni y* € Y* e x € X. Abbiamo cosi provato che risulta
(wx%) T Jx = JyT.

Pertanto, la restrizione di T** € L(X**, Y**) al sottospazio Jx(X) di X** estende
T nel senso che risulta

T x™ = JyTJy'a™, ™ e Jx(X),

ovvero il diagramma di Figura 1.2—(b) & commutativo. Nel caso di spazi di Banach
X e Y riflessivi, identificando X e Y con i rispettivi biduali X** e Y**, la relazione
(x%x) tra T** e T diviene con abuso di notazione T** = T. Riassumiamo queste
considerazioni nella proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 1.64. Siano X eY due spazi normati sul campo K con Jx : X — X**
e Jy:Y — Y™ immersioni canoniche di X e Y mnei rispettivi biduali e siano
T € L(X,Y) un operatore lineare limitato con biaggiunto T** € L(X** Y**).
Allora,

T Jx = JyT.

PROPOSIZIONE 1.65. Siano X ,Y |, Z tre spazi normati sul campo K e T € L(X,Y)
e S e L(Y,Z) due operatori lineart limitati. Allora,

(a) (ST)* =T*5*;
(b) (idx)* =idx-;
(c) se X eY sono spazi di Banach, si ha
T € Iso(X,Y) = T € Iso(Y™, X™)
nel qual caso risulta (T—1)* = (T*)~1.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo (c¢) poiché le altre affermazioni sono ovvie.

(c) Sia T € Iso(X,Y). Si ha allora idx~ = (idx)* = (TT~Y)* = (T~1)*T* da cui
segue che T* & iniettivo. Analogamente, da idx- = (idx)* = (T~T)* = T*(T~1)*
segue che T* ¢ suriettivo su X* e questo prova I'implicazione da sinistra a destra.
Viceversa, sia T* € Iso(Y™*, X*) da cui segue T** € Iso(X**, Y**) per quanto appena
provato. Da (xx) segue allora che T deve essere iniettivo e resta da provare che
T ¢ anche suriettivo su Y. Essendo Jx (X) un sottospazio chiuso di X** e T** un
isomorfismo, da (x**) segue che T(X) deve essere chiuso in Y. Se fosse T'(X) #Y,
si avrebbe (y&,Tx) = 0 per ogni x € X con yj # 0 per yj € Y* opportuno
(Corollario 1.45) da cui seguirebbe T*yf = 0 con y§ # 0 e cio contraddirebbe
I'ipotesi che T™ sia un isomorfismo. 0

Duale di sottospazi e di quozienti e spazi riflessivi. Siano X uno spazio di
Banach sul campo K e M C X un sottospazio chiuso. I duali di M e dello spazio
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quoziente X /M si possono descrivere mediante I’annichilatore M=+ di M: risulta
infatti
M*~X/M*+ e (X/M)*~M*

mediante isomorfismi isometrici come prova il teorema seguente.
TEOREMA 1.66. Siano X uno spazio di Banach sul campo K e M C X un sottospazio
chiuso. Allora,

(a) M* ¢ isometricamente isomorfo a X*/M=*;

(b) (X/M)* ¢ isometricamente isomorfo a M*.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che sia M # X altrimenti non c’e¢ nulla da provare

e conveniamo in questa dimostrazione di indicare esplicitamente lo spazio cui la
norma si riferisce scrivendo || - ||y per lo spazio Y di volta in volta considerato.

(a) Sia iy € L(M, X) operatore lineare di immersione di M in X definito da
iMy =y, Yey,
e sia %, € L(M*, X*) il suo aggiunto. Si ha
(iyz™,y) = (2% iny) = (2%,y), Y€y,

per ogni 2* € X* e quindi 7}, coincide con I'operatore lineare che ad ogni z* € X*
associa ’elemento di M* definito come restrizione di z* a M. Si ha allora

o [liall = llinell = 1

e im(i%,) = M* e ker(i},) = M*.
Infatti, la prima affermazione segue da Proposizione 1.63 e la suriettivita di i}, &
conseguenza del teorema di Hahn—Banach mentre la rimanente affermazione segue
da

r*eker(ily,) = (iyaty) =%y =0 VyeM <= z*cM™’.

Pertanto, Uoperatore lineare quoziente (i},); € L(X*/M=*, M*) indotto da i}, & un
isomorfismo di X*/M* su M* (Teorema 1.54) e dunque resta solo da provare che
(¢37)4 € un’isometria.
A tal fine osserviamo che si ha (i%,)s[z*] = i%,(z* + y*) per ogni y* € M+ e per
ogni [z*] € X*/M=. Si ha allora

@Dl lare = llihs (@ +y") lare < 2" + o7 x-
per ogni y* € M+ da cui segue ||(i5,)s[z*]|[ar= < [|[2*]|x+/ar2- Viceversa, fissato
[#*] € X* /M, per il teorema di Hahn-Banach esiste Z* € X* tale che * = z* su
M e |T%|x+ = it (x*)|| s~ (Teorema 1.44). In particolare risulta z* —z* € M+
da cui segue

Izl are = inf {J|2* = y*[|x- = y* € M} <

<lo* = (@ =) lx- = 17" x= = len (@) are = N1 @as) e[zl ar
e questo completa la dimostrazione.
(b) Sia m € L(X, X/M) la proiezione canonica di X sul quoziente X/M. Proviamo
che I'aggoiunto 7* € L((X/M)*, X*) di 7 & un isomorfismo isometrico di (X/M)*
su M+,
Proviamo dapprima che risulta im(7*) = M=. Per ogni L € (X/M)* si ha

reM = 0=(L,n(x)) = (n"(L),x)

e quindi 7*(L) € M~ da cui segue im(7*) C M. Viceversa, per ogni x* € M~ si
ha M C ker(a*) per definizione e quindi 2* induce un funzionale lineare quoziente
(x*)y € (X/M)* tale che (z*)ym = «* (Teorema 1.29). Si ha allora 7*(z*); € X* e

(r* (@) 2) = (@), 7(@)) = (a"2),  wEX.
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Risulta quindi 7*(z*); = 2* per ogni z* € M+ ovvero M+ C im(7*) e questo prova
I’asserto.
Infine, per ogni L € (X/M)* si ha

l7* (L)l x+ = sup {[{n* (L), ) : ||| <1} =
=sup {[(L,7(z)) : flal <1} =
=sup {[(L, [«]) : |[=]ll <1} = [[Llx/an)-
(Teorema 1.27— (b)) e questo prova che 7 & un’isometria di (X/M)* su M~. O

Nella parte restante di questo pragrafo sviluppiamo alcune considerazioni sulla
riflessivita di sottospazi e quozienti di spazi riflessivi.

TEOREMA 1.67. Siano X eY due spazi di Banach sul campo K isometricamente
isomorfi. Allora,

X riflessivo = Y riflessivo.

DIiMOSTRAZIONE. Conveniamo in questa dimostrazione di denotare con Jx e Jy le
immersioni canoniche di X e Y nei rispettivi biduali.

Sia quindi T € Iso(X,Y’) un isomorfismo di X su Y. Allora, anche T* € L(Y™ X*)
e T** € L(X*,Y**) sono a loro volta isomorfismi di Y* su X* e di X** su Y**
rispettivamente (Proposizione 1.65—(c)) e quindi da T**Jx = Jy T segue che Y &
riflessivo quando X e tale e viceversa. O

TEOREMA 1.68. Siano X wuno spazio di Banach riflessivo sul campo K e M C X
un sottospazio chiuso. Allora,

(a) M é riflessivo;
(b) X/M é riflessivo.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo anche in questa dimostrazione con Jx, Jy e Jy le
immersioni canoniche di X, Y e M nei rispettivi biduali.

(a) Procedendo come nella dimostrazione di Teorema 1.66—(a), denotiamo con
im € L(M , X) Doperatore lineare di immersione di M in X e con i}, € L(M*, X*) il
suo aggiunto che, come osservato, ad ogni x* € X* associa ’elemento di M* definito
come restrizione di x* a M.

Consideriamo inoltre i}; € L(X** Y**), l'aggiunto dell’aggiunto di ips. Fissato
y** € M** risulta ¢3;y*™* € X** e quindi, essendo X riflessivo, si ha i}jy*™ = Jxx
per x € X opportuno.

Se fosse x ¢ M, per il teorema di Hahn—Banach si avrebbe (z*,y) = 0 per ogni
y € M e (x*,x) # 0 per un certo z* € X* (Corollario 1.45). Per tale x* si avrebbe
y* = i32* = 0 da cui seguirebbe

0= (" y") = (W ina") = (iay™,2") = (xa,a") = (2%, 2) # 0

e cio e assurdo. Poniamo quindi y = x € M.
Poiché risulta im(i3,) = M™* come provato nella dimostrazione di Teorema 1.66 —(a),
per ogni y* € M* si ha i},2* = y* per 2* € X* opportuno da cui segue come prima

W™ y7) ="y
per ogni y* € M™* e per ogni * € X* tale che ij,2* = y*. Da ipy = y segue allora
(™ y") = (@ y) = (@, iny) = (2™, y) = (¥, y)

per ogni y* € M*. Abbiamo cosi provato che risulta y** = Jy;y e dall’arbitrarieta
di y** in M** segue la conclusione.
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(b) La dimostrazione di questa parte utilizza il successivo Teorema 1.69: uno spazio
di Banach ¢ riflessivo se e solo se il suo duale & tale?. Si ha allora

X riflessivo = X riflessivo = M riflessivo
per Teorema 1.69 e per (a). Essendo (X/M)* isomorfo a M+ (Teorema 1.67), anche
(X/M)* & riflessivo e lo stesso vale per X/M. O

TEOREMA 1.69. Sia X uno spazio di Banach sul campo K. Allora,
X riflessivo = X riflessivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia X riflessivo e sia z*** un elemento del biduale di X*. La
funzione
re X~ (", Jx)

¢ lineare e continua e quindi esiste z* € X* tale che risulti
(x*, x) = (™", Jx), z e X.
Si ha allora
<Jxax*> = <$*7 £E> = <.’E***, J$>, T e X7
e, essendo X riflessivo, 'uguaglianze del primo e dell’ultimo termine si riscrive nella
forma
<x**’w*> — <$***7x**>7 x** e X**

da cui segue x*** = Jx*. Per 'arbitrarieta di z*** il duale X* risulta riflessivo.

Sia ora X* riflessivo. Per (a), il biduale X** ¢ riflessivo cosicché anche il suo
sottospazio chiuso J(X) & tale (Teorema 1.68—(a)) e lo stesso vale quindi per X
(Teorema 1.67). O

Teorema del rango chiuso. Nuclei e immagini di un operatore lineare e del suo
aggiunto sono legati da relazioni che generalizzano quelle ben note in dimensione
finita per i sistemi lineari di equazioni: se A € M™*" ¢ una matrice, il sistema
Ax = a ha soluzione per ogni a € R™ se e solo se il sistema trasposto omogeneo
A*y = 0 ha come unica soluzione y = 0 in R™.

TEOREMA 1.70. Siano X e Y due spazi normati sul campo K e sia T € L(X,Y)
un operatore lineare limitato con aggiunto T* € L(Y*, X*). Allora,

(a) ker (T) = [im (T%)];
(b) ker (T*) = [im (T)];
(€) [ker (D] > el (im (T*));
(d) *[ker (T*)] = cl (im (T)).
Inoltre, se X ¢ riflessivo si ha [ker (T)]* = cl (im (T*)).
DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha
z€ker(T) <= (y*,Tx)=0 Vy €Y~
= (T*y*,2) =0 Vy* €Y* = zct[im(T")).
(b) Si ha
y* € ker(T*) < (T"y",2)=0 VzeX
— (" Tr)=0 VreX < y*c[im(T)]".
4 La dimostrazione di Teorema 1.69 utilizza solo la parte (a) della dimostrazione di Teore-
ma 1.68 che andrebbe quindi spezzato collocando (b) come corollario a valle del teorema successivo.

I due enunciati (a) e (b) sono qui riuniti in un unico teorema solo per ragioni di unitarieta e
omogeneita dell’enunciato.
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(c) Per (a) e Proposizione 1.61—(c) si ha

[ker(T)]* = [*(im(T*)]*F D cl(im(T*)) .
(d) Per (b) e Proposizione 1.60—(c) si ha

Lker(T*)] =* [(m(T))*] = el(im(T))

Infine, I'ultima affermazione segue da (c) e dalla corrispondente affermazione di
Proposizione 1.61. O

TEOREMA 1.71. Siano X e Y due spazi di Banach sul campo K e T € L(X,Y) un
operatore lineare limitato con aggiunto T* € L(Y*, X*). Allora, le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

(a) im (T) chiuso inY;

(b) im (T™) = [ker(T)]*;

(¢) im (T*) chiuso in X*

(d) im(T) == [ker (T*)].
Questo teorema caratterizza gli operatori lineari limitati con rango chiuso e prende

appunto il nome di teorema del rango chiuso. Tutte le implicazioni con ’esclusione
di (a) = (b) valgono in effetti per spazi normati.

DIMOSTRAZIONE. Occore evidentemente provare solo che (a) implica (b) e che (c)
implica (d).
(a) = (b). Proviamo dapprima che risulta
[ker(T)]* C im (T*).

Consideriamo a tal fine z* € [ker(T)]* e osserviamo che per y € im(T) e x; € X
tali che Tz; =y (i = 1,2) si ha 1 — 29 € ker(T') da cui segue (z*, 1) = (x*, z2).
Pertanto, la funzione L: im(T) — K definita da

Ly = (z*,x), yeim(T)eTz =y,

¢ ben definita e lineare. Inoltre, per ogni y € im(7T') e per € X con Tz = y oppor-
tuno si ha

Lyl = (27, 2) < Kll2" ||| T] = K[|yl
(Corollario 1.55). Per il teorema di Hahn-Banach (Teorema 1.44) esiste allora
y* € Y* tale che y* = L suim(T) e ||L|| = |ly*||. Si ha allora
Ty z) = (¥, Tr) = L(Tx) = (2", x)

per ogni x € X. Risulta quindi 2* = T*y* € im(T™*) e questo prova ’asserto.
Viceversa, sia z* € im(T™) e sia y* € Y* tale che T*y* = z*. Si ha

x € ker(T) = (x*, 2y =(T"y",z) = (y*, Tz) =0
da cui segue x* € [ker(T)]* e questo completa la dimostrazione di (b).

(¢) = (d). Supponiamo dapprima che il rango im(7") di T sia denso in Y. Allora,
T* risulta iniettivo (Teorema 1.70— (b)) e quindi, avendo T™* rango chiuso per ipotesi,
si ha

ly*l < KTy, y" €im(T7),
per K > 0 opportuno (Corollario 1.55—(b)). Proviamo ora che, denotate come
al solito con B, = B,(0) le palle aperte con centro nell’origine (r > 0) e posto
0 =1/K > 0, risulta

(3xx%) {: ||lz]| <6} Ccd({Tx: |z] <1}).
come nella dimostrazione di Teorema 1.52. A tal fine, poniamo per brevita
C=cd({Tz: |z| <1})
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e consideriamo yo € Y\ C. L’insieme C & chiuso e si verifica facilmente che & anche
convesso. Per il teorema di separazione dei convessi (Teorema 4.54—(b)®) esiste
allora yj € Y* con y§ # 0 tale che
Re ({49, 0)) = sup Re ((yg, y)) -
yel

Si ha allora

1 * ko k *

wwoll 1Tyl = sup Re((T"yg, 2)) =

=<1
= sup Re((yy, Tx)) =

llzll<1

= SlelgRe(@S,y)) < Re((yg,%0)) < llyslllvoll
Yy

e da y} # 0 segue ||yo|| > 1/K = §. Abbiamo cosi provato che risulta
weY\C = wll =0

e questo prova (x##%). Siamo quindi nella stessa situazione della dimostrazione di
Teorema 1.52 e ragionando come nel Passo 2 di tale dimostrazione si conclude che
risulta

{y: llyll <o} c{Tz: |z| <1}
da cui segue im(7T") =Y per linearita. Questo prova (d) nell’ipotesi aggiuntiva che
im(7T) sia denso in Y.
Supponiamo quindi che im(7") non sia denso in Y e, posto Yy = cl(im(7')), denotiamo
con Ty € L(X,Y)) Poperatore lineare T' pensato come operatore lineare da X in Yy
e con T € L(Yy, X™) il suo aggiunto e proviamo che im(7*) ¢ chiuso in X*.
Osserviamo a tal fine che per il teorema di Hahn-Banach (Teorema 1.44) gli elementi
del duale Y di Y sono le restrizioni a Yy degli elementi di Y* ovvero si ha

¥ = i e v)
e che risulta
(T35 (Wy,) s ) = (y* Ta) = (T"y",x),  z€X,
ovvero
Ty (yy,) =Ty, y eY™
Pertanto, 15 agisce sulle restrizioni a Yy degli elementi di Y* come T™ agisce sulle
estensioni stesse. Analogamente, risulta

ker(T3) = {yl*Yo tyte Y*}.
Alla luce di queste considerazioni, fissati yo € Y e 2§ € ker(Tf), siano y* € Y* e
z* € ker(T™*) due estensioni di y; e zj rispettivamente. Si ha allora
lyo — zoll < lly™ — 27|
da cui segue
d(yg, ker(T)) < d(y* ker(T™)) < K[|T*y*|| = K[| Tgys|l
per K > 0 opportuno (Corollario 1.55).

Abbiamo cosi provato che im(7;) & chiuso in X* cosicché, per quanto provato nel
caso precedente, risulta im(7Tp) = Yy da cui segue

im(T) = im(Tp) = Yo = cl(im(7T)) =" [ker(T4)]
per Teorema 1.70—(d). O
5 La dimostrazione del teorema qui utilizzato (Teorema 4.54) non usa nessun risultato che

dipende dai risultati di questa parte. La sua dimostrazione ¢ solo posticipata per convenienza alla
successiva Sezione 4.3 per utilizzare la terminologia introdotta in tale sezione.
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Come ricordato all’inizio per i sistemi lineari in dimensione finita, il teorema del rango
chiuso si traduce in un teorema di esistenza per 'equazione Tx =y (T € L(X,Y) e
yeyY):

= VyeY doeeX:Tx=y.

im(T) chiuso
T* iniettivo

Riassumiamo questa osservazione e quella per I'equazione duale T*y* = z* nei due
enunciati seguenti omettendo la dimostrazione della seconda.

COROLLARIO 1.72. Siano X e Y due spazi di Banach sul campo K e T € L(X,Y) un
operatore lineare limitato con aggiunto T* € L(Y*, X*). Allora, le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

(a) im(T) =Y;

(b) esiste K >0 tale che |ly*|| < K||T*y*|| per ogni y* € Y*;

(c) ker(T*) = {0} eim(T*) chiuso in X*.
DIMOSTRAZIONE. (a) Da im(T) =Y segue ker(T*) = {0} (Teorema 1.70— (b)) e
quindi (b) si riduce a una riformulazione di Corollario 1.55— (b).
(b) Si ha ker(T*) = {0} e im(7T™*) & chiuso in X* per Corollario 1.55.
(c) Tl rango im(7T) risulta chiuso in Y (Teorema 1.71) e da ker (T*) = [im (T')]*
(Teorema 1.70 (b)) segue I'asserto. O

COROLLARIO 1.73. Siano X e Y due spazi di Banach sul campo K e T € L(X,Y) un
operatore lineare limitato con aggiunto T* € L(Y*, X*). Allora, le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

(a) (1) = Y,
(b) esiste K >0 tale che ||z|| < K||Tx| per ogni x € X;
(c) ker(T) = {0} e im(T) chiuso in X.

Uniforme convessita. Sia X uno spazio normato sul campo K e sia || - || la sua
norma. Se per ogni 0 < € < 2 esiste § = d(¢) > 0 tale che risulti

m+y’

el =Nyl =telz—-yl=ze = <1-6

la norma || - || di X si dice uniformemente convessa o rotonda e la funzione
T4y

d(s)zinf{l— ;

si dice modulo di convessita della norma.

L’uniforme convessita della norma esprime una proprieta geometrica della palla
unitaria: se muoviamo un segmento di lunghezza ¢ mantenendo gli estremi sul bordo
della palla unitaria, il suo punto medio rimane nella palla di raggio 1 — § per § > 0
opportuno. La palla unitaria ¢ quindi “rotonda” e in particolare il suo bordo non
contiene segmenti.

Se X ¢& uno spazio normato la cui norma ¢ uniformememente convessa, per estensione
anche lo spazio X si dice uniformemente convesso anche se 'uniforme convessita e
a tutti gli effetti una proprieta della norma e non della topologia di X come risulta
dall’esempio seguente.

:|x||=||y|=1e|x—y|ze}, 0<e<o,

EsEMPIO 1.74. Nello spazio euclideo K" (n > 2)

(a) la norma euclidea || - || & rotonda®;

6 Anche le altre norme || - ||, (1 < p <= 0o e p # 2) di K" sono uniformemente convesse
(Corollario 2.47).
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(b) le norme | - ||, per p=1 e p = oo (Esercizio 1.2) non sono rotonde.
Anche le altre norme | - ||, (1 < p <= oo e p # 2) di K" sono uniformemente
convesse
(a) Siha
lz +yl* + llz = yl* = 2(l=* + lyl*), @,y €R",

per l'identita del parallelogramma e quindi risulta

4

per ogni x e y con ||z|| = |ly|]| = 1. Essendo la funzione /1 + ¢ concava per ¢t > —1,
si ha

2
22 B
") <

VIFE<1+4t/2, t>-1,
cosicché, essendo ||z — y||?/4 < 1 per ogni x e y con ||z|| = ||ly|| = 1, risulta
Tty
2

per gli stessi z e y. La norma euclidea di K™ e quindi rotonda con modulo di
convessita d(g) = £2/8.

1
<1— |z —yl?
< 8IIx yl|

(b) Sia {e1,...,en} la base canonica di K". Per p =1 e per z = ¢j, e y = e con
h # k risulta |lep|1 = |lex|1 =1 e

llen — exll = 2 le
e quindi la norma || - ||; di K™ non puo essere rotonda. Analogamente, per p = co e

per x =ep +ep ey =ep —eg con h # k risulta |lep £ eglloo =1 €
[(en +ex) — (en — ex)lloo = 2[lenlloc = 2;

[[(en + ex) + (en — ex)llp
2
e quindi neppure la norma | - ||oo puod essere rotonda. O

= llenlloc = 1;

TEOREMA 1.75 (D. P. Milman-B. J. Pettis). Sia X uno spazio di Banach sul campo
K con norma uniformemente convessa. Allora, X é riflessivo.

DIMOSTRAZIONE. Sia x§* € X** con ||z§*|| = 1 un elemento del biduale fissato.
Per ogni n > 1 sia x}, € X* un funzionale lineare tale che

lepll=1 e [zg"zp)l=1—-1/n
e, per il lemma di Helly (Teorema 1.48) applicato ai funzionali lineari z7,..., a2,

sia z,, € X un vettore tale che
{ [on| < 141/n;

(x5 ar )y =(x), ,xn), m=1,...,n.

Si ha allora
1=1/n < (25" 2p)| = 25, za)| <2l <1+1/n

per ogni n cosicché risulta

im g =1

e inoltre, per n > m > 1 risulta

*

(@, wn) = (20", 25) = (T3 Tm)

da cui segue

1
o) 2(1- ) S 2aiah = oo+ 20)| < o+ ]
m
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per ogni n >m > 1.
Proviamo che la successione {z,}, & di Cauchy. Se cosi non fosse, esisterebbero
€0 > 0 e due successioni di interi {my}r e {nrp}tr conl <my <ng <mg <ng < ---
per i quali risulterebbe

|Zn, — Tm,. || > €0, kE>1.
Supposto ||Zm, || > 0 e ||n, || > 0 per ogni k, si avrebbe
‘ 1 1

[Znell 2m | [ | [

definitivamente cosicché, denotato con dg = dp(g0/2) > 0 il ¢ associato a £¢/2 dalla
uniforme convessita della norma, si avrebbe

Ty, Ty,

1 U [, || = €0/2

H > (s — |~ ||xnk||—\

T, T,
[l llem,l

definitivamente. Per ogni k si ha come prima

< 2(1 = dy)

1

[ Zm

+

[Znl llzm

e quindi, tenuto conto di (skskskk), risulterebbe

[ + @my || < [l

T, T, ‘
ol

| +]

1
# g -1 o
N A

2 < limsup ||z, + Tm, || < 2(1 = do)
k— o0
che e evidentemente assurdo.
Abbiamo cosl provato che la successione {x, }, ¢ di Cauchy. Sia quindi zg € X tale
che x, — 20 in X per n — +o00. Si ha ||zg]| =1 e da

(T, 2n) = (20" 27,)  n=m,
segue
<$:n ’ l‘0> = <l‘3*, x;fn>
per ogni m.

Abbiamo cosi provato che esiste zg € X tale che
[zoll = 1;
(sessttonor)
(5, 20) = (20", 27,), n=1;

e proviamo che tale 2 & unico. Sia infatti z{, € X un altro elemento di X con le
stesse proprieta. Da

(@}, w0 +a0) = 2(ag", 27),  n=>1
segue
2 (1 - ;) <2z, i) = Kah xo + 2g)| < |lwo + x|
per ogni n che implica [[z¢ + 25| = 2. Essendo X uniformemente convesso, deve

essere To = xj.
Resta infine da provare che risulta

* koK *
<$ ,1‘0> = <$0 » L >
per ogni x* € X*. Consideriamo a tal fine * € X* con ||2*|| = 1 e 2™ # ¥ per ogni
n. Ripetendo le considerazioni precedenti con i funzionali lineari {z*, 7, x5, ...}, si
trova x, € X per cui valgono le proprieta di (ss###%x%) oltre a
* I\ ok *
<.’L‘ 7$0> - <.’L‘0 » L >
Per 'unicita di zp deve quindi essere xf, = xo. Abbiamo cosl provato che risulta
Jxg = xf* per ogni z5* € X** con ||x*|| = 1 e questo conclude la dimostrazione. [
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L’esempio seguente mostra che la conclusione del teorema di Milman—Pettis non
puo essere invertita: esistono spazi di Banach riflessivi che non ammettono alcuna
norma uniformemente convessa equivalente.

EseEmMPIO 1.76. Lo spazio di Banach
HEK ) (1 <p<+00)
di Esercizio 1.18 ove ogni K™ & munito della norma del massimo

Il = max {bm|, b= (b1,....bn) €K,

¢ uno spazio di Banach riflessivo che non ammette alcuna norma uniformemente
convcessa equivalente.

Infatti, ogni spazio K™ é riflessivo indipendentemente dalla norma scelta poiché ha
dimensione finita e quindi anche £,({K"},,) & tale per 1 < p < 400 (Esercizio 1.18).

Supponiamo per assurdo che |||- ||| sia una norma uniformemente convessa equivalente
alla norma naturale di ¢,({K"},) definita da
1/p
lzll, = { D llz@)P |,z e 6K ).
n>1
e osserviamo che, pur di riscalare la norma ||| - |||, possiamo supporre che si abbia
mllzlly <[zl < llzllp, =€ fEK ),

per 0 < m < 1 opportuno’. Ricaveremo una contraddizione provando che esistono
successioni T, € £,({K"},) (n > 2) tali che

o |||Z,]]] <1 per ognin > 2;

® nll)rfoo [Znllp = +o0.

A tal fine, alla luce di Esercizio 1.22, denotiamo con

0(g) = inf {1 -
il modulo di convessita della norma ||| - ||| e per ogni n denotiamo con
X, ={z € (,({K"},) : z(m) =0 per m # n}

il sottospazio di £,({K"},) isomorfo® a K™. Per n > 2 consideriamo i due elementi
¥ € X,, definiti da

Tty
2

el = llyll < Le flz— il > } 0<c<2,

xi(n) = (0'1, ey On—1, :l:].)
con o, € {+, —}. Indipendentemente dalla scelta dei segni o1,...,0,_1, si ha
1= [lz(n)]| = llz*[lp > [ll=*]]
ext(n)—az"(n)=(0,...,0,2) da cui segue |[|zT —z~||| > m|jzT — 2|, = 2m con
0 < 2m < 2. Conseguentemente risulta
4 + -
T caaem o SOEEO g o)

Per n = 2, scegliamo o1 = + e definiamo T € X5 ponendo
1
T2(2) = ————,0
cosicché risulta [|Z2||| < 1.

7 Non pud essere m = 1 poiché la norma || - ||, non & uniformemente convessa
8 Isometricamente isomorfo a K" rispetto a || - ||
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Per n > 3 ripetiamo due volte I’argomento precedente scegliendo dapprima ¢,,_1 = +

e poi 0,,_1 = — cosi da definire due elementi
n zt+a”
YT oM = s(2m)]
tali che

o yreXnellyFll <1

o0 T +1
o 0= (i b )

Come prima si ha

da cui segue
2m

ly™ =yl = mlly™ =y~ [lp = mlly™(n) =y~ (n)]| = T=om) = 2™

Sty ) _ (o 5 o
2 1—=6(2m)" "1 -46(2m) "’
Per n = 3, scegliamo o1 = + e definiamo T3 € X3 ponendo

% = ([ samp )

cosicché risulta |||Zs]|] < 1.
Tterando (n — 1) —volte questo argomento, per ogni n > 2 si determina un elemento
T, € X, tale che

_ _ 1
IIZalll <1 e Tp(n) = ([1—5(2m)]”1’0"”’0)'

_ N 1
L2 @l = ml[Znll, = T—o@mp 1 "< 2,

e cio ¢ assurdo. ]

Conseguentemente risulta
y"t+y”
2

J<-om

Si ha cosi

Esercizi

1.1. Siano X uno spazio normato e Y C X un sottospazio. Provate che
(a) se Y & chiuso e g € X \ Y, allora Z = span (Y 4 z) & un sottospazio
chiuso;
(b) se Y ha dimensione finita, allora Y & un sottospazio chiuso®.

1.2. Provate che

(a) non esiste alcuno spazio di Banach X avente dimensione (algebrica)
numerabile;

(b) per ogni numero cardinale « esiste uno spazio normato X con dimen-
sione (algebrica) dim X = a.

9 Questo fornisce una dimostrazione alternativa di Corollario 1.23.
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1.3. Sia (X,] - ||) un’algebra di Banach con unita u. Provate che esiste una norma
Il - ]| equivalente a | - || tale che risulti |||ul|| = 1.

1.4. Siano (X, -||x) e (Y| - |ly) spazi normati sul campo K € {R,C}. Provate
che

(a) le funzioni

» »\1/P
(el +lwl% ) 1< p<+oo
max {||z]|x, lylly} p=+o0

[z, ), = (z,y) € X x Y,

sono norme equivalenti in X x Y;
(b) se X eY sono spazi di Banach, anche X x Y con le norme || - ||, ¢ tale.

1.5. Sia X uno spazio normato non completo. Provate che esiste uno spazio di
Banach X ed un operatore lineare T € L(X , X) tale che

(a) T & un’isometria di X in X;

(b) imT & denso in X.

1.6. Siano (X, | - ||x) uno spazio di Banach e ¥ un sottospazio di X munito di una
norma || - ||y con le seguenti proprieta:

(@) llyllx < Cllylly per ogniy € Y;

(b) lanorma y € Y — ||y|ly & semicontinua inferiormente in X;

(c) per ogni z € X si ha:

e lim y, =xin X;
n—-+o0o

reY <<— J{y.}nCY:
{wa} o sup [lgaly < +oc.

Provate che (Y, || - ||y) € uno spazio di Banach.
1.7. Siano X uno spazio normato, Y uno spazio di Banach e T,, € L(X,Y) (n > 1)
una successione di operatori lineari limitati da X in Y tali che

e || T,|| < M per ogni n per qualche M > 0;

e esiste un insieme D denso in X tale che {T,,d},, converge per ogni
deD.

Provate che {T},,x}, converge per ogni x.

1.8. Siano X uno spazio normato sul campo K e M C X un sottospazio chiuso di

X e sia X/M lo spazio vettoriale quoziente. Provate che la funzione
]llx/ae = inf {[le +yll: ye M},  [2] € X/M,

¢ ben definita e risulta essere una norma su X /M.

1.9. Siano X uno spazio di Banach e
(+) S
n>1

una serie di vettori di X (z, € X per n > 1). Provate che le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(a) la serie (x) converge incondizionatamente;
(b) lim supq Y [(a% @) 2t € X e [2¥]| <15 =0;

m——+oo
n>m
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(c) E Any converge per ogni successione {Ap, }n>1 € oo;
n>1

(d) Z on Ty converge per ogni scelta dei segni oy, € {4, —};
n>1

(e) E Ty, converge per ogni successione strettamente crescente {ny}i>1.
k>1

La condizione in (e) corrisponde a richiedere che tutte le sottoserie di (x) convergano.
1.10. Siano X e Y spazi di Banach e sia T' € L(X,Y’) un operatore lineare limitato
con le seguenti proprieta:
e T iniettivo da X in Y;
e im(7) denso in Y.
Allora, vale la seguente alternativa: o (i) im(7") = Y’; oppure (ii) im(7") & di prima
categoria in Y.
1.11. Siano X e Y spazi di Banach e T' € £(X,Y) un operatore lineare. Provate
che T ¢ limitato se e solo se il grafico
INT)={(z,y) eXxY:y=Trez e X}
€ chiuso in X x Y. Questo risultato prende il nome di teorema del grafico chiuso.
1.12. Siano ceo, ¢ € ¢, (1 < p < +00) gli spazi normati di Esempio 1.2. Provate
che
(a) Coos co €€y (1 < p < 400) sono spazi di Banach;
(b) ¢ € co sono separabili;

(c) £, (1 <p < +00) & separabile ma £, non ¢ separabile.

1.13. Sia K C ¢, (1 < p < +00) un insieme. Provate che K & compatto se e solo se
e K ¢ chiuso;
* SUP{|Z‘m\ cx={xp}n € K} < 400 per ogni m > 1;

e per ogni € > 0 esiste ng = ng(e) > 1 tale che

r={ap}tn€ K = Z |zn|P <e.

n>ngo

1.14. Provate che lo spazio di Banach ¢4 e il suo sottospazio ¢y (Esempio 1.2)

(a) sono isomorfi come spazi Banach;

(b) non sono isometricamente isomorfi.

1.15. Sia {y, }, una successione di elementi di K e siano 1 <p < +ooel < g < 400
esponenti coniugati. Provate che

(a‘) Z YnTyp CONVErge per Ogni {xn}n € Co - {yn}n S Zl;
n>1

(b) Z Yn &y converge per ogni {x,}, € £, = {Yntn € {4
n>1

1.16. Provate che
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(a) il duale ¢ di ¢g si identifica con ¢1: per ogni funzionale lineare limitato
L € ¢} esiste una e una sola successione y = {yn }» € ¢ tale che

Lz = Zynxna T = {xn}n € Co,
n>1
e per tale y si ha ||L|| = ||lyl1;
(b) il duale di ¢; si identifica isometricamente con £4.: per ogni funzionale

lineare limitato L € £ esiste una e una sola successione y = {yn }n € loo
tale che

Lz = Zynmn, x={xp}n € 4,
n>1
e per tale y si ha ||L|| = ||y]loo;

(c) se 1 < p,q < +oo sono esponenti coniugati, il duale di ¢, si identifica
isometricamente con {;: per ogni funzionale lineare limitato L € £}
esiste una e una sola successione y = {yy }n € ¢, tale che

Lz = Zynxn, x={xn}n € Lp,
n>1
e per tale y si ha [|L]| = [|y[lq;

(d) il duale di ¢o non si identifica con ¢;: esiste L € £%, che non & della
forma

Lx = Zynxn, x=A{xn}n € oo,

n>1

per alcuna successione y = {yn }n € 1.

1.17. Costruite un funzionale lineare limitato definito su un sottospazio di #; che
ammetta infinite estensioni di eguale norma a tutto ¢;.

1.18. Siano B, (n > 1) spazi di Banach sul campo K e siano

t({Bn}n)

conl <p<+ooe

co({Bn}n) {x: Ny — Un B, : z(n) € B, per ognin e ngrfoo lznll = O} ;

z: Ny — U B, : z(n) € B, per ogni n e Z zn|” < Jroo};
n

n>1

low({Bntn) = {a:: N, — U B, : z(n) € B, per ogni n e sup ||z,|| < +oo}
n n>1

per p = oco. Provate che

(a) co({Bn}n) € £,({Bn}n) (1 < p < +00) con le operazioni e le norme

naturali denotate con || - ||, || - |lp e || - |loo SOnO spazi di Banach;
(b) se ogni B, ¢ separabile, co({Bn}n) € lp({Bn}n) (1 < p < +00) sono
separabili;

(c) se 1 <p < +4ooel<qg<+oo sono esponenti coniugati, il duale di
L,({Bn}n) si identifica isometricamente con £4({B}:}r);

(d) se ogni B, ¢ riflessivo, £,({By}) ¢ riflessivo per 1 < p < +oc.
1.19. Sia X = ¢p o X = ¢;. Costruite una successione di insiemi F}, (n > 1) chiusi
e limitati (non vuoti) con le seguenti proprieta:

e F,,+1 C F, per ogni n;
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tale {F},}, non tende ad F nella metrica di Hausdorff di X.

1.20. Metodi di convergenza sommabilita.

1.21. Bla, bla, bla ...

1.22. Provate che non esiste nessuna funzione continua e suriettiva da L(K, ¢g) su
L(c§, K*).

1.23. Sia X uno spazio di Banach sul campo K con norma || - || uniformemente
convessa e sia

5(e) = inf{

il suo modulo di continuita. Provate che per ogni 0 < ¢ < 2 risulta
Tty ‘

x+y
2

:||x||—||y||—1e||x—y||zs}, 0<c<2,

el =lyl <lelz—yll2e =

<1-46(e).




CAPITOLO 2

Spazi funzionali

Questo capitolo & dedicato all’esame delle due principali famiglie di spazi fun-
zionali: gli spazi di Banach di funzioni continue e gli spazi L, di funzioni di
potenza p integrabili rispetto a una fissata misura positiva. Di tali spazi esa-
mineremo le principali proprieta: densita di sottoclassi particolari e separabilita
(teorema di Stone—Weierstrass), caratterizzazione degli insiemi compatti (teoremi
di Ascoli-Arzela e Kolmogorov—Riesz) e descrizione analitica dei rispettivi duali
(teoremi di rappresentazione di Riesz).

2.1. Spazi di funzioni continue

Vari tipi di spazi vettoriali di funzioni continue e limitate definite su uno spazio
topologico hanno in modo naturale una struttura di spazio di Banach in aggiunta
alla struttura topologica associata alla topologia della convergenza puntuale. Intro-
duciamo in questa sezione i due principali esempi di questi tipi di spazi di Banach:
gli spazi di funzioni continue su uno spazio topologico di Hausdorff compatto e gli
spazi di funzioni continue su uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
che si annullano all’infinito. Di tali spazi esaminiamo le principali proprieta con
particolare riguardo alla caratterizzazione degli insiemi compatti e alla separabilita.

Spazi di Banach di funzioni continue. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff
compatto e sia K il campo dei numeri reali o complessi. A meno di casi banali
(X finito), U'insieme C(X) delle funzioni continue f: X — K da X a valori in
K contiene funzioni continue non costanti in grande quantitd (Teorema 1-2.190)
ed & evidentemente una sottoalgebra con unita dell’algebra commutativa B(X)
delle funzioni limitate su X con le operazioni definite puntualmente. Nel seguito
utilizzeremo lo stesso simbolo C'(X) senza distinguere traicasiK=Re K =Ce, in
assenza di un’esplicita indicazione diversa, tutti i risultati che vedremo valgono senza
modifiche per entrambi i casi. Solo quando necessario, scriveremo esplicitamente
C(X,R) per risultati che valgono solo nel caso reale.

L’insieme C(X) delle funzioni continue su uno spazio topologico di Hausdorff
compatto ¢ quindi un’algebra normata con unita con la norma della convergenza
uniforme

Ifle =sup{|f(2)]: z€ X},  feC(X),
e una successione di funzioni continue {f,}, risulta convergente a f in C(X) se e

solo se {fn}n ¢ uniformemente convergente a f su X:

lim f,=fin C(X) = lim f, = f uniformemente su X.
n—+oo n——+oo

Con la stessa dimostrazione di Teorema 1.9 si prova che, se X & uno spazio topologico
di Hausdorff compatto, C'(X) & un’algebra di Banach.

TEOREMA 2.1. Sia X wno spazio topologico di Hausdorff compatto. Allora, C(X)
con la norma || - ||, € un’algebra di Banach commutativa con unitd sul campo K.

65



66 2. SPAZI FUNZIONALI

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare la completezza, essendo le altre affermazioni
ovvie e, a tal fine, & sufficiente provare che C'(X) & un sottospazio chiuso di B(X)
(Teorema 1.9).

Siano dunque f, € C(X) (n > 1) e f € B(X) funzioni tali che f,, — f in B(X)
per n — +oo e proviamo che anche f appartiene a C(X). Fissato ¢ > 0, sia
ng = no(e) > 1 tale che risulti

n>ng = |fo—fllu<e/3
e sia U € U(xp) un intorno di xq tale che risulti
zeU = |fn0(37>_fno(.’)30)|§5/3

Per ogni = € U fissato si ha allora

[f (@) = f(zo)| < (@) = fao ()] + [fng (€) = Frg (x0)| + | fuo (x0) = f(0)| <
< fno = ullu + [fng () = Frg (20)] + [ frg = fllu <
<e/3+¢e/34+¢/3=¢

e quindi f risulta continua in xg. Per larbitrarieta di zg, risulta f € C(X) e questo
completa la dimostrazione. O

Se X & uno spazio topologico di Hausdorff non compatto, C(X) pud contenere
funzioni illimitate (Esercizio I-3.7) e questo preclude la possibilita di renderlo uno
spazio normato con la norma della convergenza uniforme considerata prima. Quando
in particolare X & uno spazio di Hausdorff localmente compatto, consideriamo in
luogo di C'(X ) i suoi sottospazi vettoriali

={f € C(X): supp(f) compatto} ;
) {f € C(X): f ha limite all’infinito} ;
X)={f€eC(X): f tende a zero all’infinito} ;
X)={f€eC(X): ulimitata};

formati dalle funzioni continue a supporto compatto, dalle funzioni continue che
hanno limite o si annullano all’infinito e dalle funzioni continue e limitate rispettiva-
mente (Sezione I-2.5). Se X ¢ uno spazio di Hausdorff localmente compatto ma non
compatto e oo denota il punto all’infinito della compattificazione di Aleksandrov
(Teorema 1-2.199), si ha (Teorema 1-2.201)

f € Cux(X) = feC(X)eHzlin;Of(x)eK
feCy(X) = feC(X)ezlggof(z):o.
Come ¢ noto, le funzioni di C.(X), Co(X) e Coo(X) sono limitate e quindi risulta
Co(X) CCp(X) CCux(X) CCp(X) C C(X)

e tutti questi spazi coincidono quando lo spazio topologico X & compatto ma sono
in genere tutti diversi tra loro se invece X ¢ uno spazio di Hausdorff localmente
compatto ma non compatto, anche se vi sono spazi di Hausdorff localmente compatti
ma non compatti per i quali risulta Coo (X) = Cp(X) = C(X) e Co(X) = Cp(X)
(Esercizio 77).

Gli insiemi C.(X), Co(X) e Cy(X) sono sottoalgebre dell’algebra commutativa
B(X) delle funzioni limitate su X e risultano prive di unita quando X & localmente
compatto ma non compatto (Esercizio 2.1). Anche in questo caso utilizzeremo gli
stessi simboli C.(X), Co(X) e Cp(X) per entrambi i casi K=R e K = C e, salvo
diversa esplicita indicazione, tutti i risultati che vedremo valgono senza modifiche
per entrambi i casi.
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Quando X & uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto, anche Cy(X)
risulta essere un’algebra di Banach.

TEOREMA 2.2. Sia X wuno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto.
Allora,

(a) Co(X) con la norma || - ||. € un’algebra di Banach commutativa sul
campo K;
(b) C.(X) é denso in Cy(X).

DIMOSTRAZIONE. (a) E sufficiente provare la completezza, essendo le altre afferma-
zioni ovvie e, a tal fine, ¢ sufficiente provare che Cp(X) & un sottospazio chiuso di
B(X) (Teorema 1.9).

Siano dunque f,, € Cop(X) (n > 1) e f € B(X) funzioni tali che f,, — f in B(X) per
n — 400 e proviamo che anche f appartiene a Cy(X). Con la stessa dimostrazione
di Teorema 2.1 si prova che f & continua cosicché resta solo da provare che f si
annulla all’infinito. Fissato e > 0, sia ng = ng(e) > 1 tale che risulti

n > ng = [ fn = fllu < /2
e sia K. C X un insieme compatto tale che risulti
xe X\ K, = | fro ()] < /2.
Per ogni z € X \ K. fissato si ha allora
|F(@)] < [fno (@) + (@) = fro (@) < [fro (@) + (| fro = fllu <€/24+¢/2=¢

e quindi f € Cyo(X) e questo completa la dimostrazione di (a).

(b) Siano f € Cyp(X) e € > 0 fissati e sia K. C X un insieme compatto tale che
risulti

re X\ K. = |f(x)] <e.
Scelta allora una funzione ¢, € C.(X) (reale) che interpola tra l'insieme compatto
K. e X (Teorema 1-2.190), sia f. = ¢.f. Risulta allora f. € Co(X) e ||fe — fllu <€
e questo prova l’asserto. O

EsempIO 2.3. (a) Sia I un insieme infinito. Allora I munito della topologia discreta
€ uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto ma non compatto. I
corrispondenti spazi normati C(I) e Co(I) formati dalle funzioni z: I — K
(continue) che hanno limite o che si annullano all’infinito si denotano con

Coo(I) = {x ={2;}ier : 3 lim xi};
1— 00
co(I) = {J; ={x;}ier: lim z; = 0} :
1—> 00
e in particolare per 7 = N si ha Coo (N4 ) = coo(Ny) = co € Co(Ny) = ¢o(Ny) = ¢
(Esempio 1.2—(c)).
(b) Sia U # RY un insieme aperto (non vuoto). Allora U con la topologia euclidea

€ uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto ma non compatto le
considerazioni che abbiamo svolto sopra si applicano in particolare agli spazi

Ce(U) ={f € C(U) : supp(f) compatto}

Co(U)={f€C(U): f tende a zero all’infinito} .
Quando U # RY, per le funzioni f € Cy(U) si usa la terminologia di funzioni nulle
al bordo. Infatti ogni funzione f € Cy(U) ¢ uniformemente continua (Teorema ?7?)

e quindi ammette un’unica estensione continua alla chiusura cl(U) di U la quale
risulta nulla sui punti di oU. O
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Teorema di Stone—Weierstrass e separabilita. Sia X uno spazio topologico
di Hausdorff compatto. Esaminiamo in questa parte il problema di determinare
sotto quali condizioni una sottoalgebra di C(X) ¢ densa in C(X). 1l risultato
principale in questa direzione ¢ il celebre teorema di Stone-Weierstrass che ha come
conseguenza la densita dei polinomi nello spazio di Banach delle funzioni continue
su un sottoinsieme compatto di R e la separabilita dello stesso spazio. Anche in
questa parte utilizzeremo gli stessi simboli C'(X) e C.(X) per entrambi i casi K = R
e K = C salvo specificare la scelta di K ove necessario.

Il punto di partenza per questa indagine ¢ il seguente teorema di Stone relativo
alla densita di un reticolo di funzioni nell’algebra C'(X ,R) delle funzioni continue a
valori reali su uno spazio topologico di Hausdorff compatto X.

TEOREMA 2.4 (M. H. Stone). Sia X uno spazio topologico di Hausdorff compatto e
sia L un sottospazio di C(X) = C(X,R) (reale) tale che

(a) u,vel = min{u,v}, max{u,v} € L;

(b) per ognix,y € X, x #y esiste u € L tale che u(x) # u(y);

(c) le funzioni costanti u.(x) = ¢, x € X (c € R) appartengono a L.
Allora, L é denso in C(X,R).

Il sottospazio £ ¢ quindi un reticolo di funzioni di C(X ,R) che separa i punti di X
e che contiene le funzioni costanti.

LEMMA 2.5. Nelle ipotesi di Teorema 2.4, per ogni coppia di punti x,y € X e per
ogni scelta dei numeri reali a,b,c € R esiste u € L tale che

. u(z) =a
e = {U(y) =b;
e =y = u(z) =uly) =c.

DIMOSTRAZIONE. Nel caso x # y possiamo scegliere per I'ipotesi (b) del teorema
una funzione v € £ tale che risulti v(x) # v(y). Posto allora a = v(z) e 8 = v(y)
con « # f3, consideriamo la funzione definita da

u(z) = sv(z) +t, z € X,
con s,t € R la quale appartiene a £ per (c). Poiché risulta o # 3, possiamo scegliere
s e t in maniera tale che risulti
u(z) =sv(x)+t=sa+t=a
u(y) =sv(y)+t=s8+t=0>
e questo prova l'asserto nel primo caso. Il secondo caso x = y € conseguenza diretta
dell’ipotesi (c). O
DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 2.4). Sia u € C(X) e sia € > 0 fissato. Per ogni
coppia di punti ,y € X esiste una funzione v, € L tale che
Uay(z) =u(z) e vay(y) = uly).
Per ogni z,y € X esiste allora un intorno aperto U, € U(y) di y tale che risulti
Uy () = u(x) e Ugy(2) < u(z) +e, Vz € Uy,

e per compattezza esiste allora un insieme finito di punti yq,...,y, di X tale che
risulti

X =Ugy, U+ UUyy,.
Posto allora

Vp = min {va1 PRI 7UfL’yn} ?
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risulta v, € £ per (a) e per ogni punto z € X si ha

2=x = Vg, (@) =ulz) Vm = vy(z)=u(x);

z#c = dm: z€ Uy, = 03(2) < gy, (2) Sulz) +e.
Abbiamo cosi provato che per ogni punto z € X esiste una funzione v, € £ con le
seguenti proprieta:

v (z) = u(x) e vp(2) <wu(z)+e VzeX.
Per ogni x € X esiste allora un intorno aperto U, € U(z) di x tale che risulti
vg(x) = u(x) e v (2) > u(z) —e, Vz e U,

e, come prima, per compattezza esiste un insieme finito di punti xq,...,z di X
tale che risulti
X =Uz, U---UUy,.
Posto allora
v =max {Vy,..., Vg, },

risulta v € £ per (a) e per ogni punto z € X si ha

Fh: v(z) =vg,(2) = v(2) =0, (2) <u

Jh: z€U,, = v(z) > vy, (2) >u

(2) + e
(z) —e.

Abbiamo cosi provato che per la funzione v € £ si ha |v(z) — u(z)| < € per ogni
z € X e questo completa la dimostrazione. O

Possiamo ora provare il teorema di Stone—Weierstrass.

TEOREMA 2.6 (M. H. Stone-K. Weierstrass). Sia X wno spazio topologico di
Hausdorff compatto e sia A una sottoalgebra di C'(X) tale che

(a) per ogni xz,y € X, x #y esiste f € A tale che f(x) # f(y);
(b) le funzioni costanti f.(z) = ¢, v € X (c € K) appartengono a A;

e, qualora sia K = C, tale anche che
(c) feA — fFe A
Allora, A é densa in C(X).

La dimostrazione del teorema di Stone—Weierstrass utilizza un caso particolare del
classico teorema di approssimazione polinomiale di Weierstrass (Teorema 7.26 in

[53])-

TrEOREMA 2.7 (K. Weierstrass). Sia f: [a,b] - K (—o00 < a < b < +00) una fun-
zione continua. Allora, per ogni € > 0 esiste un polinomio p.: R — K tale che

sup [pe(t) — f(t)| <e.

t€la,b]
Nel linguaggio che abbiamo sviluppato ’algebra delle restrizioni a un intervallo
chiuso e limitato dei polinomi a valori reali o complessi ¢ densa nello spazio delle
funzioni continue a valori reali o complessi definite sullo stesso intervallo.

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 2.6). Proviamo dapprima il teorema nel caso in cui
A sia una sottoalgebra dell’algebra reale C(X) = C(X,R) che verifica le ipotesi (a)
e (b).

La chiusura cl(A) di A ¢ una sottoalgebra reale di C(X,R) che verifica le ipotesi (b)
e (c) del teorema di Stone (Teorema 2.4). Inoltre, per ogni coppia di numeri reali
a,b € R risulta

la=bl—(a—b)

min{a,b} =b—(a—b)" =b 5 ;
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la —b] + (a —b)

max{a,b} = (a—b)T +b= 5

+ b;
e quindi, supponendo di aver provato che risulti
() u € cl(A) = |u| € cl(A),

si conclude che Dalgebra cl(A) verifica anche I'ipotesi (a) del teorema di Stone
(Teorema 2.4). Conseguentemente risulta cl(A) = C(X,R) e da cid segue la tesi.
Per provare (), consideriamo allora u € cl(A) e scegliamo a,b € R con a < b tali che
risulti u(X) C [a,b]. Per il teorema di approssimazione polinomiale di Weierstrass
(Teorema 2.7) per ogni £ > 0 esiste un polinomio reale p.: R — R tale che risulti

p=(t) —|t] <e,  tela,b],

da cui segue
p-ou(a) — u(@)|| <e,  weX,
con pe ou € cl(A) per ogni € > 0. Risulta quindi |u| € cl(A) e questo completa la
dimostrazione nel caso reale.
Passiamo quindi a considerare il caso in cui A & una sottoalgebra dell’algebra
complessa C(X) = C(X,C) che verifica le ipotesi (a), (b) e (c).
Si ha
{Re(f) c f E.A} = {Im(f) : fe€ A}

poiché risulta

u=Re(f) con feA = u=TIm(if) con if € A,

v=Im(f) con f e A = v =Re(—if) con —if € A;
e 'insieme

A" ={Re(f): fe A} ={Im(f): f e A}

cosi definito risulta essere una sottoalgebra reale di C'(X ,R). Infatti, per ogni coppia
di funzioni u; € A’ (j =1,2) si ha u; = Re(f;) = Im(g;) con f;,g; € A opportune
da cui segue

1
suj +tus = Re(sfi +tf2) Vs,teR e ulquiRe((fl—i—fz*)gg).

L’algebra A’ contiene evidentemente tutte le costanti reali poiché A contiene tutte
le costanti complesse. Inoltre, A’ separa i punti di X. Infatti, se x,y € X sono
due punti con x # y, esiste una funzione f € A che li separa, cioe¢ tale che sia
f(z) # f(y). Posto f =wu+iv con u,v € C(X,R), deve allora essere u(z) # u(y)
oppure v(x) # v(y) e da u,v € A’ segue lasserto. Pertanto, A’ ¢ denso in C(X ,R)
per quanto provato nella prima parte della dimostrazione.

Sia ora f € C(X,C) una funzione fissata e siano u,v € C(X,R) la sua parte reale
e la sua parte immaginaria rispettivamente. Esistono allora due successioni {uy, }, e
{vn}n di funzioni di A’ tali che u,, = u e v, — v per n = +oo in C(X,R). Siano
poi gn, hy € A funzioni tali che risulti u, = Re(g,) e v, = Im(h,) per ogni n.

Risulta allora . L e
fn:un+ivn:gn+g"+i n_noc g
2 21

per ogni n e f,, = uy, +iv, — f per n — 400 in C(X,C) e questo prova la tesi. 0

Le ipotesi del teorema di Stone—Weierstrass sono essenzialmente anche necessarie
per la sua validita. Se infatti X & uno spazio topologico di Hausdorff compatto
contenente almeno due punti, per ogni coppia di punti z,y € X con x # y esiste
f € C(X) tale che f(z) =0e f(y) =1 (Corollario I-2.167) e quindi, se D C C'(X)
¢ un insieme denso in C(X), ogni funzione d € D con ||d — f|l, < 1/2 separa x
da y. Questo prova che (a) ¢ condizione necessaria per la validita del teorema e
anche D'ipotesi (b) ¢ tale nel senso che la tesi non puo valere con le sole ipotesi (a)
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e (c) come si vede considerando la sottoalgebra chiusa di C'(X) formata da tutte
le funzioni di C'(X) che si annullano in un punto xo € X fissato. Sulla necessita
dell’ipotesi (c) ritorneremo dopo aver osservato che dal teorema di Stone-Weierstrass
segue la versione multidimensionale del teorema di approssimazione polinomiale di
Weierstrass.

TEOREMA 2.8. Siano K C RY un insieme compatto e f € C(K) una funzione
continua. Allora, per ogni e > 0 esiste un polinomio p.: RN — K tale che

sup [pe(z) — f(z)| <e.
rzeK

DIMOSTRAZIONE. L’algebra P(R”) dei polinomi a coefficienti in K di RY separa
i punti di RY, contiene tutte le costanti ed & stabile per passaggio al complesso
coniugato nel caso complesso K = C. Pertanto, le restrizioni ad ogni insieme
compatto K dei polinomi di P(R™) sono dense in C(K). O

11 teorema di approssimazione di Weierstrass (Teorema 2.8) non si estende all’algebra
P(C) dei polinomi in una variabile complessa

p(z):a02n+"'+ana zeC (nZO)»

(ag,...,a, € C e ag #0) le cui restrizioni a un insieme compatto K C C non sono
in genere dense in C(K).

Se infatti 'insieme compatto K C C e la chiusura di un insieme aperto, connesso
e limitato U C C, il limite di una successione uniformemente convergente su K di
polinomi ¢ una funzione olomorfa in U (Teorema 10.28 in [54]). Poiché certamente
esistono funzioni di C'(K') che non sono olomorfe in U, non tutte le funzioni di C(K)
risultano approssimabili dalle restrizioni di polinomi. Lo stesso pud accadere per
insiemi compatti con interno vuoto (Esercizio 2.2).

L’algebra dei polinomi in una variabile complessa complessa P(C) non soddisfa
lipotesi (¢) del teorema di Stone-Weierstrass e questo mostra che tale ipotesi & in
senso debole necessaria per la validita del teorema stesso.

Esaminiamo infine le conseguenze del teorema di Stone—Weierstrass in termini di
separabilita degli spazi di funzioni continue.

TEOREMA 2.9. Sia (X ,d) uno spazio metrico compatto. Allora, C(X) é un’algebra
di Banach separabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia D un insieme (al pitt) numerabile e denso in X (Teorema I-
3.14) e siano fy: X — R le funzioni continue definite da

fa@) =d(z,d), xze€X (deD).

L’insieme

}":{Hfd: FCDﬁnito}

deF
formato dai “monomi” delle funzioni fy (d € D) ¢ (al pit1) numerabile e separa i
punti di X: dati due punti z; € X (i =1,2) con 1 # a2 e scelta una successione
{dj} di punti di D tale che dj, — x5 per k — +o0, risulta
lim d(zy,dy) =d(x1,22) >0 e lim d(zg,dy) =d(x2,22) =0
k——+oo k——+oo

da cui segue d(z1,dy) # d(x2,dy) definitivamente.

Conseguentemente, I'insieme A delle combinazioni lineari a coefficienti razionali Q
o razionali complessi Q + ¢Q di funzioni di F e della funzione costante uguale a
uno ¢ un’algebra di C(X) che verifica le ipotesi del teorema di Stone—Weierstrass.
Essendo A evidentemente numerabile, la conclusione segue dal teorema citato. [
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TEOREMA 2.10. Siano K C RY un insieme compatto e U C RY un insieme aperto.
Allora,

(a) C(K) é un algebra di Banach separabile;

(b) Co(U) é un algebra di Banach separabile.

Benché la prima affermazione sia un caso particolare del teorema precedente, ne
diamo qui una dimostrazione diretta basata sul teorema di approssimazione di
Weierstarss (Teorema 2.8).

DIMOSTRAZIONE. (a) L’insieme Pg(RY) dei polinomi a coefficienti razionali di RY
& numerabile e ogni polinomio a coeflicienti reali si approssima uniformemente su K
mediante polinomi a coefficienti razionali. Lo stesso vale per i polinomi a coefficienti
complessi di RY usando I'insieme numerabile dei polinomi a coefficienti nei razionali
complessi Q + ¢Q. La conclusione segue quindi da Teorema 2.8.

(b) Siano K, (n > 1) insiemi compatti tali che
K, Cint(K,11) ¥Yn e UKn =U,

e per ogni n sia ¢, € C.(U) una funzione continua a supporto compatto che interpola
tra K, e int(K,41) (Teorema I-2.190). Allora, I'insieme

D= {p.p: p€ PyrigRY) en>1}

ove Poiig(RY) denota I'insieme dei polinomi a coefficienti razionali complessi di
R & numerabile ed & contenuto in C,(U). Proviamo che esso ¢ denso in Cy(U).
A tal fine, siano dunque f € Cy(U) e € > 0 fissati. Esiste allora n tale che risulti
|fl <e/2in U\ K, ed esiste p € Potig(RY) tale che risulti

Hp - fHKn+17u < 8/2'

La funzione ¢, p appartiene a D e risulta

lonp — f”U,u = max {”Sonp - f||Kn+17u7 llonp — f”U\KnH,u} .
Si ha allora

lonp = fllvnKniroo = 1 lonkpsru < €/2
mentre per il restante termine risulta

lon? = fllcnsiu < llonp = onfllKnpru + lonf = fllxpu <
< ”p - f||Kn+17u + Hf||Kn+1\Kn-,u < 5/2 + <C:/2 =&

Risulta dunque ||¢np — fllu.w < € e questo completa la dimostrazione. O
Compattezza. Caratterizziamo in questa parte i sottoinsiemi compatti di C'(X)
quando X e uno spazio topologico di Hausdorff compatto.

DEFINIZIONE 2.11. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff e 2y € X un punto.
Un insieme F C C'(X) si dice equicontinuo in xq se per ogni e > 0 esiste U, € U(xo)
intorno di xg tale che

x €Uy, e feF = |f(z) = f(zo)] <e. O

Come al solito poi, 'insieme F C C(X) si dice equicontinuo in X o piu brevemente
ancora equicontinuo se & tale in ogni punto dello spazio X e, quando (X, d) & uno

spazio metrico, € chiaro cosa significhi che 'insieme F & uniformemente equicontinuo
in X.

LEMMA 2.12. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff compatto e F C C(X)
un insieme equicontinuo. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
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(a) per ogni x € X esiste M, > 0 tale che
f(@)] < My, uweF;
(b) esiste M >0 tale che
|f(2)] < M, zxeXefelrF.

L’ipotesi (a) corrisponde a richiedere che F sia un insieme puntualmente limitato su
X di funzioni e Uipotesi (b) che F sia un insieme uniformemente limitato di funzioni
su X ovvero sia un sottoinsieme limitato di C'(X). Per un insieme equicontinuo
di C(X) con X spazio topologico di Hausdorff compatto la limitatezza puntuale
equivale quindi alla limitatezza uniforme.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che (a) implica (b), essendo altra implica-
zione ovvia. Fissato e = 1, per ogni © € X, sia U, € U(x) intorno aperto di x tale
che

yeleefeFr = [fly)-f@)<L
Per compattezza esistono punti z,, € X (m =1,...,n) tali che per i corrispondenti
intorni U, = U,,, risulta

X=U;U---UU,.
Scegliamo quindi M > 0 tale che risulti |f(z,,)| < M per ogni m e per ogni f € F.

Allora, per ogni x € X esiste m € {1,...,n} tale che risulti z € U, cosicché risulta
lf@)] < 1 f(wm)| + | f(2) = flam)| < M +1
per ogni x € X e per ogni u € F. O

Possiamo ora caratterizzare i sottoinsiemi compatti di C'(X) in termini di limitatezza
puntuale ed equicontinuita delle funzioni.

TEOREMA 2.13 (G. Ascoli-C. Arzela). Siano X uno spazio topologico di Hausdorff
compatto e K C C(X) un insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) K é chiuso, puntualmente limitato e equicontinuo;
(b) K & compatto in C(X).

Con le ovvie modifiche si caratterizzano i sottoinsiemi relativamente compatti di
C(X).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia € > 0 fissato e per ogni € X sia V, un intorno aperto
di x tale che

yeVe = [fly-fl@)l<e Vfek

Essendo X compatto, esistono punti in numero finito z1,...,z, € X tali che i
corrispondenti intorni V,,, =V, (m =1...,n) ricoprono X:

X=Vu---UV,.

Siano @1, ..., ¢, € Ce(X) una partizione dell’unita di X subordinata al ricoprimento
{V1,...,V,} (Teorema 1-2.192) cosicché risulta ¢, < V,,, per ogni m e

pr(@) + - Fen(r) =1,  zelX,
e sia M. il sottospazio di C'(X) di dimensione finita definito da
M, =span{¢1,...,¢n}
Per ogni f € C(X) sia f. € M, la proiezione di f su M, definita da

fe@) = Y fam)em(z), zeX.

1<m<n
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Per ogni funzione f € K si ha allora

@)= f(@) < | D [f@) = flam)lem(@)|, zE€X,

1<m<n

cosicché, posto I, ={m =1,...,n: x € V,,} per ogni € X, si ha

@) = fe(@)] < | D [f(@) = flam)] pm()| <

mel,
< 3 @ = Jenlon(e) £2 3 pnla) <

Abbiamo cosi provato che risulta d(f, M.) < e per ogni f € K e quindi, essendo K
chiuso e limitato (Lemma 2.12), esso & anche compatto in C'(X) (Teorema 1.26).
(b) Se K & compatto, esso ¢ chiuso e limitato e quindi in particolare ¢ puntualmente
limitato. Inoltre, fissato ¢ > 0, esistono funzioni f,, € K (m = 1,...,n) tali che
risulti
KcC Be/S(fl) U---u BE/3(fTL)
(Teorema 1-3.16) e per ogni punto z € X esiste un intorno aperto V,, di x tale che
si abbia
yeVy = | fm(y) — fn(2)| < €/3 Ym=1,...,n.
Sia ora f € K e sia m tale che risulti f € B,/3(fn). Allora, per ogni x € X e per
ogni y € V, risulta
1f) = f@)| < [f(y) = fm @) + [fm(y) = fn(@)] + [fm(2) = f(2)] <
<e/3+¢/3+¢/3=¢

e questo prova che I & un insieme equicontinuo. O

Duale di Cy(X). Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
sia p: B(X) — C una misura di Borel reale o complessa in X con decomposizione
polare 6 = du/d|p| (Corollario 11-4.22). Allora, ogni funzione f € Cy(X) risulta
p—integrabile e I'integrale rispetto alla misura di Borel reale o complessa p delle
funzioni di Cp(X)

(s5) Luf = /X fdu= /X fOdple,  f € Co(X),

risulta essere un funzionale lineare limitato su Cy(X) con norma ||L,|| non superiore
alla variazione totale ||p|ltv = |u]tv(X) poiché si ha

(L f 1 < Mpllel [ fll, f € Co(X).

Se si suppone inoltre che p sia una misura di Radon complessa in X, la disuguaglianza
precedente diviene un’uguaglianza.

PROPOSIZIONE 2.14. Sia X wuno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
e siano p: B(X) — C una misura di Radon reale o complessa in X e L, € [Co(X)]*
il funzionale lineare limitato definito da (xx). Allora,

1Ll = all -

DIMOSTRAZIONE. Per le considerazioni iniziali risulta ||L,|| < ||u|ltv. Per prova-
re la disuguaglianza opposta, essendo |p|ty una misura di Radon in X positiva
e finita (Proposizone 11-4.14), per Corollario 11-3.13 possiamo approssimare la
decomposizione polare §: X — C di g mediante funzioni v, € C.(X) (n > 1) tali
che
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 [4u(x)] < 1 per ogni z € X
e Y, — 0 |u|tv—quasi ovunque in X per n — +o0.

Sia quindi K C X un insieme compatto e sia ¢ € C.(X) una funzione tale che
K < ¢. Si ha allora

H%AK)S/Awﬂsz lim /QWMHmez
X n—+oo Jx
= hIJrn L(¢np) < limsup ”L;L”H?/}MPHM < HLAL”
n o0 n—+oo

da cui segue
alley = [plew (X) < [ Lyl

per regolarita interna e questo completa la dimostrazione. O

Pertanto, ogni misura di Radon reale o complessa u € M(X) determina tramite
integrazione un funzionale lineare limitato su Cy(X) la cui norma coincide con la
norma della misura p come elemento dello spazio di Banach M(X) delle misure
di Radon realio o complesse in X. 1l teorema di rappresentazione di Riesz (anche
questo!) che esaminiamo in questa parte stabilisce che ogni funzionale lineare
limitato su Co(X) si ottiene in questo modo e che il duale di Cy(X) si identifica
isometricamente con lo spazio di Banach M (X)) delle misure di Radon complesse in
X. L’osservazione chiave che consente di passare dal teorema di rappresentazione
di Riesz dei funzionali lineari positivi su C¢(X) (Teorema I1-3.2) al teorema di
rappresentazione di Riesz dei funzionali lineari limitati su Cp(X) & la seguente
decomposizione alla Jordan dei funzionali lineari limitati su Cp(X , R) nella differenza
di due funzionali lineari limitati e positivi.

TEOREMA 2.15. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
L € [Co(X,R)]* un funzionale lineare limitato su Co(X,R). Allora, esistono due
funzionali lineari L* € [Co(X ,R)]* tali che

(a) LT >0;
(b) L=L+— L.

Inoltre, se AT € [Co(X,R)]* sono un’altra coppia di funzionali lineari con le
proprieta (a) e (b) risulta

() ueCe(X,R) eu>01in X = Afu > LHu.
La condizione di positivita in (a) significa che
u€ Co(X,R)eu>0 = LEu>0.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo L* sul cono Cf (X) delle funzioni u € Co(X,R) tali
che u(z) > 0 per ogni € X ponendo

Ltu=sup{Lv: veCf(X)e0<v<u}, u € Cf(X).
Chiaramente risulta

o 0< Ltu<|Llullu per ogni u € Cf (X);

e 0< Ltu< Ltvper ogni u,v € C{(X) con 0 <u<v;

e L*(cu) = cL%u per ogni u € Cf (X) e c>0;
e proviamo inoltre che L* & anche additivo su Cj (X):

o Lt (us +uz) = Ltuy + LY uy per ogni u; € Cf (X) (i =1,2).
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Siano infatti u; € Cy(X) (i = 1,2) due funzioni fissate (non entrambe nulle) e
siano v; € Car (X) funzioni tali che risulti 0 < v; < u; per ¢ = 1,2. Risulta allora
0<wvi+wve<wustuze

Lvy + Lvy = L(U1 + ’1)2) < L+(u1 + UQ)

da cui segue LTuy + Ltug < L*(uy + ug). Viceversa, sia v € Cf (X) una funzione
tale che risulti 0 < v < uy + w2 e, posto U = {u; + us > 0}, siano v; le funzioni
definite da

wi(x)v(z) .
vi(z) = { ui(z) + ua(x) €U (i=1,2).
0 sexe X\U

Poiché U ¢ aperto e risulta 0 < v; < u; per costruzione, le funzioni v; sono continue
e non negative e appartengono a Cy (X). Da v; + vy = v e da

Lv = L(vy + ) = Lvy + Lvg < L1 (uy) + L (uz)

segue L1 (uy + uz) < Ltuy + Ltus e questo prova lasserto.
Estendiamo ora L+ da Cj (X) a tutto Co(X ,R) ponendo per definizione

Ltu=Lt(u") - Lt (u"), u € Co(X,R),

e proviamo che LT cosi definito & lineare su Cq(X , R) oltre che positivo per costruzio-
ne. Siano a tal fine u,v € Cyp(X,R) due funzioni fissate. Come nella dimostrazione
di Teorema I1-2.37— (b), da

(w+v)t+u  +v = (u+v) +ut +ot
segue
LT(u+v)"+ L (w )+ LT (v ) =Lt (u+v)” + LT (u™) + LT (v")
che implica
LT (u+v) =L u+ L.
Inoltre, per u € Cyp(X,R) e ¢ > 0 risulta
(cu)* = cu™ = LT (cu) = cLTu;
(—u)* =uF = Lt (—u)=—L"u
e da cio segue facilmente la linearita dell’estensione di LT a tutto Co(X ,R). Infine,
risulta
[Lful < L7 (u") + LT (u”) = L (ul) < [ Llllulle,  w € Co(X,R),

e quindi Lt € [Cy(X,R)]* con ||LT|| < |/L||. Ponendo infine L~ = L — L, risulta
L~ € [Co(X,R)]* e

weCf(X) = Lw<L'vw = L u>0.

Quindi anche L~ & un funzionale lineare positivo di [Co(X,R)]* e questo completa
la dimostrazione di (a) e (b).

Resta infine da provare la minimalita della decomposizione fornita da L*. Conside-
riamo a tal fine due funzionali lineari e positivi AT € [Co(X,R)]* tali che risulti
L =A" — A~ e due funzioni u,v € CO+(X) con 0 < v < w. Siha allora

Lv=ATv—A v < ATv < Atu
da cui segue LTu < ATu. Per I'altra disuguaglianza si ha
L u=L"w—Lu<Atu—Lu=A"u
per ogni u € C; (X) e questo completa la dimostrazione. O

Possiamo ora provare il teorema di rappresentazione del duale di Cy(X) di F. Riesz.



2.1. SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE s

TEOREMA 2.16 (F. Riesz). Siano X uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto e L € [Co(X)]* un funzionale lineare limitato su Co(X). Allora,

(a) esiste una ed una sola misura di Radon a valori in K u € M(X) tale
che

Lf=/deu, f € Co(X);
() 1] = llglee-

Nel caso particolare in cui Co(X) = Co(X,R) sia lo spazio delle funzioni reali e
continue su X che si annullano all’infinito e L sia un funzionale R —lineare limitato,
la misura di Radon u che rappresenta L risulta anch’essa reale.

DIMOSTRAZIONE. Per fissare le idee consideriamo il caso K = C. Fissata una
funzione f € Cy(X), si ha f =u+ v con u,v € Cy(X,R) e quindi risulta

Lf = Lu+iLv, f=u+iv e Cy(X),
cosicché L si ricostruisce a partire dalla sua restrizione

J=Licy(x r)

al sottospazio reale Co(X ,R) di Co(X). Tale restrizione J ¢ un funzionale R —lineare
a valori complessi che si decompone a sua volta nella somma

J=J1+1iJs

di due funzionali R—lineari limitati J;, su Cy(X,R) con norma ||Jx| < ||J|| < || L]
per h = 1,2. Per la decomposizione di Jordan dei funzionali lineari limitati su
Co(X,R) (Teorema 2.15) esistono allora due coppie di funzionali lineari positivi
JE € [Co(X,R))* tali che Jy, = J;” — J; e per il teorema di rappresentazione di
Riesz (Teorema I1-3.2) dei funzionali lineari positivi essi determinano altrettante
misure di Radon positive e complete Mfi S,jf — [0, +00] in X che li rappresentano
su C.(X,R) tramite le formule

(#5%) JiEp = / eduif, @€ C(X,R).
X

Dalla dimostrazione di Teorema II-3.2 risulta inoltre

pi (X) =sup {Jrp o < X} < ||
e quindi le misure ,uf risultano misure di Radon regolari e I'uguaglianza in (xxx) si
estende dalle funzioni ¢ di C.(X ,R) a tutte le funzioni v di Cy(X ,R) per continuita
e per convergenza dominata.
Le misure py: B(X) — R definite da pup, = pf — p; (b =1,2) sulla o —algebra di

Borel B(X) sono allora misure di Radon reali in X che rappresentano i funzionali
Jp su Cp(X,R) mediante le formule

Jhu:J}fu—J{u:/ uduZ—/ udu;:/ wdpp, u € Co(X,R),
X X X

e conseguentemente p: B(X) — C definita da g = pq1 +ipe risulta essere a sua volta
una misura di Radon complessa in X tale che, per ogni funzione f = u+iv € Cy(X)
con u,v € Cy(X,R), si ha

Lf =Ju+iJv=Jiu+iou+i[Jiv+iJov] =

:/udu1+i/udu2+i[/ vdu1+i/ ’Ud,U,Q:|=
X X

X X
:/deul-ki/xfduzz/xfdﬂ-
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Questo prova esistenza di v e 'unicita segue da (b) che non ¢ altro che 'uguaglianza
di Proposizione 2.14. O

Dal teorema di Riesz si ricava che il duale di Cy(X) si identifica isometricamente
con lo spazio di Banach M (X)) delle misure di Radon reali o complesse in X munito
della norma della variazione totale (Esempio 1.2—(e)).

COROLLARIO 2.17. Sia X wuno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto.
La funzione

1€ M(X) > L€ [Co(X))
ove L, ¢é definito da (xx) é un isomorfismo isometrico di M(X) su [Co(X)]*.

2.2. Spazi L,

Ad ogni misura positiva su una o —algebra di insiemi di un insieme astratto si
associano in maniera naturale vari spazi di funzioni integrabili. I pit importanti
spazi di questo tipo sono gli spazi di funzioni di potenza p integrabili che esaminiamo
in questa sezione nel caso di funzioni a valori reali o complessi.

Come al solito in tutta la sezione denotiamo con K il campo dei numeri reali o
complessi.

Spazi L,. Sia A: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi
di un insieme astratto (non vuoto) X che supponiamo fissata in tutta questa parte
e sia L£(S) lo spazio vettoriale sul campo K delle funzioni & —misurabili f: X — K
(Sezione I1-2.5). Come per gli spazi di funzioni continue, nel seguito utilizzeremo
lo stesso simbolo £(S) senza distinguere tra i casi K=R e K = C e, in assenza di
un’esplicita indicazione diversa, tutti i risultati che vedremo valgono senza modifiche
per entrambi i casi. La stessa considerazione si applica a tutti gli spazi di funzioni
che definiremo in questa sezione.

A ogni funzione f € L(S) e a ogni indice 1 < p < 400 associamo il numero reale
esteso non negativo

1/p
f||p=</ |f|pdx) € [0, +o], | <p< +o0:
X
Hf||00:inf{t20: )\({|f\>t}):0}€[0,+oo], p = +o0.

Le proprieta della funzione | - ||,: £(S) — [0, +0o0] (1 < p < 400) cosi definita sono
elencate nella proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 2.18. Sia 1 < p < +00 e siano f,g € L(S) funzioni S —misurabili.
Allora,

(a) |Ifll,=0 — f =0 X\-quasi ovunque in X;
(®) lleflly = lalllfllp per ogni o € K;
©) IF+gllp <1l + llgllp-

In (b) adottiamo la usuale convenzione per cui 0 - co = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per 1 < p < 400 le proprieta (a) e (b) sono ben note proprieta
dell’integrale e la disuguaglianza in (¢) non @ altro che la disuguaglianza di Minkowski
(Teorema I1-2.29). Per p = 400 si ha

{11 >0} = J{If1 > 1/n}
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e quindi || f]leoc = 0 implica f = 0 A—quasi ovunque in X. Il viceversa & ovvio e lo
stesso dicasi per (b). Infine, per ogni s, > 0 risulta

{If +9l>s+t} C{lf| > s} U{lgl >t}

e quindi, nel caso sia || f|lcoc < 400 € [|g|lec < 400, per s > || flloc € t > ||g|oo risulta
IIf + glloo < s+t e la conclusione segue passando all’estremo inferiore al variare di
§> [[flloo €t > llglco- .

Denotiamo con

Ly(A) ={f€L(S): Ifll < +oo}
l'insieme delle funzioni S —misurabili f a valori in K per le quali || f||, risulta finito.
Per 1 < p < 400 gli elementi di £,(A\) sono le funzioni §—misurabili che sono
A —integrabili su X alla potenza p € [1,4+00) mentre per f € L (), risulta

(11> 151} = U {141 11+ 1}

n>1

da cui segue

() [f(@)] < |Ifllo per A—q.o. z € X

e quindi L (A) si riduce all’insieme delle funzioni § —misurabili che sono A —quasi
ovunque limitate in X:

fe L) = f & A—quasi ovunque limitata in X.

Gli insiemi £,()\) (1 < p < 400) sono sottospazi vettoriali di £(S) (Proposizio-
ne 2.18) e la restrizione di || - ||, a £,(\) verifica tutte le proprieta di una norma ad
eccezione della proprieta di unicita dell’annullamento della norma in corrispondenza
della funzione nulla®.

Poiché la funzione ||- ||, non distingue tra funzioni di £(S) che sono A—quasi ovunque
uguali in X, & possibile considerare tale funzione come effettivamente definita sulle
classi di equivalenza di funzioni & —misurabili che sono A —quasi ovunque uguali tra
loro invece che sulle funzioni S —misurabili stesse e, come abbiamo fatto gia per
L(A) in Sezione I1-2.5, considerare gli spazi vettoriali

Lp(A) = L,(M)/N (1 <p < +00)

definiti come quozienti di £,(\) rispetto al sottospazio N delle funzioni di £,())
che sono A—quasi ovunque nulle in X.

Gli elementi di L,(A) (1 < p < 400) sono quindi le classi d’equivalenza di funzioni
S—misurabili f da X a valori in K con || f||, < +oo che sono A—quasi ovunque
uguali tra loro. Come abbiamo gia illustrato in Sezione I1-2.5 per lo spazio vettoriale
L(\), nel seguito identificheremo sistematicamente gli elementi di L, (A) con funzioni
S —misurabili e parleremo di essi come di funzioni S —misurabili piuttosto che come
classi di equivalenza di funzioni & —misurabili uguali A —quasi ovunque relegando
I’identificazione precedente ad una tacita convenzione. Coerentemente con quanto
gia stabilito, qualora sia necessario considerare in luogo della classe di equivalenza
f € Lp(A) una specifica funzione f € £,()) definita puntualmente su X, ci riferiremo
ad essa come ad un rappresentativo della classe di equivalenza f € L,(\). Rinviamo
alla Sezione I1-2.5 per ulteriori considerazioni su questa identificazione. Con questa
convenzione risulta

Ly(A\) = {f e L(S): [Ifll, < JFOO} (1<p<+00)
e gli spazi normati (L,(A), || - ||p) (1 < p < +00) cosl definiti si dicono spazi L,.

1 La funzione || - ||, ¢ una seminorma nel senso della definizione della successiva Sezione 4.2.
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EseMPIO 2.19. Sia [ un insieme infinito munito della misura del conteggio # definita
sull’insieme delle parti di I. Ogni funzione x: I — K & misurabile e risulta

[l agti) = 3P
X iel
per ogni 1 < p < +oo (Esempio 11-2.35). Poiché la misura del conteggio & priva di
insiemi trascurabili non banali, lo spazio vettoriale delle (classi di equivalenza di)
funzioni p—integrabili su I rispetto alla misura del conteggio ¢ in effetti formato
dalle funzioni x: I — K tali che

Z |z(4)]P < o0

icl
per ogni 1 < p < 4o0. Tale spazio si denota con ¢,(I) in luogo di L, (#).
Analogamente, per p = +o00, lo spazio delle (classi di equivalenza di) funzioni
# —quasi ovunque limitate € formato dalle funzioni z: I — K limitate. Tale spazio
si denota con £ (I) in luogo di Lo (#) e risulta o (I) = B(I).
Per I = Ny si ritrovano gli spazi ¢, delle successioni p—sommabili (1 < p < 4+00) o
limitate (p = +o0) di Esempio 1.2. O

Evidenziamo nei risultati seguenti alcune proprieta elementari degli spazi L,, la pit

importante delle quali & la completezza (Teorema 2.24). Ulteriori proprieta sono
esaminate negli esercizi (Esercizi ?7,...,77).

PROPOSIZIONE 2.20. Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati. Allora,
fely(N)egelyh) = fgeLi(A) ellfglly <Ifllpllglle-

La dimostrazione € ovvia: per 1 < p,q < +00 la tesi segue dalla disuguaglianza di
Holder (Teorema 11-2.28) e per p =1 e ¢ = 400 (0 viceversa) segue da (x) e dalle
proprieta dell’integrale.

Esaminiamo ora le relazioni insiemistiche tra L,()\) e Ly(\): per p # ¢ risulta in
genere L,(A\)ALgy(A) # @ come illustrato nell’esempio seguente.

EseEmpIO 2.21. In (0, +00) con la misura di Lebesgue, siano
fol®) = —on@)  © gal@) = —Aip s (@)
per z >0 (a > 0). Per 1 < p < g < 400 risulta
p<l/a<g = fa € Lp(0,400) e fo & Lg(0,+00);
p<l/a<g = o & Lp(0,400) € go € Ly(0, +00).
Per la misura di Lebesgue in (0, +o00) risulta quindi L, \ L, # @ e viceversa per
ogni 1 <p < g < 4o0. ]

La situazione illustrata nell’esempio precedente per la misura di Lebesgue non
¢ specifica di tale misura ma e paradigmatica di tutte le misure illimitate con
Pesclusione di situazioni particolari (Esercizio 2.14). Per ogni funzione f € L(\) e
per ogni 1 < p < +o0 si ha infatti

/uwma/ \Wﬁ+/ 1P dN
X {IfIL1} {IfI>1}

e quindi, se f non appartiene a L,(\), deve presentarsi uno dei due casi seguenti

/ |f|P d\ = 400 ) / [fIP d\ = 400
{If1=1} {If1>1}

o eventualmente entrambi. Nel primo caso deve essere A\({0 < |f| < 1}) =400 e f
non appartiene a L,(\) perché, qualora anche f assuma valori sempre pitt piccol,
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essi non vanno a zero sufficientemente velocemente in relazione alla misura degli
insiemi su cui sono assunti. Nel secondo caso deve essere A({|f| > 1}) > 0 e, qualora
anche tale insieme abbia misura finita, i valori di f crescono troppo velocemente in
relazione alla misura degli insiemi su cui sono assunti.

Per una funzione f fissata, al crescere di p migliora quindi I'integrabilita del primo
termine e peggiora quella del secondo o, in altri termini, per p < ¢ le funzioni di
L, possono divergere pitt rapidamente delle funzioni in L, e viceversa le funzioni
di L, possono essere piu sparse in X di quelle in L,. Con I'esclusione di situazioni
particolari, questo diverso comportamento dei due termini al crescere di p ¢ all’origine
della mancanza di monotonia degli spazi L,, rispetto all’esponente di integrazione.
I risultati seguenti indagano ulteriormente le relazioni tra spazi L, in dipendenza
dell’esponente di integrazione.

PROPOSIZIONE 2.22. Siano 1 <p < q < r < +oo. Allora,
L) N Le(X) € Ly(A) € Ly(A) + L (10)

e risulta
Ifllq < NFISIFN, feL,(N)NLy(N),

con 0 < e <1 definito da 1/q=¢/p+ (1 —¢)/r e

inf {|lglly + Il : f=g+hegeLy(\) eheL(N}<2[fl,
per ogni f € Ly(A) + L, (X).
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso r < 4o0.

Sia f € Ly(A)NL,(X\) esiat € (0,1) definito da ¢ = tr+(1—¢)p. Dalla disuguaglianza
di Holder con esponenti coniugati 1/(1 —t) e 1/t segue

(1—t) t
_ (1775) tr r
Jstear= [ 0= dxg(/xum) (/Xm dA) < o0

e, passando alla radice g—esima, risulta

1 £llg < B9 £l
Ponendo ¢ = p(1 —t)/q, da g = tr + (1 — t)p segue rt/qg =1 — & con
e 1—¢ 1—t t 1
+ —

p r q qa g
e questo prova lasserto per f € L,(A) N L.(\).
Sia quindi f € L,(A). Si ha allora
f=Agmsn+ flynsy =g+h

con ovvio significato dei simboli e risulta

1P = 1P {[f[>1} = g€ L)

A= {lfl <1y = kel
da cui segue L,(\) C L,(A\) + L,(N). Per provare la disuguaglianza rimanente,

consideriamo f € L4(X), supponiamo dapprima che sia || f|l; = 1 ¢ definiamo g ed h
come prima. Per la disuguaglianza di Chebychev (Teorema I1-2.25) si ha allora

A{If > 1) g/

{lf1>1
e quindi, per la disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati ¢/p e q/(q — p),

per la funzione g risulta
p/a
|f1? dA) <1

/ lgl? dX\ = |fIPax < (A({]f] > 1}))(qu)/q (/
X {r1>13 (

}Iflqd/\ <[IAIg =1

[f1>1}
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da cui segue ||g||, < 1. Banalmente per h si ha

/|h|’“dA=/ Ifl"dA=/ Iflqlf\’"‘qdké/ lrdr <
X {IfI1<1} {IfI1<1} {If1<1}

da cui segue ||h]|, < 1. Avendo cosi provato che risulta ||g|, + ||h]l» < 2 per
f € Ly(A) con || f|l; =1, il caso generale segue per omogeneitd e questo completa la
dimostrazione per r < +o0.

Consideriamo infine il caso r = +00. Per f € L,(A) N Lo () risulta

4 d\ =P g\ PdA
/lel < Ifls /lel

da cui segue || fll; < Hf||§/q||f||i§p/q che & la disuguaglianza cercata poiché risulta
A=p/q.

Per f € Ly()), procediamo come nel caso r < +oo supponendo dapprima che sia
|| fll¢ = 1 e definendo g e h come sopra. Con le stesse considerazioni del caso r < 400
risulta ||g||, < 1 mentre la disuguaglianza ||h|« < 1 vale per definizione. Risulta
quindi ||gllp + [[Pllec < 2 per f € Ly(N) con || f]ly = 1 e il caso generale segue per

omogeneita. O

Il quadro descritto nel risultato precedente si semplifica notevolemente nel caso
di spazi L,(A) con misura A finita e lo stesso risultato vale per gli spazi l,(I)
(Esercizio 2.15).

PROPOSIZIONE 2.23. Sia A(X) < 400 e siano 1 < p < g < 4o0. Allora,

1l < GOV Y Fllgs F € Loy,

Se ¢ = +oo si intende come al solito 1/g = 1/(+00) = 0. Pertanto, quando A &
una misura positiva finita, vale I'inclusione Ly(A) C L,(A) per 1 <p < g <40 e
Voperatore lineare d’immersione id € £(L4(X), Ly(A)) risulta limitato con norma
lid || = [A(X)]H /P~ 1/a.

DIMOSTRAZIONE. Se & ¢ < +oo, dalla disuguaglianza di Holder con esponenti
coniugati r = ¢/p e s = (¢ — p)/q segue

/X |fIPdX < [A(X)]lfp/q </X |f|qu>p/q

da cui si ricava la tesi passando alla radice p—esima di ambo i membri. Per ¢ = 400
la conclusione segue da (). O

Concludiamo questa parte con la dimostrazione della completezza degli spazi L.
TEOREMA 2.24. Gli spazi L,(A\) (1 < p < +00) sono spazi di Banach sul campo K.

DIMOSTRAZIONE. Siano f, € L,(A) (n > 1) gli elementi di una successione che
verifica la condizione di Cauchy in L, () e per ogni n > 1 denotiamo con f,, € £,(X)
un rappresentativo di f,.

Consideriamo dapprima il caso 1 < p < 4o00. Per la disuguaglianza di Chebychev
(Teorema I1-2.25) si ha

1
A({|fn—fm|2n})sn—,,/xun—fmm, mon =1,

per ogni n > 0. La successione {f,}, verifica quindi la condizione di Cauchy in
misura su X cosicché esiste una funzione & —misurabile f: X — K tale che f,, — f
in misura su X per n — 400 per il teorema di Riesz (Teorema I1-2.81) ed esiste
allora una sottosuccessione f = f, (k > 1) tale che f — f A—quasi ovunque su
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X per k — +o0o (Corollario I1-2.74 e Proposizione 11-2.64). Fissato ¢ > 0, scegliamo
ng = no(e) > 1 in modo che risulti
m,n > ng = ||fn_fm||p§5
e scegliamo quindi kg = ko(g) > 1 tale che sia ng > ng per k > ko cosicché risulta
k>ko,n>mng = | fro — frrllp < e

Per il lemma di Fatou (Teorema I1-2.22) per ogni n > ng risulta allora
/ [frn— fIPAA < liminf/ |fro — felPdX < &P

e quindi in particolare risulta f € £,(\) e || fn — fllp < € per ogni n > ng.
Abbiamo cosl provato che la successione { f,, },, che verifica la condizione di Cauchy
in L,(A\) ha una sottosuccessione {fj}x che converge a una funzione f in L,(\) e
questo implica che tutta la successione {f,}, converge a f in L,(\).
Consideriamo infine il caso p = +o00. Per ogni n e per ogni coppia m e n siano
T, €S eTy,, €S8 insiemi A—trascurabili tali che risulti

[fn(@)] < I fnlloo ze X\ Ty

Allora, 'insieme
T= (UTn> U (U Tm,n> €S
n m,n

& A —trascurabile e le funzioni g, : X — K definite da

n(z) = fu(z) sexe X\T n>1,
0 sexeT

sono S —misurabili (Proposizione 1I-2.11— (b)) e limitate e la successione {g, }n
verifica la condizione di Cauchy per la convergenza uniforme su X. Esiste allora una
funzione limitata e S —misurabile g: X — K tale che g, — g uniformemente su X
per n — +oo. Allora, la classe di equivalenza di funzioni f € L(A) corrispondente a
g appartiene a Loo(A) e f, = fin Loo(N) per n — +00. O

La dimostrazione del teorema precedente contiene due risultati che meritano di
essere evidenziati separatamente.

TEOREMA 2.25. Sia 1 < p < 400 e siano fn, € Ly(A) (n>1) e f € Ly(\) funzioni
tali che f, — f in L,(X) per n — 4+o00. Allora,

(a) fn — f in misura su X per n — +oo;

(b) esiste una sottosuccessione f, = fn, (k> 1) tale che fr, = f A —quasi
ovunque in X per k — +o00.

La convergenza in norma L,(\) implica quindi la convergenza in misura per ogni
valore di p (per p = 400 & ovviol) ma la convergenza in misura e la convergenza in
norma L, nonsono in genere equivalenti né in genere si puo evitare di passare ad
una sottosuccessione in (b) come risulta dagli esempi seguenti.
ESEMPIO 2.26. (a) Sia 1 < p < +o0 e siano f,, € L,([0,1]) (n > 1) le funzioni
definite da

fn(t) = nl/p1[071/n](t)7 te [0, 1] (n > 1).
Allora, f, — 0 in misura per n — 400 ma || f,||, = 1 per ogni n.
(b) Si pud ripetere 'esempio degli intervalli mobili di [0,1) (Esempio I1I-2.75) con
la misura di Lebesgue. Le funzioni { fx}; convergono a zero in norma L,([0, 1)) per
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ogni 1 < p < 400 ma la successione {fx(¢)}r non tende a zero per k — +o0o per
alcun valore 0 < t < 1. O

Densita in L,. Esaminiamo in questa parte alcuni risultati relativi alla densita
delle funzioni semplici e, nel caso di misure di Radon su spazi topologici di Hausdorff
localmente compatti, delle funzioni continue a supporto compatto negli spazi L,
(1 < p < +00) con applicazione alla separabilita degli stessi.

Denotiamo in questa parte con A: & — [0, +00] una misura positiva (non nulla) su
una o —algebra S di insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X.

TEOREMA 2.27. Lo spazio vettoriale

S(0) = {s € L(\): s semplice con A({s # 0}) < +o0} sel<p< +oo
P {s € L(\): s semplice} se p=—+00

e denso in Ly(X\) per 1 < p < 4o0.

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprimal < p < +oc0. Risulta evidentemente X,(A) C L,(\)
per ogni 1 < p < 4o0. Sia f € L,(A) e siano s,, € L(A\) (n > 1) funzioni semplici e
S —misurabili con le seguenti proprieta:

e |s,| < |f|] A—quasi ovunque per ogni n;
e s, — f A—quasi ovunque in X per n — 4o00;

come in Corollario IT-2.10. Risulta allora s, € L,(\) per ogni n e quindi deve essere
$n € Lp(A) per ogni n. Risulta inoltre

[sn — fIP < 2277 (lsal” + [ £17) < 2°|F1P

A—quasi ovunque in X per ogni n e quindi s, — f in L,(\) per n — +oo per il
teorema di convergenza dominata.

Sia infine p = +00. Risulta allora Yo (A) C Loo(A) e la conclusione segue facilmente
da Teorema I1-2.9. g

Consideriamo quindi la densita in L,, delle funzioni continue a supporto compatto
di uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto. Se X € uno spazio
topologico di Hausdorff localmente compatto e A: & — [0, +00] & una misura positiva
di Radon in X, ogni funzione ¢ € C.(X) risulta A—integrabile alla potenza p:

/X|g0\pd)\<—|—oo7 v € Ce(X).

Conseguentemente C.(X) si identifica con un sottospazio di L,(\) ed & facile
verificare che tale sottospazio & linearmente isomorfo a C.(X) se e solo se risulta
A(V) > 0 per ogni insieme aperto e non vuoto V' di X ovvero se e solo se risulta
supp (A) = X (Esercizio II-3.7). Altrimenti funzioni continue a supporto compatto
distinte possono dare luogo al medesimo elemento di L, ().

TEOREMA 2.28. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e
sia A: § = [0, 400] una misura positiva di Radon in X con supp(\) = X. Allora,
Co(X) ¢é denso in L,(N) per 1 < p < +o0.

DIMOSTRAZIONE. Con le notazioni di Teorema 2.27, fissato € > 0, sia s € X, ()
una funzione tale che

lls = fllp < &/2.
Essendo A({s # 0}) < 400, per il teorema di Luzin (Teorema II-3.12) esiste
p € C.(X) tale che

* |p(x)] < [slloc per ogni z € X;
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o M{p#s}h) < (4”;00)”_

Si ha allora
[ le= sl an < @lsl Ao # 5h < (o727
e da cio segue

If = elly < If —sllp +1ls —0ll, <e/2+e/2=¢

e questo prova l’asserto. O

COROLLARIO 2.29. Sia U C RN un insieme aperto (non vuoto). Allora, C.(U) ¢
denso in Ly(U) per 1 <p < +o0.

Questo risultato non vale per p = +oo (Esercizio 2.18—(b)).
Passiamo quindi a considerare il problema della separabilita degli spazi L,

TEOREMA 2.30. Sia A\: S — [0, 400] una misura positiva separabile. Allora, gli
spazi di Banach Ly(X\) sono separabili per 1 < p < +o0.

A parte casi banali, questo risultato & falso per p = +oo (Esercizi 1.12 e 2.18—(a)).

DIMOSTRAZIONE. Sia D un insieme numerabile e denso dello spazio metrico S(X)
(Sezione I1-2.5) e sia

D’:{DGD: /\(D)<+oo}.
Proviamo che lo spazio vettoriale numerabile ¥'(\) formato dalle combinazioni
lineari di funzioni caratteristiche di elementi di D’ con coefficienti in Q o in Q + iQ
a seconda che sia K=R o K= C ¢ denso in L,(}).
A tal fine, in conseguenza e con le notazioni di Teorema 2.27, ¢ sufficiente provare
che ¢ possibile approssimare in norma L, ogni funzione semplice di ¥, (\) mediante
funzioni di ¥'()). Sia quindi s € ¥,(\) una funzione della forma

s = Z oplg,
1<h<k
conap € Kecon Ep, € Se0 < A(Ep) < +oo (h=1,...,k) esiae > 0 fissato.
Scelto A > |ay| per ogni h, esistono insiemi Dj, € D’ e coefficienti o}, € Q o in
o, € Q +1iQ a seconda che sia K =R o K = C tali che risulti
€

o laf|<Aelap—ap| < ———F—;
' EYES R

eP
[ ] )\(EhADh) S m,
per ogni h. Risulta allora Dy € D’ per ogni h e quindi la funzione
s = Z aplp,
1<h<k
appartiene a X'(A). Si ha
Is = s'lly <> lanls, — ahlp, |
h
e per ogni addendo risulta
lanle, —aylp, b = |on—ap[PAELN Dy) + [an|PA(ER\ Dy) + |ag, [PA(DR\ Ep) <
eP
< _
= 2kA(ER)
eP eP epP
< — 4 — = —
— 2kp  2kP kP

,u(Eh N Dh) + QAP)\(D}LAE}L) S
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da cui segue ||s — s'||, < e. Abbiamo cosi provato che X'(A) ¢ denso in L,()) e
questo completa la dimostrazione. O

Il limite all’utilita del risultato precedente risiede nel fatto che I'unico criterio di cui
disponiamo per la separabilita di una misura positiva consiste nel richiedere che essa
sia finita oltre che definita su una o —algebra generata da una famiglia numerabile
di insiemi (Teorema I1-4.29). Tuttavia, gli spazi L, continuano ad essere separabili
anche nel caso di una misura o —finita definita su una o —algebra generata da una
famiglia numerabile di insiemi pur non essendo in tal caso la misura necessariamente
separabile (Esempio I11-4.30).

COROLLARIO 2.31. Siano

o C una famiglia numerabile di insiemi di X ;
e S=0(C) la o —algebra generata da C;
o \: S — [0, +00] una misura positiva o - finita su S.

Allora, gli spazi di Banach Ly()\) sono separabili per 1 < p < 400.

DIMOSTRAZIONE. Siano X, € S (n > 1) insiemi tra loro disgiunti tali che risulti
A(X,,) < 400 per ogni n e |J, X, = X. Data f € L,(\), sia f, = flx, per ognin
cosicché risulta

Hf—(f1+-~+fn)||§=/ FPdA—0  pern— foo.
X\(X1U--UX,)

Per ogni n, la restrizione S,, = S(X,,) della o —algebra S a X,, ¢ generata da CN X,
(Esercizio II-1.3) e la restrizione A, di A a S, ¢ una misura finita e quindi separabile.
Esiste allora un insieme numerabile D,, che ¢ denso in L,(\,). Identificando gli
elementi di ogni insieme D,, con le funzioni di L,(\) che sono A—quasi ovunque
nulle fuori da X,,, ogni funzione f, si approssima in L,(\) mediante funzioni di D,
e quindi 'insieme
D= {d1+~~~+dn: dm € D, permzl,...,nenzl}

risulta numerabile e denso in Ly (A). O

Come caso particolare del teorema precedente ricaviamo la separabilita degli spazi
L, con la misura di Lebesgue in RY.

COROLLARIO 2.32. Sia E C RN un insieme Lebesque misurabile. Allora, gli spazi
di Banach L,(E) sono separabili per 1 < p < +o0.

DIMOSTRAZIONE. Basta considerare il caso E = RY, applicare il corollario prece-
dente alla restrizione agli insiemi di Borel della o —algebra di Lebesgue di RV che &
generata da una famiglia numerabile di aperti e osservare che gli spazi L,, rispetto
alla misura di Lebesgue di RY e rispetto alla sua restrizione agli insiemi di Borel
coincidono. 0

A conclusione di queste considerazioni sulla separabilita degli spazi L, osserviamo
che Lo (\) non & mai separabile non appena lo spazio metrico S(\) (Teorema 11-4.28)
sia infinito.

Compattezza in L,. Esaminiamo in questa parte quale forma assume la nozione
di compattezza in L, (1 < p < 400) con particolare risguardo al caso della misura
di Lebesgue in RYV.

Counsideriamo dapprima il caso generale di una misura positiva A: S — [0, +o0]
(non nulla) su una o—algebra S di insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X e
consideriamo la collezione di tutte le famiglie finite £ di insiemi tali che

() € famiglia finita di insiemi F € S disgiunti con 0 < A(E) < 400
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che ordiniamo per raffinamento:
ELSF = VEe& IF,....F;eF: E=FRU---UF;.

L’insieme di tutte le famiglie £ siffatte con 'ordinamento cosi definito & evidentemente
un insieme filtrante.

Per ogni ogni collezione £ di insiemi come in (*x) sia

(%) Mg:span{lE: EG&'}

il sottospazio di dimensione finita di L,(\) generato dalle funzioni caratteristiche
degli insiemi di £ e per ogni funzione f € L,(\) (1 < p < 400) sia fg € £(N) la
funzione semplice e S —misurabile definita da

fe= Z[f]ElE
Bee
ove

1
[f]E:@/Efd/\, Ecé& 0<)\E)< +oo,

denota la media di f sull’insieme E. Con queste notazioni vale allora il risultato
seguente.

LEMMA 2.33. Sia f € L,(A\) (1 <p—+o0). Allora,

(a) |[f]E|p <[|fPPle per ogni E € S con 0 < A\(E) < +00;
(b) [Ifellp < [Ifllp per ogni & come in (+x);
(c) lign fe=fin L,(\).

Ragionando come in ... si pud costruire poi una sottosuccessione cofinale (7)
En (n > 1) della successione generalizzata {fs}s tale che fe, — f in L,(X\) per
n — +00.

DIMOSTRAZIONE. (a) Nel caso reale, & la disuguaglianza di Jensen per la funzione
f e per la funzione convessa t € R — |¢t|P mentre nel caso complesso per la stessa
disuguaglianza applicata a |f]| si ha

Ael” < (If0e)" < 1F1P]e.
(b) Sgue facilmente da (a).

(c¢) Per fissare le idee consideriamo il caso di funzioni a valori complessi. Sia
f € Ly(N), f =u+1dv con u e v parte reale e parte immaginaria di f e sia e > 0
fissato. Esiste allora un insieme E € S con 0 < A(E) < +oo tale che risulti

o |f(x)] < M per A-q.0. z € E;
o [ irarzerjer
X\E

per qualche M > 0 opportuno. Ragionando quindi come nella dimostrazione di
Teorema I1-2.9 sulla parte reale u e sulla parte immaginaria v di f, si determina
una famiglia finita &€ = {F1,..., Ex} come in (x*) formata da insiemi E}, contenuti
in F tali che

p 1/p
max {Ju(z) = u(y)], (@) — v} < 5 (22”(2))

per A—q.o. ¢,y € Fy per ogni h da cui segue

e/ w1\ e/ w1\
<= — <=
=3 <2p+1)\(E)> e "U(x) [U]Eh| =9 (2p+1/\(E)>

|u(z) — [ul g,
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per A—q.o. © € Ep,. Da [f]g, = [u]g, +i[v]E, segue

p 1/p
[£(@) = [l | < Ju(@) = [u]m, | + |o(@) = Pla| <e (22;@ >

per A—q.o. z € E} e integrando si trova

/X|f—fg|pdA=/Ef—fg|PdA+/X\E|f|PdA<

gzhj/Ehu[f]Eh

Consideriamo quindi una collezione di insiemi £ come in (xx) tale che & > &. Si

ha allora
/ |f = ferlP dX = / |f - f£/|pd)\+/ |f = fer|P dA.
X E X\E
Per il primo addendo, da fg¢ = fe su E si ricava che risulta
[1e=gelrar= [ 1= selrar<erp2
E E

per quanto provato sopra mentre per il secondo addendo, ragionando come in (a), si

ha
/ If—fs/l”dAST"l/ \f|pdA+/ fePdr) <
X\E X\E X\E

< 21’/ |f|P dX < £P/2.
X\E

p e -1
A+ op+1 <€ op+1 + op+1 € /2'

Abbiamo cosl provato che risulta ||f — fe/||, < € per ogni £ con & > £ e questo
prova la tesi. O

Possiamo ora caratterizzare gli insiemi compatti di L, in termini di uniformita
dell’approssimazione fornita dal lemma precedente.

TEOREMA 2.34. Sia K C L,(A) (1 < p < +00) un insieme. Allora, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(a) K ¢ chiuso e limitato in L,(\) e si ha
lign fe=f in Ly(A)
uniformemente rispetto a f € K;
(b) K é compatto in Ly(X).

In maniera analoga si caratterizzano gli insiemi relativamente compatti di L, (\).

DIMOSTRAZIONE. (a) Fissato € > 0, sia £ una famiglia di insiemi come in (xx) tale
che risulti

||f7f5||p§57 f€K7
e sia M. = Mg il sottospazio di L,(\) di dimensione finita ad essa associato da
(xxx). Poiché fg € M., risulta allora

dr,(f, M) <e, fek.
e quindi, essendo K chiuso e limitato, la conclusione segue dalla caratterizzazione
degli insiemi compatti negli spazi di Banach (Teorema 1.26).
(b) Occorre solo provare che fg¢ — f in L,(\) uniformemente rispetto a f € K.
Fissato € > 0, siano f1,..., f, € K funzioni tali che

K C Beys(fi)U---UBes(fa)
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e sia & una famiglia di insiemi come in (xx) tale che risulti || f, — (fim)ellp < /3
per ogni collezione di insiemi £ come in (x*) con &€ > & e perognim =1,...,n
(Lemma 2.33—(c)). Data f € K, sia m tale che risulti || f — f ||, < /3. Si ha allora

If = fellp < Nf = fmllp + 1fim = (frdellp + [1(fm)e = fellp <
<2f = fllp + fm — (Fm)ellp <26/34+¢/3=¢
per £ > & e questo completa la dimostrazione. O
Il criterio di compattezza fornito dal teorema precedente ¢ estremamente generale
ma risulta essere in realta di scarsa utilita in ragione della evidente difficolta di
calcolare il limite che compare nell’ipotesi (a) in casi concreti. Tuttavia, nel caso
particolare di L,(R"Y) cosi come nel caso gia esaminato di ¢, (Esercizio 1.13), la
condizione di uniforme approssimabilita del teorema precedente puo essere sostituita
da condizioni di piu agevole formulazione.
Data una funzione f € L,(RY) (1 < p < +00), per ogni y € RY sia
Ty f(z) = flz+y), per Lebesgue q.o. z € RN (y € RY)

la y —traslazione di f o brevemente traslazione di f (Esercizio 11-5.24) le cui proprieta
riassumiamo nel risultato seguente.
PROPOSIZIONE 2.35. Sia f € L,(RY) (1 <p < 400) una funzione. Allora,

(a) risulta 7, f € Ly(RYN) con |7y fll, = If|l, per ogni y € RY;

(b) la funzione y € RN s 7, f € L,(RY) ¢ uniformemente continua.

Inoltre, per ogni y € RY la traslazione 7, come funzione da L,(R") in s¢ ¢ un
isomorfismo isometrico di L,(RY) su se stesso.

DIMOSTRAZIONE. (a) Per y € RY fissato, la traslazione 7, f & ben definita come
classe di equivalenza di funzioni Lebesgue misurabili in RY che sono Lebesgue quasi
ovunque uguali (Esercizio I1-5.24) e risulta

fulmi@pa= [ irorie= [ 1fop

per l'invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue.

(b) Per e > 0 fissato, sia ¢ € C.(R") tale che ||f — ¢/, < &/3 (Corollario 2.29) e
sia K C RY un insieme compatto tale che risulti supp (¢) + B1[0] C K. Essendo ¢
uniformemente continua in RY, esiste § = §(¢) con 0 < § < 1 tale che risulti

yeRVe|y|<s = |o(@)—pl@+y) Vo eRY

|§ ;
3|K|H/P

cosicché per ogni coppia di punti y; € RY (i = 1,2) con |ly; — y2| < J si ha

Ty — Tyrllh = /RN lo(x +y2) — p(z +y1)|P do =

= [ o)~ o+ — )P do < (/37
R
poiché risulta x 4+ (y1 — y2) € supp(p) + B1[0] C K per ogni z € supp(y¢). Si ha
infine per gli stessi y;
17y f = Ty fllp < 17yaf = Tya@llp + (1790 = Tya0llp + ITya0 — 7y fllp <
<2f =@l + lITgep — Tyelly < 2¢/3+¢/3=¢
e quasto completa la dimostrazione. O

Possiamo ora riformulare il criterio di compattezza del Teorema 2.34 nel seguente
teorema di Kolmogorov—Riesz.
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TEOREMA 2.36 (A. Kolmogorov—M. Riesz). Sia K C L,(RY) (1 < p < +00) un
insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) K ¢ chiuso e limitato in L,(RY) e, posto Br = Bg[0] per R > 0, si ha

I Pdr=0 VYR>0;
o m Bglf(x)I @

e lim lf(z+y) — f(z)Pde =0;

y—0 RN

uniformemente rispetto a f € K;
(b) K & compatto in L,(RY).
La seconda condizione in (a) equivale a richiedere che 'insieme di funzioni
{yERN'—)Tyf: fEIC}

sia uniformemente equicontinuo da R in L, (RY).
Anche in questo caso con le ovvie modifiche si ottiene la caratterizzazione degli
insiemi relativamente compatti di L, (RY).

DIMOSTRAZIONE. Utilizziamo le notazioni di Capitolo ITI-5 e in particolare denotia-
mo la misura di Lebesgue di un insieme Lebesgue misurabile E con |E|.

(a) Fissato e > 0, siano R = R(e) > 0 e § = 6(g) > 0 tali che per ogni y € RY con
ly|| < 0 risulti

J

per ogni funzione f € K. Fissato 0 < I < §/2v/N, ricopriamo la palla B con cubi
semiaperti e disgiunti Q,, = Q[r,) (z,, € RY per m = 1,...,n) di semilato [.
Poniamo Q = {Q1,...,Qx} e denotiamo con M, = Mg il sottospazio di L,(\) di
dimensione finita ad essa associato da (xx%) e con

fo@)= > [flenle.(@), xzeRN.
1<m<n

la proiezione di f € L,(X\) su M.. Posto 0= Q1U---UQ,, per ogni funzione f € K
risulta allora

[=gelr= [ir=sel [ s

<3 [ ligm [, 1@ - s
<Xl ([ e -rere)e: s

per la disuguaglianza di Jensen. Per q. 0. z € Q,,, operiamo il cambio di variabili
definito dalla traslazione y € @Q,,, —z +— 2z =z + y € Q,, e denotiamo per brevita
con @ = @Q;[0] e 2Q = Q]0] i cubi compatti con centro nell’origine di semilato [ e
2! rispettivamente. Si ha allora

/ (@) — F()P dz = / faty) — f@)Pdy <

m Qm—z

|f(x)|deg% e /RN|f(x+y)—f(w)|’”deQ§%

c
R

p Ep
d — <
m+2_

S/QQf(ery)—f(af)lpdy

per q. 0. ¢ € @, poiché risulta @Q,, — x C 2Q per ogni = € Q,,. La funzione
(z,y) e RV RY o f(z +y) — f(x)
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¢ ben definita a meno di insiemi Lebesgue trascurabili in RY x RY ed & Lebesgue
misurabile in RYx RY (Esercizio I1-5.25) cosicché, essendo [|y|| < § per ogni y € 2Q
per la scelta di I, per il teorema di Fubini-Tonelli (Teorema I1-5.40) risulta

;le/m (/2Q|f($+y)—f(x)|pdy) do =
ol (;/ |f(ff+y)—f(x)pdx> dy <

2Q] e &

1 Lo ]
< = fle+y —facpdx>dy§ ==
QI J2q ]RNl (#+3) - flo) @ 2V+ 2
poiché si ha [2Q]/|Q| = 2. Abbiamo cosi provato che risulta

e eP
/RN|f—fQ|p§§+§:5p
da cui segue
dr,(f, M) <e, fek,
e quindi, essendo K chiuso e limitato in L,(X), esso ¢ anche compatto (Teorema 1.26).
(b) Se K & compatto, esso & chiuso e limitato e, fissato £ > 0, esistono funzioni

fm €K (m=1,...,n) tali che per ogni f € K risulti

i — <
nin (1f = foullp < €/2

(Teorema 3.16). Sia quindi R = R(e) > 0 tale che risulti
[P <emr. m=1n
Bg

cosicché risulta

p P
[z ([ mnbe [ ) s2 (242) -
Be, B, Be, 2p 2w

per ogni funzione f € K. Infine, utilizzando Proposizione 2.35 si prova in maniera
del tutto analoga che 7,f — f in L,(RY) per y — 0 uniformemente rispetto a
fekx. O

Nel caso di un insieme aperto € diverso da R¥ il teorema di Kolmogorov-Riesz
assume la forma seguente.

TEOREMA 2.37. Sia Q@ C RN un insieme aperto e sia K C L,(2) (1 <p < +00) un
insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) IC é chiuso e limitato in L,(2) e per ogni e > 0 ha le sequenti proprietd:

e JHCQ compatto/ |f|P < e per ogni f € K;
O\H

e per ogni K C Q) compatto esiste 0 < 6 < d(K ,°) tale che

<6 = /Klf(w+y)—f(w)\pdxés viek.

(b) K é compatto in L,(£2).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo che (a) implica (b) e utilizziamo la norma || - ||
di RY e la associata distanza d., tra vettori e insiemi e tra insiemi.
Fissato € > 0, sia H C Q) un insieme compatto tale che

/ |fIP < AP, fekx,
Q\H
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con A > 0 da specificare. Sia 0 < d < doo(H,Q°)/3 e sia K 'insieme compatto
definito da

K=H+Qq0]={zeR": do(z,H) < d}.
Sia quindi 6 = d(g) > 0 con 0 < § < d tale che risulti

<6 = /Klf(w+y)—f(w)|”dx§ApE viek,

con A > 0 da specificare. Scegliamo quindi 0 < [ < §/2 e ricopriamo K con cubi
semiaperti e disgiunti Q,, = Q[z,,) di semilato | (z,, € Q per m = 1,...,n) in
modo che si abbia K NQ,, # @ per ognime K C Q1U---UQ,, = [. Verifichiamo
che risulta

o doo(0,Q°) > d;
ezclO\Ke |yl <2l = z+yecQ\H.

Per la prima disuguaglianza, per € [ si ha = € Q,, per m opportuno e quindi
esiste 2z’ € K N Q,, della forma 2/ = 2" + u con 2" € H e ||u|loo < d cosicché risulta
da cui segue

doo(z7QC) Z doc(HaQC) - dOO(Hv'Z,) - doo(zlaz) >
> 3d — ||u|loo — 20 >2d — 21 > 2d — 6 > d.

Per laltra implicazione, per ogni x € O\ K risulta do (z, H) > d altrimenti sarebbe
x € K per la definizione di K e, se fosse z +y € H, si avrebbe

2= ylloe = Iz +y) —2lloc > doo(a, H) > d

e questo ¢ assurdo poiché ¢ 21 < § < d. Inoltre, per x € O si ha d (O, Q°) > d per
la prima disuguaglianza e quindi, se fosse x 4+ y ¢ €Q, si avrebbe come prima

2= [Ylloo = Iz +y) = 2llcc = doo(x, H) > d

e questo completa la dimostrazione della seconda implicazione.

Procediamo ora come nella dimostrazione del caso in cui Q & tutto RY: poniamo
Q={Q1,...,Qn} e denotiamo con M, = Mg il sottospazio di L,(2) di dimensione
finita ad essa associato da (s#x) e con fg la proiezione di f € L,(2) su M,. Con le
stesse notazioni e gli stessi calcoli risulta

/|f—fg\pdxé/If—fg\pdx—i—)\sf’g
Q O

<al ([t - s@p ) dy+rer

e per ogni y € 2@ si ha
/D @t y) — f@)Pde <
< / @ +y) — F@)P de+
K

p—1 T Pdx z)|Pdx ] .
2 (/D\Kw Ly)lPd +/D\K|f( ) d)

Il primo integrale a destra & maggiorato da AeP poiché per ogni y € 2Q si ha
lylloo < 21 < 0 € lo stesso vale per i restanti due integrali poiché per O\ K C Q\ H
e per (ii) si ha

[ larprars [ @<,
O\K

Q\H
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Si ha pertanto
/ If — folPdz < [2"(2P+1)+1 AP
Q

per ogni f € K da cui segue dr,(f, M.) < e per ogni f € K per A > 0 opportuno e
questo completa la dimostrazione. O

Duale di L,. Sia A\: X — [0, +0c0] una misura positiva su una o —algebra S di
insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X e siano 1 < p,q < 400 esponenti
coniugati. Per la disuguaglianza di Holder (Proposizione 2.20), ogni funzione
g € Ly(X) definisce tramite la formula

— Lof = /X fgdr,  fe LN,

un funzionale lineare limitato su L,(\) avente norma || L,|| < |g|q- Sotto la
condizione che per ¢ = +0o la misura positiva A sia semifinita, la disuguaglianza
precedente risulta essere in effetti un’uguaglianza.

PROPOSIZIONE 2.38. Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati tali che valga una
delle sequenti ipotesi:

o l<p<+4o0el<Lqg<—+oo;
e p=1eqg=+00 con A misura positiva semifinita;

e siano g € Ly(\) e Ly € [L,(N)]" il funzionale lineare limitato su L,()\) definito da
(sxxx). Allora,

[Lgll = llgllq-

Se g € Loo(N) e A non @ semifinita pud essere || Ly|| < |lgl (Esercizio 2.20).

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo per fissare le idee il caso di funzioni complesse e
supponiamo g # 0 altrimenti la conclusione & ovvia.

Sia dapprima ¢ = 1 e conseguentemente sia p = +oo. La funzione f = sgn(g) e
S —misurabile e appartiene a Lo (A) con || f|lcc = 1. Si ha allora

/XlglclA:/ngdA:LgleLgfléHLgII

e questo prova ’asserto nel caso considerato.
Sia quindi 1 < ¢ < +00 e conseguentemente sia 1 < p < +00. La funzione

f=1g1""" sgn(g)
¢ S—misurabile e appartiene a L,(\) poiché da p(q — 1) = ¢ segue
1P = |gP™D) = |g|7.

Risulta allora

1/p
[rlsar= [ goix=r,5 =10,71< 1201151 = L] ( / MW)
X X X

edal—1/p=1/qsegue [|glq < [|Lg].
Siano infine ¢ = 400 e p = 1 e consideriamo I'insieme {|g| > ||Ly||}. Essendo in
questo caso A semifinita per ipotesi, se fosse

Aflgl > 1Lgl1}) > 0,

l'insieme {|g| > ||L4||} conterrebbe un insieme S —misurabile E con 0 < A(E) < 400
e la funzione

~ sgn(g)
f= NE)
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sarebbe S —misurabile e apparterrebbe a Li(\) con ||f|1 = 1 poiché si avrebbe
g # 0 A—quasi ovunque in E. Si avrebbe allora

1
L,|| = ||L > L, f| = dA\ = —= d\ > |L
120l = 1Ll = 2071 = | [ faad = 55 [ lol x> 12

e cio ¢ assurdo. Risulta quindi |g| < ||Lg|| A—quasi ovunque in X e questo completa
la dimostrazione. O

Ogni funzione g € L,(\) definisce quindi un funzionale lineare limitato su L,(X)
ed ¢ naturale chiedersi se tutti gli elementi del duale di L,()) siano di tale forma.
La risposta a queste domande ¢ fornita dal teorema di rappresentazione di Riesz.
Per 1 < p < 400 la risposta & affermativa e lo stesso vale anche per p = 1 pur di
evitare misure A\ patologiche. Per p = +o0, la risposta ¢ invece negativa: ci sono
funzionali lineari limitati su Lo, (A) che non sono rappresentabili mediante funzioni
A —integrabili e, come vedremo, il duale di L., (A) risulta essere in genere molto piti
grande di Ly ().

TEOREMA 2.39 (F. Riesz). Siano 1 <p < 400 e 1< g < +oo esponenti coniugati

con X\ misura o —finita se p=1 e sia L € [L,(\)]" un funzionale lineare limitato su
L,(X). Allora,

(a) esiste una ed una sola funzione g € Ly(\) tale che
Lf :/ fdA, feLy(N);
X

(b) LI = llgllq-

Nel caso particolare della misura del conteggio su un insieme I qualunque, i funzionali
lineari limitati su ¢1(I) si identificano mediante integrazione con elementi di £ (1)
anche se I non € numerabile e la relativa misura del conteggio non ¢ dunque o —finita
(Esercizio 2.21).

DIMOSTRAZIONE. Se g € L,()) rappresenta il funzionale lineare L mediante inte-
grazione come in (a), 'uguaglianza in (b) ¢ conseguenza di Proposizione 2.38 ¢ da
essa segue l'unicita di g.

Proviamo quindi I'esistenza della funzione g dividendo la dimostrazione nei tre casi
seguenti.

Caso 1: M(X) < +o0.
Proviamo che la funzione p: § — K definita da
uw(E) =L(g), EE€S,

& una misura reale o complessa su S. Per E, F € S con EN F = & risulta

WEUF)=L(lgur) = L(lp +1r) = L(1g) + L(1p) = p(E) + p(F)
e quindi p ¢ finitamente additiva su §. Per una famiglia numerabile di insiemi
E, € S (n > 1) disgiunti, posto E = |J,, En, si ha

1/p
wE) = S wED = (u| U Ea[<izl M U Ea|| —o0
1<m<n m2>n+1 m2>n+1

per n — 400 poiché 1 < p < +00 e A(X) < 400 e quindi x4 risulta essere una misura
reale o complessa su S. Inoltre, evidentemente risulta anche N'(\) C M (p). Per il
teorema di Radon-Nikodym (Teorema I1-4.21) esiste allora una funzione g: X — K
A—integrabile tale che sia

L(lE):,u(E):/Egd)\7 EeS.
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Sia ora s: X — K la funzione semplice e S —misurabile definita da

S :OéllE'l +"'ak1Ek

con Ej, € S insiemi disgiunti e coefficienti ay, € K (h =1,...,k). Per linearita si ha
allora
Ls = Z apL(lp,) = / sg dA
1<h<k X

e la stessa uguaglianza si estende alle funzioni di Lo (). Se f € Loo()), esiste
infatti una successione di funzioni semplici e S —misurabili s;: X — K (k > 1) tali
che s = f in Loo(A) per k — +oo (Teorema I1-2.9). Quindi, s — f in L,(\) per
k — +o00 poiché A(X) < 400 e da cid segue

Lf= lim Lsy;= lim skgd)\:/fgd)\
k X X

— 400 k—+o00

per il teorema di convergenza dominata. Essendo A(X) < +oo per ipotesi, Lo ()
¢ denso in L,(A) per ogni 1 < p < 400 e quindi resta solo da provare che risulta
g € Lqy(\) mostrando che si ha

/ g7 dA < ||
X

e cio si puo fare ripetendo con poche modifiche le considerazioni di Proposizione 2.38.
Sia dapprima p = 1. Se fosse A ({|g] > || L||}) > 0, posto E = {|g| > | L||} € S e

f= sgn(g)
)\(E) E,
si avrebbe f € Lo (A) e risulterebbe anche f € L;(A) in conseguenza di A\(X) < 400
e ||flli =1 in conseguenza di |g| > ||L|| su E e si avrebbe quindi

1
|L|=||L||flllzlLfI:‘/ngdA‘=w/Egldk>L

che ¢ assurdo. Risulta allora |g(z)| < ||L|| per A—q.0. z € X da cui segue g € Lo ().
Consideriamo quindi il caso 1 < p < 400 (che implica 1 < g < +00) e poniamo

By={lgl<n}eS e  fu=Igl""sgn(g)lp,
per ogni n. Risulta allora f, € Loo(A) e |fn|? = |9|?1E, poiché p(¢ —1) =gq. Si ha

quindi
1/p
[ lalrix= [ fugdn=La < IE1Ifull = 121 (/ |g|w>
E, X E,

da cui segue

/ g7 d < |IL]?

n

per ogni n. Passando al limite per n — +o00 si conclude che risulta g € Ly(X) e
questo completa la dimostrazione nel caso M(X) < 4oc.

Caso 2: A\(X) = 400 con A misura o —finita.
Sia w: X — [0, +00) una funzione A —integrabile in X con

w(x) >0 VeeX e /wd)\<+oo
b's
(Teorema I1-2.27) e sia
N(E) :/ wdA, EcS,
E

lintegrale indefinito di w rispetto a A. Essendo w(z) > 0 per ogni = € X risulta
N) =N(N) e da cio segue L(A') = L(X). Per il medesimo motivo risulta anche
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Lo(V) = Lao(X) € [flloer = [ flloon Per 0gmi f € Loo(X) = Loo(A) con ovvio
significato dei simboli.
Per 1 <p < +o0 si ha

/ PPN = / fPwdr, fe L) =LKV,
X X

e quindi la funzione
feL,(\N) wl/pf € Ly(N)
risulta essere un isomorfismo isometrico di L,(A') su L,(\). Conseguentemente la
funzione
L'f=Lw'?f),  feL,N\),

risulta essere a sua volta un elemento di L’ € [L,(\)]* con norma ||L'|| = ||L]|.

Essendo N(X) < 400, per quanto provato nella prima parte esiste allora una
funzione ¢’ € L,(\') tale che

L’f:/ng’dX VieL,(N) e LI =g lgr-

Consideriamo allora la funzione g € L()) definita da g =¢'se p=1e g= 400 e da
g=w"g se 1< p,q< +oo. Nel primo caso si ha g € Loo(A) € [|g]loor = 19’ [lco.n
e nell’altro caso si ha

/MW:/ |g'|deA=/ o' dN
X X X

da cui segue ||gl|co,x = ||L||- Infine, per p =1 e ¢ = 400 si ha

/X fgdx = /X (f /w)gwdA = /X (f/w)g dN = L'(f/w) = Lf

per ogni f € L1(\) e analogamente per 1 < p, ¢ < 400 si ha

/ fgdh = / (f/w/?)g'w dA = / (f/w'/?)g dX = L'(f ju'/?) = Lf
X X X

per ogni f € L,(A\). Questo prova che vale (a) e completa la dimostrazione nel caso
di una misura o —finita.

Caso 3: A misura qualunque ma 1 < p < 4o0.

Sia F € S con A(E) = 400 un insieme o —finito per la misura A e sia Ag la restrizione
di A alla o —algebra S(E) dei sottoinsiemi S —misurabili di £. Identificando mediante
un isomorfismo isometrico L,(Ag) con il sottospazio chiuso delle funzioni di L(\)
che sono A—quasi ovunque nulle in X \ E, per quanto provato nel caso precedente ad
ogni insieme E siffatto si associa una ed una sola funzione gg € L,()\) con gg =0
A—quasi ovunque in X \ F tale che si abbia

Lf= /X fop

per ogni funzione f € L,(\) con f =0 A—quasi ovunque in X \ E. Per tale funzione
g risulta inoltre ||gg|lq < ||L|| e, se E, F € S sono insiemi o —finiti per A, risulta
ge = gr A—quasi ovunque in FN F' per le considerazioni sull’unicita svolte all’inizio
della dimostrazione.

Consideriamo quindi il o —anello R, degli insiemi & —misurabili e o —finiti di X e
la misura positiva su R, definita da

M(E):/ gpl?d\,  EcR,.
X
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Risulta evidentemente p(E) < | L||? per ogni E € R, e quindi, scelta una successione
crescente di insiemi X,, € R, (n > 1) tale che
lim p(X,) =sup{u(E): E€R,}

n——+oo

e posto X, = J,, X» € R, risulta
u(X,) = max {u(E) : EeR,} < |L|"

Dalla massimalita di X, per la misura limitata p si ricava che, per ogni insieme
E € R,, deve essere u(E \ X,) = 0 cosicché la funzione gg € L,()\) associata a E
deve essere nulla A\—quasi ovunque in £\ X,.

Denotiamo quindi con g = gx, € L,()\) la funzione associata a X, che rappresenta
la restrizione di L alle funzioni di L,(X) che sono A—quasi ovunque nulle fuori da X,
e proviamo che tale g ¢ la funzione cercata. Data f € L,()), l'insieme E = {f # 0}
¢ o —finito e si ha

Lf=L(f1g) = L(flenx, + flenx,) = L(flenx,) + L(f1p\x,)

cosicché, denotata con gg € Ly(A) la funzione associata a E, risulta
L(flp\x,) Z/ fle\x, 98 dA =/ fogedA=0
X E\Xo

poiché gg & A—quasi ovunque nulla in E \ X,. Abbiamo cosi provato che risulta
Lf=L(flgnx,) e da cio segue

Lf = L(flenx,) / Flinx,gd\ = / fgdr,  fe Ly,

poiché f & A—quasi ovunque nulla in X \ F e g & A—quasi ovunque nulla in X \ X,.
Questo prova (a) e completa la dimostrazione del teorema. O

Nel caso p = 1 con misura positiva arbitraria, puo accadere che non tutti i funzionali
lineari limitati di L; possano essere rappresentati mediante integrazione contro
elementi di L., come prova ’esempio seguente.

EseEMPIO 2.40. Sia S la o —algebra formata dagli insiemi di R al pitt numerabili o
conumerabili (Esempio II-1.9— (b)) e sia A = # la misura del conteggio ristretta
alla o —algebra S (Esempio I1-1.21—(a)). La funzione

x

1+ |z|’
¢ limitata ma non ¢ S —misurabile (Esercizio II-2.5). Poiché f appartiene a Lq(#)

se e solo se risulta
> 1f(@)] < 400
zeR

(Esempio 11-2.35), la funzione fg ¢ S—misurabile ed appartiene a Lq(#) per ogni
f € Li(#) e il funzionale lineare L su Ly (#) definito da

Lf= /f a4 = Zm fe L),

g(z) = r €R,

¢ limitato e dunque ¢ un elemento del duale di Lj(#). Se esistesse h € Lo (#) che
permette di rappresentare L mediante la formula

Lf= /fhd# S k@), e L),

z€eR
si avrebbe

[ #a=nyi# =3 F@)lo(o) ~ hia)] =0

z€R
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per ogni f € Li(#) da cui, scegliendo f = 1y, al variare di 2 € R, seguirebbe
g = h e cio e assurdo. O

Nelle ipotesi del teorema di rappresentazione di Riesz, il duale di L, () si identifica
con Ly(A) con g esponente coniugato di p e tutti gli spazi L,(A\) per 1 < p < 400
sono riflessivi.

COROLLARIO 2.41. Siano 1 <p < 400 e 1 < g < 400 esponenti coniugati con A
misura o — finita se p=1. Allora,
(a) la funzione
g € Lg(A) = Ly € [Lp(N)]"
ove Ly é definito da (s*xx) é un isomorfismo isometrico di Lq(\) su
[Lp(N)]".
(b) L,(A) é riflessivo per 1 < p < +o0.
DIMOSTRAZIONE. E necessario provare solo (b) poiché (a) & ovvio. Denotiamo a
tal fine con
P:ge Ly(\)— P(g) =Ly [Lp(N)];
Ui feLy(A) = U(f) =Ly e [LgW)]

gli isomorfismi isometrici suriettivi definiti in (a) cosicché risulta
@@.0) = [ oran fer,0);
X

per ogni g € Ly(A\) e

<w<f>,g>=/xfgdx, g€ Lo\

per ogni f € L,(\) e consideriamo un elemento fissato L** € [L,(A)]** del biduale
di L,(A). La funzione L* = L** o ® ¢ un elemento del duale di Ly(\) con norma
|L*|| = ||L**||. Esiste allora una ed una sola funzione f € L,(\) tale che U(f) = L*
per la quale si ha

(L™, D(g)) = (L*,g) = (W(f)g) = /X fgdX = (@(g). ) = (Jf.0(g))

per ogni g € L,(A\) ove J: L,(X) — [L,(A)]** denota 'immersione canonica di L, ()
nel suo biduale. Per la suriettivita di ® su [L,(A)]* risulta allora L** = J f e questo
completa la dimostrazione. O

Duale di L. Sia A: S — [0,+00] una misura positiva (non nulla) su una o -
algebra S di insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X. Con l'esclusione di casi
banali, il duale di Ly (A) non si identifica con Lq(\): esistono funzionali lineari
limitati definiti su Lo (A) che non sono della forma

sz/xfgdA J e L),

per alcuna funzione g € L1(A) (Esercizio 2.22). Il duale di Lo (M) risulta essere in
genere piu grande di L1(A) ed i suoi elementi si possono rappresentare come integrali
rispetto a opportune misure finitamente additive complesse e limitate. Conseguen-
temente, Li(\) non risulta essere uno spazio di Banach riflessivo. Illustriamo in
questa parte l'identificazione degli elementi del duale di Loo(\) con le misure citate.
Sia A: § — [0, +00] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi di un
insieme astratto (non vuoto) X che supponiamo fissata in tutta questa parte e, con
la terminologia e le notazioni di Sezione 11-4.4, denotiamo con My, (S) lo spazio
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vettoriale su K delle misure reali o complesse finitamente additive e limitate su S e
poniamo

lullsy = [plsv(X),

liellew = Tpler (X)),
ove |itlsy e |plsy denotano la semivariazione e la variazione totale di p. Le funzioni
|- llsv: Mpa(S) = [0,400) e || - [lov: Mpa(S) — [0,4+00) cosi definite risultano
essere norme equivalenti su My, (S) che prendono anche in questo caso il nome
di norma della semivariazione e della variazione totale rispettivamente e rispetto
alle quali Mp,(S) risulta essere uno spazio di Banach complesso (Teorema I1-4.39).
Inoltre, il sottospazio

Mpa(A) = {1 € Mpa(S) : N(X) CN(w)}

risulta essere un sottospazm chiuso di My, (S) e quindi risulta essere a sua volta
uno spazio di Banach con la norma della variazione totale.

Sia ora g: X — K una funzione S —misurabile e limitata tale che ¢ = 0 A—quasi
ovunque in X. Risulta allora

/ gdu=0,  p€ Mpa(}),
X

poiché si ha M(\) C M () per ogni misura p € Mp, () e quindi, per ogni siffatta
misura p fissata, possiamo definire l'integrale di una funzione f € Lo, () rispetto
alla misura finitamente additiva e reale o complessa p

/fw, Ees,
E

mediante un qualsiasi rappresentativo limitato di f € Lo (A). In conseguenza di cio,
ogni misura g in My, () definisce allora tramite la formula

fﬁiéf@u fe L,

un funzionale lineare su Lo () che risulta essere limitato con norma pari alla
variazione totale di p.

M S Mba<8)7

TEOREMA 2.42. Sia p € Mya(A) una misura fissata e sia

N=[ fun Fela(.
Allora,
(a) Ly € [Loo(N)]*;
(®) L]l = [lellev-

DIMOSTRAZIONE. Sia p # 0 altrimenti non c¢’¢ nulla da provare. Per le proprieta del-
I'integrale di funzioni & —misurabili e limitate rispetto a misure complesse finitamente
additive e limitate si ha

wAﬁvﬂAfwfgLfMMsmmuwmw, fe Ll

e quindi L, risulta essere un funzionale lineare limitato con ||L,|| < ||g/|¢v. Viceversa,

scelto 0 < € < |||t = ||ty (X), sia {En, ..., E,} una partizione & —misurabile di
X tale che risulti
(wrrrx) Z [(Em)| = |ple(X) —>0

esia f € Loo(N) la funzwne semplice definita

Z bgn 1Em
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Da () si ricava che deve essere pu(F,,) # 0 per qualche m cosicché, essendo
N(X) C N(p), risulta A(E,,) > 0 per lo stesso m e cio implica che sia || f]|o = 1. Si
ha allora

1Zull = 1Lu ()l = D [1(En)| = [pln(X) — e
e dallarbitrarieta di 0 < & < ||p|ltv = |p|ev(X) segue asserto. O

Possiamo infine provare che ogni elemento del duale di Lo (\) si identifica con
l'integrale rispetto a una misura g di Mpa(X).

TEOREMA 2.43. Sia L € [Loo(M\)]" un funzionale lineare limitato su Lo ()). Allora,

(a) esiste una ed una sola misura p € Myg(A) tale che
L= [ fdu  fela(i;

(B) [[Lllew = llpell-

Questo risultato permette di descrivere analiticamente anche il duale dello spazio
di Banach B(f2) delle funzioni limitate definite su un insieme (non vuoto) Q (Teo-
rema 1.9). Sia infatti A = # la misura del conteggio sulla o —algebra delle parti
di . Da N()\) = {@} segue che risulta B(2) = [ () e anche le relative norme
coincidono:
1flle = flles,  f€B(Q).

Quindi, il duale di B(2) si identifica isometricamente con lo spazio delle misure
complesse finitamente additive limitate su P(€).

DIMOSTRAZIONE. La funzione d’insiemi p: & — K definita da
w(E) = L(1g), Ees,

¢ una misura reale o complessa finitamente additiva su S. Inoltre, essa & limitata
poiché si ha |ui, (E)| < ||L|| per ogni E € S e chiaramente risulta N'(\) C N (u).
Quindi, g € My, (N).

Sia ora f € Ly () e siano s,: X — K (n > 1) gli elementi di una successione di
funzioni semplici e S —misurabili che approssimano f come in Teorema I1-2.9. Si
ha allora

n——+o0o n——+00

Lf= lim Ls,= Ilim sndu:/fdu
X X

e questo prova l'esistenza di g € Mp,(A). L'uguaglianza in (b) & conseguenza di
Teorema 2.42 da cui segue anche 'unicita di pu. 0

Concludiamo questa parte caratterizzando gli elementi di [Lo())]* che possono
essere rappresentati mediante funzioni di L (A).

TEOREMA 2.44. Siano A: § — [0, +0o0] una misura positiva o — finita (non nulla)
e L € [Loo(N)]" un funzionale lineare limitato su Lo () e sia p: S — K la misura
reale o complessa finitamente additiva su S definita da

(setotox ) w(E) =L(1g), Ees.
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) pu & numerabilmente additiva;
(b) esiste g € L1(\) tale che

L(f) = /X fgdX, e La(N).
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Nel linguaggio di Sezione 1.4, gli elementi del biduale di L1 (\) che sono immagine
di elementi di L;(A) mediante 'immersione canonica di L;(A) nel biduale sono
i funzionali lineari L di [L1(\)]™ che mediante la formula (s###xx) danno luogo
ad una misura numerabilmente additiva complessa su S. Inoltre, nelle ipotesi del
teorema, la funzione g ¢ univocamente individuata come elemento di Lq(A) e risulta

10 = llglls-

DIMOSTRAZIONE. La funzione p: & — K definita da (s#skskskk) & una misura com-
plessa tale che N'(A\) C N (p). Per il teorema di Radon—Nikodym (Teorema 11-4.21)
esiste quindi una funzione g € L1(\) per la quale risulta

L(IE):u(E):/gdA7 EecS.
E
Si ha allora
L(s) = / 59 dA
X

per ogni funzione semplice s € X, () e quindi la stessa formula vale per densita
con f € Loo(A) in luogo di s (Teorema 2.27). O

Uniforme convessita di L, (1 < p < +00). Proviamo in questa parte che la
norma degli spazi L, ¢ uniformemente convessa per 1 < p < +o0. Consideriamo a tal
fine una misura positiva A: § — [0, +00] su una o —algebra S di insiemi di un insieme
astratto (non vuoto) X che supponiamo fissata in tutta questa parte e proviamo
preliminarmente le seguenti disuguaglianze elementari tra numeri complessi.

LEMMA 2.45. Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati. Allora, per ogni z,w € C
st ha

)

q q » p\ /=1
W 1epes — (ar)  Jz 4wl + |z = wl? <2 (|27 + [w]?)
a pP=
(a2) le ol + 12— wl? > 227 (|2 + Jul?)
. . » P\ /1
) 2<p<in — P T |z = wlt 2 2 (|2 + ) :
Y %

(02) [+ ul? +1z—wp <227 (1P + o).

Per p = g = 2 tutte le disuguaglianze precedenti si riducono a un caso particolare
della familiare identita del parallelogramma

e+ wl? + 1z —wl? =2 (Jl? + wl?),  zweK.
DIMOSTRAZIONE. Siano p,q # 2 altrimenti non c’¢ nulla da provare e procediamo

provando (a1), (b2), (by) e (az) nell’ordine.
(a1) Per z =0 o w = 0 la disuguaglianza si riduce ad un’ovvia uguaglianza. Essendo
la disuguaglianza simmetrica in z e w, possiamo quindi supporre che sia 0 < lw] < 2]
e porre w/z =re'® con 0 < r <1 e |f| <7 cosicché (ay) si riduce a
‘1+rei9’q+|1—rei0’q§2(1+r”)1/(p71), 0] <, 0<r<l.

Si ha ’1 :trei9|q = (1 + 2rcos€+r2)q/2 e, per 0 < r < 1 fissato, calcoliamo il
massimo della funzione continua

©r(0) = (14 2rcosf + r2)q/2 + (1 —2rcosf +r?)
Essendo ¢, (0) = ¢,(—0) e @ (1 —0) = ¢, (0) per 0 < § < 7/2, & sufficiente calcolare
il massimo di ¢, solo sull’intervallo [0, 7/2]. La derivata di ¢, &
q/2-1

g <

+ (1 —2rcosf +r?)

90;«(9) = —Trgseny [(1 + 2r cos 0 —|—7‘2) q/2—1:|
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per ogni 0 < 0 < /2 e quindi, essendo ¢/2 — 1 > 0, ¢/, risulta negativa in (0, 7/2]
da cui segue che ¢, ¢ strettamente decrescente in tutto l'intervallo [0,7/2]. Si ha
pertanto

11+ 7e|" + |1 —re®|" = 0,(0) < 9 (0) = (L+7)7 + (1 — 7)1

per ogni || < 7 e per concludere la dimostrazione di (a;) resta da provare solo che
risulta

(I4r)i+1=—r)9 <214/ g<r<t

Benché elementare, la dimostrazione di questa disuguaglianza e laboriosa e per
questo motivo rinviamo a [30], Lemma 15.6, per la sua dimostrazione.

(b2) In questo caso si ha 2 < p < 400 el < g <2 e quindi per (a;) con esponenti p
e ¢ scambiati risulta

1/(q—1) p/q
2wl + 1z —wf <2 (2 wlt) T =2 (21 + fw)?)

per ogni z,w € C poiché 1/(¢ — 1) = p/q. Per la disuguaglianza di Holder con
esponenti coniugati r =p/q¢ > 1e s=p/(p— 1), si ha poi

1—q/ q/p
219 + Jwl® < 27977 (|2fP + fw]?)
per ogni z e w da cui segue
lz 4+ wP + |z —wP <2- opr/a(1—q/p) (‘Z|p + ‘w|p) — 9p/a (|Z|p + |w|p>
sempre per ogni z e w e questo completa la dimotrazione di (bs) poiché risulta
p/la=p—1
(b1) Anche in questo caso si ha 2 < p < +00 e 1 < g < 2 e scrivendo (a1) per

zZ+w Z—w
g: 2 e 77:

con esponenti p e g scambiati risulta

z—i—wq z4+w

ay 1/(g—1)
5 5 ) =9~ (1) (|z+w|q+ |z—w|q)

poiché sihal/(¢—1)=p—1lel—gq/(¢g—1)=—(p—1).

(ag) In questo caso siha 1 < p < 2e2 < ¢g< +o0 e quindi per (by) con esponenti p
e ¢ scambiati si ha

up+mps2(

1/(q—1) p/q
2wl 1z —wf =2 (2 Jwlt) T =2 (21 + fw)?)

per ogni z,w € C poiché risulta 1/(q — 1) = p/q. Per la disuguaglianza di Holder
rovesciata con esponenti coniugati r =p/g <1les=r/(r—1) <0 (Teorema 2.30),
si ha poi

219+ fufe 2 229 (Jop -+ o) "
per ogni z e w. Procedendo come al Passo 2 si ottiene poi
2+ wlP + |2 — wlP > 2. 2p/a0=a/p) (|Z|p + |w|p) —
— 9r/q (|Z|p + |w‘p) — 9r—1 (‘Z|p + |w|p)

e questo completa la dimostrazione. O
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TEOREMA 2.46 (J. A. Clarkson). Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati e siano
f.9 € Ly(X\) due funzioni. Allora,

1/(p—1)
(@) I +glg+ 17— glg <2 (U715 +gllz) s

() 7+ glp+ 17 — gl > 27 (12 + gl
p » » 1/(p—1)
1) I +gld+ 1 = alg =2 (U7 +gllz)

(bs) If + gl + 17 — gl <27 (1718 + gl

Queste disuguaglianze prendono il nome di disuguaglianze di Clarkson e nel caso
p = q = 2 si riducono all’uguaglianza

1F+gl3 41 =al3 =2 (113 + 1gl3),  Fro€ La(),

che generalizza alle funzioni di Lo(\) 'uguaglianza del parallelogramma valida per i
vettori di K.

(a) l<p<2 =

(b) 2<p<+4o0 =

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo p,q # 2 altrimenti non c¢’¢ nulla da provare e pro-
viamo solo (a1) e (by) poiché (ag) e (by) si ottengono integrando le corrispondenti
disuguaglianze di Lemma 2.45.

(a7) Sihap=gq(p—1) eq/p=1/(p—1) e quindi risulta
Lf+9gllp +11f = gllz =

/p
-(/. |f+g|”dA) (/ Faran) -
(p—1) 1/(p—1)
(/ | + g7 dA) (/ f = g7 dA) <

cosicché, per la disuguaglianza di Minkowski rovesciata con esponente 0 < p—1 <1
(Teorema 2.31) si ha

- (/X (1 + gl + 17 = gI7] vy dA)l/(pl).

Per la corrispondente disuguaglianza (a;) di Lemma 2.45 si ha

1/(p—1)
P+ gt 1f =gl <2 (1117 + 1g]?)

A—quasi ovunque in X e quindi dalla catena di disuguaglianze precedente si ottiene

(p—1) 1/(p—1)
I +alg+ 1oy < ([ [iregir—a]” an) <
X

/-1 /(1)
<2 ([ ipeir]ar) =2 (g + loli)
X

che e la disuguaglianza cercata.

(b1) Per la disuguaglianza (a;) di di Lemma 2.45 con z = (f +g)/2 e w = (f —g)/2
e con esponenti p e ¢ scambiati si ha

f+g‘q ‘f—g I
5| +

1/(a-1) )
) =2 (el -l

A—quasi ovunque in X poiché si ha 1 —¢q/(¢—1)=1—-pel/(¢g—1) =p—1.
Integrando ambo i membri della disuguaglianza precedente e utilizzando questa

AP+ gl < 2 (\
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volta la disuguaglianza di Minkowski con esponente p — 1 > 1 si trova

p—1
\V%+wmngﬂwv+gﬁ+v—gﬂqu
p—1
p—1> .

H'fi9|qu_1 - (/X |f £ gD dA)l/(p_l) -

q/p
—([ingpmg —IF £l

poiché si ha g(p—1) =pe 1/(p—1) = q¢/p e quindi dalla catena di disuguaglianze
precedente si ottiene

— p—1
1715 + lglls < 2077 (11 + gllg + 11 = gll?)

che, passando alle radici, ¢ la disguaglianza cercata. O

<o ([ o]+ |15 - ol

Risulta ora

COROLLARIO 2.47. Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati e siano f,g € Ly(A)
due funzioni tali che || fll, = llgllp =1 e ||f — gllp > € per qualche £ € (0,2]. Allora,

P 1/p
froll (-2,
2 |, "~ 2p

q 1/q
< (1—1) .
» 2

Conseguentemente la norma degli spazi L,(A) con 1 < p < +00 ¢ uniformemente
convessa. Facili esempi mostrano che cio ¢ falso per p = 1 e p = +00. Lo stesso vale
in particolare per le norme di indice p di K”.

(a) l<p<2 =

(b) 2<p<+oo = Hf—;g

DIMOSTRAZIONE. Seguono rispettivamente dalle disuguaglianze di Clarkson (a1) e
(b2). O

Spazi L, (0 <p < 1). Sia A\: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra
S di insiemi di un insieme astratto (non vuoto) X che supponiamo fissata in tutta
questa parte.

Come nel caso p > 1 gia esaminato, per ogni 0 < p < 1 fissato e per ogni funzione
S —misurabile f: X — K poniamo

1/p
|mu=(éuvw) € [0, +o0

Ly(A) ={f€L(S): |Ifll < +oo}
Iinsieme delle funzioni S —misurabili di potenza p—integrabili e con
Ly(N) = L,(M)/N
I'insieme quoziente formato dalle classi equivalenza di funzioni di £,(X) che sono
A—quasi ovunque uguali in X. Valgono anche in questo caso le considerazioni e
convenzioni relative agli elementi di L,(A) che abbiamo gia illustrato per p > 1.

Le proprieta della funzione || - ||,: £(S) — [0, +0o0] per 0 < p < 1 sono elencate nella
proposizione seguente.

e denotiamo con

PROPOSIZIONE 2.48. Sia 0 < p < 1 e siano f,g € L(S) funzioni S —misurabili.
Allora,
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@ [flp,=0 = [f=0;

(b) llefllp = lall[fllp per ogni a € K;

() If +glp < 15+ llglp-
Le prime due affermazioni sono evidenti e la terza & conseguenza della disuguaglianza

(a+b)P <af +b7, a,b>0 (0<p<1)
che é stretta per a,b > 0.
Conseguentemente L,(A) (0 < p < 1) & uno spazio vettoriale sul campo K ma || - ||,
non & una norma in L,()\) per 0 < p < 1 a meno di casi banali®. Se infatti £, F € S
sono insiemi disgiunti con 0 < A(E), M(F) < 4+00,si ha lg,1p € L,(A) e
1/p 1/p 1/p
I1e +1rlp = (AE) + MF)) 7 > (AE) 7+ (AF) 7 = el +11rl,.

Anche se || - ||, non & una norma, ¢ possibile dare agli spazi L, con 0 < p < 1 una

naturale struttura di spazio metrico.

TEOREMA 2.49. Sia 0 <p <1 e sia

dp(f,g>:/x|ffg|pdm f.g€ Ly(\).
Allora,

(a) d, é una metrica tale che
dp(f+h,g+h) =dp(f,9),  f.9,h € Lp(N);

(b) le operazioni di spazio vettoriale
(f,9) € Ly(A) x Ly(A\) — f+g € Lp(X)
(a, f) e Kx Lp(A) = af € Ly(X)
sono continue;
(¢) (Lp(X),dp) € uno spazio metrico completo.
Alla proprieta di d, espressa da (a) si fa riferimento dicendo che d, & una me-

trica dnvariante. Gli spazi L, con 0 < p < 1 sono esempi di spazi quasinormati
(Definizione 4.31), un tipo di spazio che esamineremo nella successiva Sezione 4.1.

DIMOSTRAZIONE. (a) Le proprieta (D1) e (D2) della definizione di metrica sono
evidenti e (D3) segue da Proposizione 2.48 —(c). Anche l'invarianza ¢ ovvia.

(b) Siano f,,gn € Lpy(A) (n >1) e f,g € L,(\) funzioni tali che f,, — feg, = ¢
in L,(\) per n — 4o00. Si ha allora

dp(fn+gn7f+9) < dp(fnJrgnvf+9n)+dp(f+gn7f+g) = dp(fn»f)erp(gnvg) —0

per n — +00 e questo prova la continuitd della somma. Inoltre, per v, € K (n > 1)
e o € K tali che o, = A in K per n — 400 si ha |a] < C per ogni n e

dp(Anfrs Af) < dp(Anf  Anf) +dp(Anf, AS) <
< dep(fruf) + ‘an - a‘pdp(fvo) =0
per n — 400 e questo prova ’asserto.

(c) Siripete la dimostrazione di Teorema 2.24. O

Concludiamo questa parte evidenziando una proprieta che differenzia in modo
significativo gli spazi L, con 0 < p < 1 da quelli con p > 1.

TEOREMA 2.50. Siano

2 Anche se || - ||, non & una norma in Ly()) per 0 < p < 1, manteniamo la notazione consueta
per analogia con la definizione di || - ||, per p > 1.
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e \: S = [+oo] misura positiva continua;

o V.C L,(N) (0 <p< 1) insieme non vuoto, aperto e convesso.
Allora V- = L,(\).
DIMOSTRAZIONE. Poiché la metrica d,, ¢ invariante, le traslazioni
feLyN) = f+g€ Ly

(g € Lp(X) fissata) sono omeomorfismi e quindi non e restrittivo supporre che sia
0 € V. Allora, B, = B,.(0) C V per r > 0 opportuno.
Sia quindi f € L,(X\) e sia n > 1 tale che

! dy(f,0) <.

n1*1’
La misura positiva finita p: S — [0, +00] definita da

/ fPdy,  EeS,

[ p(X)]

¢ continua (Esercizio 11-2.3) con u(X) = d,(f,0) e quindi risulta p(S) =
=1,...,n) tali

(Teorema I1-1.33). Esistono allora n insiemi disgiunti X,, € S (m
che

X=XiU---UX, e w(Xm) = p(X)/n, m=1,...,n
e le funzioni f,, € L,(\) definite da f,,, = nflx, per ogni m appartengono a V
poiché risulta

(s 0) = [ VP AN = () = (1,0,

m

Da f=(fi+ -+ fn)/n segue f € V e questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 2.51. Nelle ipotesi di Teorema 2.50 sia L: L,(A) = K (0 <p<1) un
funzionale lineare continuo. Allora L = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ > 0, l'insieme V; = {f € L,(\): |Lf| < €} ¢ non
vuoto, aperto e convesso. Quindi, |Lf| < ¢ per ogni f € L,(\) e € > 0 e questo
prova la tesi. O

2.3. Convoluzioni e approssimazioni

L’invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue in RV e conseguentemente
degli integrali consente di definire un’operazione tra coppie di funzioni integrabili
che misura — in un certo senso — il grado di sovrapposizione dei grafici delle due
funzioni al variare della traslazione di una di esse. Questa operazione ha un effetto
di regolarizzazione poiché, a meno di un fattore di normalizzazione, effettua una
sorta di “media” sui valori di una funzione rispetto all’altra. Essa prende il nome di
convoluzione. Ne esaminiamo in questa sezione le principali proprieta con particolare
riguardo alla possibilita di approssimare funzioni integrabili mediante funzioni piu
regolari nel senso che sara precisato in seguito.

Poiché in questa sezione interverra solo la misura di Lebesgue di RY, conveniamo
per brevita che ogni riferimento a misura, misurabilita e integrazione sia riferito alla
misura ed alla o- algebra di Lebesgue di RY.

Denotiamo inoltre come al solito con K il campo dei numeri reali o complessi.

Convoluzione. Siano f,g € L(RY) due (classi di equivalenza di) funzioni misura-
bili. Se la funzione

yeRY = f(z —y)g(y)
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risulta integrabile per ogni z € R\ T per qualche insieme trascurabile T, la funzione
f*g: RY — K definita da

T — dy sex e RN\T
) Frgle) = RNf( v)9(y) dy € R™\

0 sexeT

si dice convoluzione di f e g e con abuso di notazione si scrive

fro@ = [ fe-vat)dy.  aeRY.

La funzione f*g cosi definita dipende solo dalle classi di equivalenza f e g e, in
particolare, cio vale per I'insieme RY \ T degli  per cui f*g(z) & effettivamente
definita come integrale.

Il risultato seguente fornisce condizioni sufficienti sulle funzioni f e g che garantiscono
la possibilita di definirne la convoluzione.

TEOREMA 2.52 (W. H. Young). Siano f € Li(RY) e g € L,(RY) (1 <p < +00).
Allora,

(a) esiste T C RV insieme trascurabile tale che la funzione

y €RY = f(z —y)g(y)
¢ integrabile per ogni x € RN\ T;
(b) per la funzione fxg: RN — K definita da (x) risulta fxg € L,(RY) e

1+ glly < I Fll1llgll-

Per ogni funzione f € Li(RY) fissata, la funzione g € L,(RY) > fxg € L,(RY) &
chiaramente lineare e quindi, per la disuguaglianza in (b), la convoluzione con una
fissata funzione f € Ly (RY) risulta essere un operatore lineare limitato da L,(R")
in s& con norma non superiore a ||f|;. La disuguaglianza in (b) prende il nome di
disuguaglianza di Young.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il caso K = R da cui il caso complesso segue
facilmente e denotiamo con (x,y) i vettori di RY x RV (z,y € RY).
La funzione

y €RY = f(z —y)g(y),
¢ misurabile in RY per ogni # € RY fissato e che la funzione

(z,y) € RN x RN s f(z — y)g(y)

¢ misurabile in RY x RY (Esercizio 11-5.25). Conseguentemente le funzioni

meRm/w (@ —1)g()|dy € [0, +00);
(s5)

zeRN » [f(z —y)g(y)]E dy € [0, +00];

sono misurabili per il teorema di Fubini-Tonelli (Teorema I1-5.40).
Sia dapprima p = 1. Per il teorema di Fubini—Tonelli per funzioni non negative
(Teorema IT1-5.40) e per l'invarianza per traslazioni dell’integrale, si ha

Lo @ vawlde.y = [ ( [ =) das) l9(y)ldy =
— I/l llglls < +oo.

Questo prova la validita di (a) per p = 1 e dal teorema di Fubini—-Tonelli per funzioni
integrabili (Teorema I1-5.41) si deduce che f*g appartiene a Li(RY) e che vale la
disuguaglianza || f* g1 < [[f]1/lg]l1-
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Consideriamo quindi il caso 1 < p < +o00. A tal fine, denotato con 1 < ¢ < +00
I’esponente coniugato di p, per la disuguaglianza di Holder si ha

/\f(x—y)g(y)ldy=/ [f(@ =) f (@ —y)|Plg(y)| dy <
RN RN

<1 ([ 1 wilstwrar)

per ogni z € RY. Elevando ambo i membri alla potenza p, integrando rispetto a z e
scambiando nuovamente l'ordine di integrazione (Teorema I1-5.40), per 'invarianza
per traslazioni dell’integrale risulta

/RN </RN |f($—y>9(y)dy)pdx < ||f||f/q /RN (/RN |f(x—y)||g(y)|pdy) de —
= |l FI15 /RN (/RN |f(x—y)|dx> lg(y)[Pdy =

+1
= 715" gl
da cui segue

[ @ = ol dy < +oc

per q.o. * € RY e, come nel caso precedente, questo prova la validita di (a) per
1 < p < 400. Dalla misurabilita della seconda coppia di funzioni in (%) segue che
f*g € misurabile e quindi dalla disuguaglianza ottenuta sopra si deduce che fx*g
appartiene a LP(RN ) e, passando alla radice p—esima, che vale la disuguaglianza

1 gllp < [1fll1llgllp-
Infine, per p = 400, sempre per l'invarianza per traslazioni dell’integrale si ha

/RN [f (& =y)g(W)l dy < |[fll]lglloo

per ogni * € RY. Questo prova la validita di (a) per p = +oc e con le stesse
considerazioni gia svolte per 1 < p < 400 si conclude che risulta fxg € Ly (RN)

con [f#glloc <[ fll1llglloo- O

Le proprieta algebriche della convoluzione sono riassunte nel risultato seguente.
PROPOSIZIONE 2.53. Siano f,g € L1(RY) e h € L,(RY) (1 <p < +00). Allora,
(a) gxh =hxg;
(b) (fxg)xh=fx(gxh);
(¢) (Af+ng)xh=Af*h)+ pu(g«h) per ogni A, p € K.
In particolare, L; (RY) risulta essere un’algebra di Banach commutativa rispetto
all’operazione di convoluzione.
DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo (a) e (b) poiché (c) & ovvia.

(a) Per effetto del cambio di variabili definito da y € RY + x —y (Teorema I1-5.52)
I'insieme degli # € RY per cui la funzione y € RY + g(z — y)h(y) & integrabile
coincide con I'insieme degli = per cui la funzione y € RY +— h(x—1)g(y) & integrabile
e per lo stesso motivo per tali x si ha

gxh(z) = / g9(z —y)hly) dy = / 9(y)h(z —y) dy = hxg(x).
RN RN
(b) Sia X linsieme con |X°| = 0 tale che le funzioni

yeRY = (fxg)(@—yhly) e  zeRY = |f(z—2)|(|lg]*[hl)(z)
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siano integrabili in RY per ogni € X e sia Y I'insieme con |Y¢| = 0 tale che la
funzione
z€ RN = flu—2)g(2)

sia integrabile per ogni u € Y. Per x € X si ha allora

(Frayeh(@) = [ (7+0)(o—u)hts) dy =

= [ ([ 1= v =20 d:) i ay

Per ogni x come sopra e per ogni y tale che u =z —y € Y, operando il cambio di
variabili definito da z € RN s 2z — g, risulta

flx—y—2)g(2)dz = flx—2)g(z —y)dz
RN RN

da cui segue

eayenta = [ ([ 120 - =) ni ay

cosicché, se assumiamo di poter scambiare ’ordine di integrazione nei due integrali
che compaiono a destra dell'uguaglianza precedente, risulta

(eayento) = [ so=2) ([ ot dy) s =
= [ s 2gen) ez =
RN
— frlgeh)(a)

poiché la funzione z € RN + f(z — 2)(g*h)(2) & integrabile per ogni z € X per la
scelta di X.

Resta dunque da provare la validita dello scambio dell’ordine di integrazione tra y e
z. A tal fine osserviamo che per ogni z € RY la funzione

(y,2) e RN xRN = f(z — 2)g(z — y)h(y)

& misurabile in RN x R (Esercizio I1-5.25) e quindi per il teorema di Fubini-Tonelli
(Teorema IT1-5.40) si ha con l'usuale abuso di notazione

/ (@ — 2)g(z — )h(y) | dLN(y, 2) =
RNxRN

= [ =l ([l - wmwldy) as = [ 15 - 2llal)) ds < oo

per ogni © € X per la scelta di X cosicché risulta

/RN ( » fl@—2)g9(z—y) dZ) h(y) dy = o (z—2) </sz 9(z — y)h(y) dy> dy

per gli stessi « per il teorema di Fubini—Tonelli (Teorema I1-5.41) e questo completa
la dimostrazione. O

Ulteriori proprieta della convoluzione sono elencate nella proposizione seguente.
PROPOSIZIONE 2.54. Siano f € L1(RY) e g € L,(RY) (1 < p < +00). Allora,

(@) 7.(f*g) = (1.f)*g = f*(1.9) per ogni z € RV ;
(b) supp(f*g) C cl(supp(f) + supp(g))-

Ricordiamo che il supporto di una funzione di L1 joc(RY) & definito come il supporto
della misura di Radon data dal suo integrale indefinito (...).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia z € RY fissato e sia x € RY tale che la funzione

yeRY = flz+2—y)g(y)

sia integrabile. Si ha allora
* — dy = T — dy = (1. f)* .
nfe0)@) = [ fe+z=vay= [ rfe= ol dy = (r.f)rola)

Infine, per effetto del cambio di variabili y € RY — y + 2, anche la funzione
y €RY = f(z —y)g(y +2)

¢ integrabile e risulta
nlf+0)@) = [ Herz=ney= [ fe-valy+2)dy = F(ra)a)
RN

e questo completa la dimostrazione.

(b) Sia V un insieme aperto tale che V N cl(supp(f) + supp(g)) cosicché risul-
ta in particolare V N (supp(f) +supp(g)) = &. Per ogni & € V risulta allora
(x —supp (f)) Nsupp(g) = @ da cui segue fx*g(x) = 0 e questo implica che sia

supp (f *g) C cl(supp (f) + supp(g)). O

Concludiamo questa parte esaminando le proprieta della convoluzione di funzioni
integrabili e funzioni continue.

TEOREMA 2.55. Siano f € Li(RY) e g € C,(RY). Allora,
(a) la convoluzione fx*g(x) é ben definita per ogni x € RY;
(b) fxg é limitata e uniformemente continua e si ha

1 gllu < [1f[lpllgllu-

DIMOSTRAZIONE. (a) La funzione y € RY ~ f(z — y)g(y) & integrabile per ogni
z € RV fissato poiché si ha

f@ =gl < |flx=llgle,  yeRY,

per ogni z e quindi la convoluzione f xg(z) ¢ ben definita da (x) con T = @.
(b) Per lo stesso motivo di (a) si ha

[fxg@)| < I flhllgla, = €RY,
da cui segue che f*g e limitata. Relativamente all’'uniforme continuita, si ha
[fxg(ws) — frg(@)| < | f(z2 =) = flzr = )lhllglle,  z€RY (i=12),

con ovvio significato dei simboli e la conclusione segue da Proposizione 2.35. O
COROLLARIO 2.56. Siano f € Li(RY) e g € Co(RY). Allora,

(a) la convoluzione fx*g(x) ¢ ben definita per ogni v € RY;

(b) fxge Co(RN) e si ha

15 gllu < ([ llgl-

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare soltanto che f*g si annulla all’infinito. A tal
fine, supponiamo senza perdita di generalitd che sia ||f|l1 > 0 e [|g|l. > O e, tenuto
conto della commutativita della convoluzione, osserviamo che per ogni = € R

r > 0 si ha

If*g($)|</ [FWllg(x —y))| dy =

(/ /RN ) gz —y))|dy <
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< [ lo-olls@ldy+ gl [ 17

e R BT

con ovvio significato. Fissato e > 0, esiste allora r = r(g) > 0 tale che

€
[ ey
RN\ B, 2/lgllu

e inoltre, essendo f € Co(RY), esiste anche R = R(g) > 0 tale che
5

20l

Allora, per |z]| > R+ r risulta ||z — y|| > R per ogni y € B, cosicché per le
disuguaglianze ottenute si ha

& £ &
Frg(@)] < —/ ldy + gllu=t < &
AT /o, Mole = 2

e questo completa la dimostrazione. O

el =R = g(x)] <

+§—5
5=

Nuclei di sommabilita. Una successione di funzioni K,, € L;(RY) (n > 1) tali
che

° / K,, =1 per ogni n;
RN
o sup || K, |1 < +o0;
n
e per ogni r > 0, posto B, = B,[0], si ha

(s5) Jim [ =0
si dice nucleo di sommabilitd. Un nucleo di sommabilita {K,,}, si dice positivo se
risulta K, (z) > 0 per quasi ogni = e n.

La condizione (xxx) forza le funzioni K, a concentrarsi attorno all’origine per
n — +00.

Le convoluzioni con le funzioni di un nucleo di sommabilita costituiscono una
approssimazione dell’operatore identita su Co(RY) e su L,(RY) (1 < p < +00) nel
senso espresso dal teorema seguente.

TEOREMA 2.57. Sia {K,}n un nucleo di sommabilita. Allora,
() fECo®Y) = tim [[Kuxf~ flu=0;
(b) FEL,RY) (1<p<+o0) = lim [|[Kp*f— f[p=0.

n——+4oo

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo senza perdita di generalita che sia || f||, > 0 ovvero
|| fllp > 0 a seconda del caso e denotiamo con C' > 0 una costante tale che

sup | Knll1 < C.
n

(a) Le funzioni K, * f appartengono a Co(RY) (Corollario 2.56). Per ogni z € RY,
n>1ler>0siha

IKn*f(JC)—f(m)IS/ [f (@ —y) = f@)|[Kn(y)| dy =

RN

= (/ +/ )If(x—y)—f(x)llKn(y)ldyS
B, RN\B,.

<C swp [y f @) f 4200 [ 1Kl

llyll<r

r

con ovvio significato.
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Essendo f uniformemente continua, esiste r = r(¢) € (0, 1] tale che

BeRY (=12 clm-nl<r = [fa2)— @) < o

e per (xxx) esiste ng = ng(e) > 1 tale che
S

Per ogni 2 € R¥ risulta allora

Sup [T/ (@) = f@)l < 55

cosicché per n > ng per le disuguaglianze ottenute si ha

Kar @)~ S £C sup [ryf @)~ S 4200 [ 1l <

lyll<r

B,

_f _f,E_
4 fllw 2

3
<Co5 +2(fllu

20 +

| ™

e questo prova l’asserto.
(b) Sia 1 < ¢ < +oc l'esponente coniugato di p e sia g € L,(RY) una funzione con
lglly < 1. Per q.o. z € RY e per ogni n si ha

<

| Eux @) = f@) g(o) do
< [ (L 1= 0~ f@lswldy) o) s
Poiché la funzione

(z,2) € RN xRY o |[f(z — y) — f(2)] Kn(y)g(@)]
¢ misurabile in RY x RY (Esercizio 11-5.25), per il teorema di Fubini-Tonelli
(Teorema I1-5.40) ¢ possibile scambiare l'ordine di integrazione nell’integrale a
destra ricavando

/]RN (/RN If(z—y) — f(@)]|[Kn(y)] dy) lg(x)| dz =

-/ (/ @ =) = f(@)l]g(@) dx) K ()] dy <
< [t = Sl )] dy =
RN

= [ It = K )l
Risulta allora
[ s s@) = f@)gloyda| < [ eyt = ol Ka0)ldy
RN RN

per ogni g € L,(RY) con ||g|l, < 1 e quindi, passando all’estremo superiore al
variare di g, si ottiene

1K f = 7l < [ ud = Flpla)ldy

(Proposizione 2.38) cosicché, posto per brevita B, = B.[0] con r > 0 da fissare, per
le proprieta dei nuclei di sommabilita risulta

K f  fll < ( L+l ) 7 = Fllpl Kl dy <
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<Csw ryf = flo+20fly [ 1Kl

llyll<r B,
Fissato € > 0, sia = r(¢) > 0 tale che risulti
lyl<r = llr—yf = flp <e/2C

(Proposizione 2.35) e sia quindi ng = ng(g) > 1 tale che

€
n > ng = / |Kn| < .
RN\B,. 4| fllp
Si ha allora || K, * f — f||, <& per n > ng e questo prova l'asserto. O

Sia K € L1 (RY) una funzione tale che
K(z)dz =1
RN
e siano K; (t > 0) le funzioni riscalate definite da

Ki(z)=t"VK(z/t), xR (t>0).

Operando un ovvio cambio di variabili per tali funzioni risulta

Ki(z)dx = K(z)dx =1 e 1Kl = || K1
RN RN

perognit>0e

lim |Ki(z)|de =0

t—0t+ ]RN\B7-
per ogni r > 0.
La famiglia di funzioni riscalate { K }4+~¢ verifica quindi le stesse proprieta dei nuclei
di sommabilita e per analogia si dice nucleo di sommabilita associato alla funzione
K. Con le stesse dimostrazioni dei teoremi precedenti si verifica che

D lirél+ Kixf = fin L,(RY) per ogni f € L,(RY) (1 <p < +00);
t—

. 11I(1J’1+ Kix f = fin Co(RY) per ogni f € Co(RY).
t—

Se si suppone che il nucleo di sommabilita sia associato ad una funzione K continua
e a supporto compatto® & possibile provare oltre alla convergenza delle approssimanti
di f ad f in L,(RY) anche la convergenza puntuale al rappresentativo preciso f. di
f in tutti i punti di Lebesgue (Sezione II-7.1).

TEOREMA 2.58. Sia {K;}t~0 un nucleo di sommabilita associato ad una funzione
K € C.(RY) e sia f € L,(RY) (1 < p < +00). Allora,
(a) Ky*g(x) ¢ definita da (x) con T = @ per ogni x € RN et > 0;
(b) H%lJr Ky f(x) = f.(x) per ogni punto di Lebesque v € RN di f.
t—

DIMOSTRAZIONE. Sia supp(K) C Br (Bgr = Bg[0]) cosicché risulta supp (K;) C
Bp: per ogni t > 0.

(a) Per ogni z € RN et > 0 la funzione y € RN — f(z — y)K,(y) & nulla al di fuori
di Bpg:. Risulta quindi

[ =Kty < Kl [ 151 < oo
RN

BRf, [i]

poiché f € L,(RY) (1 < p < +00).

3 in effetti sufficiente che sia K € Loo(RY) con supp (K) compatto.
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(b) Essendo z un punto di Lebesgue, fissato € > 0, esiste rg = ro() > 0 tale che
o<r<m = [ Ife-y- L@l
B.
(Teorema II-7.4). Per t > 0 tale che tR < r¢ si ha allora

Kox f(z) — ful)] < / @ —y) - fu@)|Ki(y)] dy <
RN
< K[t / @) — fu(@)]dy <
Bry

< || K[lut™Ne(R)Y = | K|l RYe
cosicché risulta
limsup | K, f () — f.(2)| < |K[.RYe
t—0+
e dall’arbitrarieta di € > 0 segue la tesi. O

Un caso particolarmente significativo della situazione precedente si realizza quando
I'approssimazione dell'identita deriva da una funzione K appartenenente a C°(R™V).

ESEMPIO 2.59. Sia ¢ € C°(RY) la funzione di classe C* a supporto compatto e
radialmente simmetrica definita da

0 = ol/UlzlP=1) oo lz| < 1
= 0 se |z| > 1

(Lemma I-8 in Preliminari). Allora, la funzione
K(z) =Cnp(z), zeRY,
dove la costante di normalizzazione C'xy > 0 ¢ scelta in modo che sia
K =Cnwn /1 U/ (E=1N=1 g _ q
RN 0
(Teorema ?7?) appartiene a C2°(RY) e le funzioni riscalate {K;};~o costituiscono

un nucleo di sommabilita.

Con tale scelta di K si ricava la densitad di C°(U) in Co(U) (U aperto) e in L, (U)
(1 < p < +00) ed un’altra dimostrazione della versione C*> del teorema di Urysohn
(Teorema 1-2.195).

TEOREMA 2.60. Sia U C RN un insieme aperto (non vuoto). Allora,
(a) CP(U) ¢ denso in Co(U);
(b) C°(U) é denso in Ly(U) per 1 < p < +o0.

Questo risultato va confrontato con Teorema 2.2—(b) e Corollario 2.29.

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano f € C.(U) e € > 0 fissati e sia 1) € C,(U) una funzione
continua a supporto compatto in U tale che
19 = flluw <e/2

(Teorema 2.2—(b)). La funzione v si identifica con una funzione di C.(R"Y) di
uguale norma e, scelto un nucleo di sommabilita {K;};~o associato ad una funzione
K € C®(RY), per t > 0 sufficientemente piccolo si ha

| K%t — bl my < e/2

e la funzione ¢ = K, *1) appartiene a C>°(RY) con supp (p) C U (Esercizio 2.25 e
Proposizione 2.54—(b)). Risulta quindi

le = flluy <l = Ylluwu + ¢ — £

u,U —
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= 1K%Y = Yllupy + ¢ = £
e questo prova la tesi.
(b) Siano f € L,(U) e e > 0 fissati e sia K C U un insieme compatto tale che

/ P < (e/2)P.
U\K

Per la funzione f. = flg risulta f. € L,(U) con supp(f:) C K cosicche f. si identi-
fica con una funzione di L,(R") di uguale norma. Scelto un nucleo di sommabilita
{Ki}1>0 associato ad una funzione K € C2°(R”), per t > 0 sufficientemente piccolo
si ha

wu <ef24+¢e/2=¢

||Kt*fs - fs”p,RN < 5/2
e la funzione ¢ = K * f. appartiene a C>°(R”Y) con supp(¢) C U (Esercizio 2.25 e
Proposizione 2.54—(b)). Risulta quindi

lp = fllpv < [1Kex fo = fellpo + 1o = f

p,U —

1/p
:|Kt*fe_fa||p,RN+</ |f|p> Se’:‘/2+€/2:€
U\K

e questo prova la tesi. O

TEOREMA 2.61. Siano K C RY un insieme compatto e V.C RN un insieme aperto

tali che K C V. Allora, esiste una funzione ¢ € C>(RY) (reale) tale che
K<p=<V

DIMOSTRAZIONE. Sia 0 < e < d(K,U¢)/2 cosicché 'insieme
K.={z: d(z,K)<e}

risulta compatto e tale che K C int(K.) e K. C U. Sia inoltre J € C>°(RY) una
funzione con J > 0 e sia {J; }+>0 il relativo nucleo di sommabilita (Esempio 2.59).
Allora, le funzioni

QDZJt*]_KE, t>0,
appartengono a C°(RY) (Esercizio 2.25 e Proposizione 2.54— (b)) e per t > 0
sufficientemente piccolo risulta ¢(x) = 1 per ogni € K e supp(y) C U. Infine, da
K > 0 segue

0 < p(z) :/RN Ik, (x —y)Ji(y) dy < /RN J=1

per ogni z € RN e questo completa la dimostrazione. O

Concludiamo questa parte provando che la convergenza puntuale al rappresentativo
preciso f, di f nei punti di Lebesgue continua a valere anche nel caso di un nucleo di
sommabilitd associato ad una funzione K € L;(RY) che si annulla sufficientemente
in fretta all’infinito € nel senso espresso nel teorema seguente.

TEOREMA 2.62. Sia {K;}iso il nucleo di sommabilita associato ad una funzione
K € Li(RY) tale che

-
(1 flz)™
cona> N e sia f € L,(RY) (1 < p < +00) una funzione. Allora,
(a) Ky* f(z) & definita da (*) con T = @ per ogni v € RN et > 0;
(b) per ogni punto di Lebsque x € RN di f si ha
tlir(% K x f(z) = fe(x).

|K ()| < z e RV,



116 2. SPAZI FUNZIONALI

DIMOSTRAZIONE. (a) Per 1 < ¢ < 400 si ha

+o00 q
/ | K (2)|Tde < wN/ ((1_’_074)(1) " ldr < 400
RN 0

(Teorema ??) poiché risulta 1+ ga — N > 14+ a — N > 1. Quindi K; € L, (RY)
per ogni 1 < g < 400 et >0 e la conclusione segue dalla disuguaglianza di Hélder
(Esercizio 2.24).

(b) Siano z € RY un punto di Lebesgue di f e f.(z) il rappresentativo preciso di f
in z (Teorema II-7.4). Per ogni ¢t > 0 e r > 0, posto come al solito B, = B,[0], si ha

Ko f () - fule |<(/ /RN\B>|fw— ») — @) dy =
= A(r,t) + B(r,t)

con ovvio significato dei simboli.
Essendo z un punto di Lebesgue, fissato € > 0, esiste ro = ro(¢) > 0 tale che

O<r<r — /If(w—y)—f*(@ldyésr]v

T

e proviamo che per tale rqg risulta
o limsup A(rg,t) < Ce; e lim B(rg,t) = 0;
t—0+

t—0+
per C' > 0 opportuno da cui segue la tesi per 'arbitrarieta di € > 0.
Consideriamo dapprima A(rg,t). Per 0 < t < rq/2 fissato, sia k > 1 definito da

2k < ro/t < 2KF1

e rappresentiamo la palla B, come unione B, = B, jor UC1U--- U Cy della palla
B, jor € degli anelli

Cp={z: ro/2" <|lz|| <ro/2" "}, h=1,... k.
Sull’anello C}, si ha
[Ke(y)] < Ct-Ny/t|= < Cto=N (ro/2") 7
per h =1,...,k mentre sulla palla B, or risulta
[Ki(y)| < Ct~ 7.
Si ha pertanto

A(rot) < CtN / @ —y) — fula)| dy+

B

ro/2F
w3 o (@) [ e - @) dy <
1<h<k Ch
cors ()" 3 oo () )
1<h<k
_ ooV L (TN g-tkin (L o na-n { _
- (t) 2 +(T0) > 2 =

1<h<k

cosicché, essendo 7o/t < 281 e t/rg < 27F per la scelta di k, risulta

= C€2N {]_ + 2—k(a—N) 2(k+1)(a_N) _ 20¢—N }

2a—N -1 <
< C€2N 1+ ﬂ
= 20-N _1
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e questo prova la prima affermazione.
Per B(rg,t), sia 1 < ¢ < 400 l'esponente coniugato di p. Per la disuguaglianza di
Holder si ha

Brot)= [ 1) @Ky <

< fllp I Kelen\p,, llg + [+ (@) Kilpn\p,, 1
e quindi basta provare che risulta

tl_ig{r |Kilpnyg,,llg =0
per ogni g € [1,4+o00]. Per ¢ = 400 si ha
[Kilgayp, [l < t_N(lJr(j/t)a = ,r%ta_N —0F
per t — 07 mentre per 1 < g < +oo risulta
t—aN
r\B,, (1+[lyll/t)®

¢ / p—— pN"tdp
= (Cwpn T hea =
To (1 + p/t)q

— C’thN(l_q)/ <
’I‘D/t (1 + 8)(1&

[Kilp~, [l < C dy =

+o0 sN-1

_ oo _1— Cwn —
< C’thN(l ) gN-1—aa go — "N  4q(a=N) _, o+
= qa—N
ro/t (q()é - N)TO
per t = 01 e questo completa la dimostrazione. ]

2.4. Funzioni di distribuzione e spazi L, deboli
Bla, bla, bla ...
Funzioni di distribuzione. Bla, bla, bla ...

Spazi L, deboli. Bla, bla, bla ...

Teoremi di interpolazione. Bla, bla, bla ...

Esercizi

2.1. Sia X uno spazio di Hausdorff localmente compatto ma non compatto. Provate
che l’algebra di Banach Cy(X) & priva di unita.

2.2. Siano 2 un insieme (non vuoto) e f, € B(2) (n > 1) una successione di
funzioni limitate. Provate che le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(a) Z fn converge incondizionatamente in B(Q);
n>1

(b) Z | fn| converge in B(Q).

n>1
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Lo stesso vale in C(X) (X spazio di Hausdorff compatto) e in Cy(X) (X spazio di
Hausdorff localmente compatto).

2.3. Sia S'={z€C: |z|] =1} la circonferenza unitaria di C. Provate che le
restrizioni a S' dei polinomi complessi P(C) non sono dense in C(S1).

2.4. Provate che il duale [Cy(R)]* di Cy(R) non si identifica con L (R): esiste un
funzionale lineare limitato L € [Cy(R)]* che non & della forma

Lap:/wp, v € Co(R),
R

per alcuna funzione u € L1 (R).

2.5. Sia X = {a,b} (a # b) e sia u la misura positiva su X tale che

p(fa}) = p({b}) = 1/2.

Identificate ogni funzione f: X — R con il punto del piano di coordinate (f(a), f(b))
e disegnate la palla

By ={feLyp: Iflp<r}  (r>0)
al variare di 0 < p < +o0.

2.6. Siano u: S — [0, +o0] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di
X e f: X — R una funzione § —misurabile con || f|leco > 0 e siano

ea(p)=\|f||§=/xlf|”du, p>0, o I={p>0: @) <toc}.

Provate che
(a) I & un intervallo:

O<r<p<ser,sel == pel;

(b) logp & convessa in I e ¢ & continua in I;
(¢) I puo essere un qualunque intervallo di (0, +00);

(d) se || f]l» < +oo per qualche 0 < r < 400, risulta

i1 flly = e

2.7. Sia pu: S — [0, 400] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi di X
tale che u(X) =1 esia f: X — R una funzione & —misurabile. Provate che
(a) siha [[f]l; < [[flls per 0 <r <s < 4o0;

(b) se risulta || f|l» = || flls < +oo per qualche 0 < r < s < 400, si ha
|f(z)] =c>0per pu—q.o0. z € X;

(c) se risulta f(x) # 0 per p—q.0. x € X e 0 < ||f|l» < +o0 per qualche
r >0, si ha

lim [|f]|, = exp (/ loglfldu>
p~>0+ X

avendo posto e~ = 0.
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2.8. Sia p: & — [0,400] una misura positiva su una o—algebra S di insiemi
di X tale che pu(X) < +o00 e sia f: X — R una funzione §—misurabile tale che
0 < ||flloc < +o0. Posto

anz/ = 1fIn n= 1,
X

provate che risulta

. Qp41 o
Jim 20—l

2.9. Sia u: & — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
e sia f: X — R una funzione § —misurabile tale che

e f(x) >0 per ogni z € X;
o/fd,u=1.
b's

Provate che per ogni insieme E € S con 0 < p(E) < +oo risulta

@ [ tou s dn < uE)ios ()

(b) /E f7 dp < [u(E)' P per 0 < p < 1.

2.10. Sia L([0,1]) lo spazio vettoriale delle (classi di equivalenza di) funzioni
Lebesgue misurabili f: [0,1] — C. Provate che non esiste alcuna topologia T su
L([0,1]) che induce la convergenza quasi ovunque in [0, 1].

2.11. Sia u: S — [0, +o0] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
e per 1 <p < +oo siano f, € L,(p) (n > 1) e f € L,(p) funzioni tali che f,, — f
@ —quasi ovunque in X per n — 4o00. Provate che

lim fo=finLy() =l [l =l

n—-+oo

2.12. Sia p: § — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di
X. Provate la seguente versione L, (1 < p < +00) del teorema di convergenza di
Vitali (Teorema I1-2.47): se f, € L,(p) (n > 1) e f € L(p) sono funzioni tali che
fn — f p—quasi ovunque in X per n — 400, si ha

fo = fin Ly(p) per n — +00
se e solo se

e per ogni € > 0 esiste B, € S con u(FE.) < oo tale che

Sup/ | fnl? dp < &
X\ E.

n>1

e per ogni € > 0 esiste § = §(g) > 0 tale che

EcSeplE)<d = sup/|fn|pdp§5.
E

n>1

2.13. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
e siano 1 < p < g <r < 4o00. Provate che
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(a) Ly(p) N Ly(p) & uno spazio di Banach con la norma

Ifllz,ne, = 1fllp + [ f1les € Lp(p) O Lo (p),
e che risulta L, (1) N Ly (1) = Lq(1);
(b) Lp(u) + L, (1) € uno spazio di Banach con la norma
£z, sz, = inf {llglp + IRl : f=g+hconge Ly(u)eheL(u)},
per ogni f € L,(u) + L(p) e che risulta Ly(p) < Ly(u) N Ly(1).
Confrontate (a) con Esercizio 1.6.
2.14. Sia pu: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X
e siano 1 < p < ¢ < +oo. Provate che

(a) Lp(p) \ Lq(p) # @ se e solo se per ogni € > 0 esiste B, € S con
0 < u(Ee) <¢

(b) Lg(p) \ Lp(p) # @ se e solo se per ogni t > 0 esiste E; € S con
t < pu(E) < +o0.

2.15. Sia I un insieme (non vuoto) e siano 1 < p < ¢ < 4o00. Provate che risulta

(a) £p(I) C Ly(1);
() l|zllg < [lz]|, per ogni z € £,(I).

2.16. Provate che Ly([0,1]) ¢ di prima categoria in Ly([0, 1]). Vale lo stesso anche
per L,(0,1]) e Ly([0,1]) con p < ¢q7

2.17. Sia p: § — [0, +00] una misura positiva semifinita su una o—algebra S di
insiemi di X tale che esistono insiemi A, B; € S (i = 1,2) con le seguenti proprietas:
e ANB;, =9 (’L': 1,2) e B1N By = @;
o u(A)>0epu(B;)>0(i=1,2).
Costruite un funzionale lineare limitato definito su un sottospazio di Lq(u) che
ammetta due (e quindi infinite) estensioni di eguale norma a tutto L (u).
2.18. Sia U un insieme aperto di RY. Provate che

(a) Loo(U) non & separabile;
(b) C(U)N Loo(U) non & denso in Lo (U).

2.19. Per 1 < p < 400 costruite un sottoinsieme chiuso e non vuoto F' di L,([0, 1])
che non contiene alcun elemento di norma minimas:

uweF — |ullp, > inf {|jv]|l, : ve F}.

2.20. Costruite una misura positiva p: & — [0, 400] su una o —algebra S di insiemi
di X e una funzione g € L, () tale che risulti

* llgllc =1
. / gf du =0 per ogni f € Ly(u).
b's
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N

2.21. Sia I un insieme infinito e non numerabile. Provate che il duale di ¢, (I) &
isometricamente isomorfo a £ (I): per ogni funzionale lineare limitato L € [¢1(I)]"
esiste y € {o tale che

Lo =Y y()z@i), xeb(l),
el
con || L] = [|yllco-

2.22. Provate che il duale [Lo (R)]* non si identifica con L;(R): esiste un funzionale
lineare limitato L € [Loo(R)]* che non ¢ della forma

Lv:/uv, v € Loo(R),
R
per alcuna funzione u € L1 (R).

2.23. Siano p: § — [0 + oo] una misura positiva semifinita su una o —algebra S di
insiemi di X e L(u) lo spazio delle (classi di equivalenza di) funzioni S —misurabili
u: X — C. Fissata una funzione u € L(u) e 1 < p < 400, provate che

(a) wv € Ly(p) per ogni v € Ly(p) = u € Loo(p);

Denotato quindi con M,, € L(L(n)) Voperatore lineare di moltiplicazione per u
definito da
M,v = uv, v € L(u),
provate inoltre che?
(b) we L) = My €LLy() e M) = lulloc
(c) le affermazioni seguenti sono equivalenti:
e M, ¢ suriettivo su Ly(u);
e M, ¢ un isomorfismo di L, () su se stesso;
e |u(x)| > ¢ >0 per p—q.o. z € X per qualche ¢ > 0.

2.24. Siano 1 < p,q < 400 esponenti coniugati e siano f € L,(RY) e g € L,(RY).
Provate che

(a) la convoluzione f*g & ben definita da
fro@ = [ 1oy
RN

per ogni z € RYV;
(b) f*g & limitata e uniformemente continua e si ha

1 *gllu < [1£llpllgllgs
(c) se 1 <p,q < +oosiha fxge Co(RY).

2.25. Siano f € L1(RY) e g € CF(RN) (k > 1). Provate che f+g € CF(RN) ¢
do(fxg) = [*(0ag), |af <k

2.26. Sia f € Li(RY) esia G C L,(RY) (1 < p < +00) un insieme chiuso e limitato
tale che, posto Bg = Bg[0] per R > 0, si ha

lim lgP=0 VR>0
R—+oc0 B%

4 L’implicazione (b) con la sola disuguaglianza || My || < ||u|leo vale anche se y non & semifinita.
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uniformemente rispetto a g € G. Provate che l'insieme
f*G={f*xg: g€ G}
¢ compatto in L, (RY).
2.27. Sia {K,}, un nucleo di sommabilita e sia f € C,(R"Y) una funzione continua
e limitata. Provate che
(a) K,*f — f uniformemente sui compatti di RY per n — +oo;

(b) se f & uniformemente continua, K, * f — f uniformemente in R per
n — +00.



CAPITOLO 3
Spazi di Hilbert

Esaminiamo in questo capitolo gli spazi di Banach la cui norma origina da un
prodotto scalare. La presenza di un prodotto scalare consente di definire una
nozione di ortogonalita e conseguentemente di sviluppare una ricca geometria che
rende questi spazi la naturale generalizzazione in dimensione infinita degli spazi
euclidei. Di questi spazi e delle operazioni lineari tra di essi esaminiamo le principali
proprieta con particolare riferimento alla forma che assume in questo caso la teoria
di Fredholm ed alla teoria spettrale.

In tutto questo capitolo conveniamo di denotare con K € {R, C} il campo dei numeri
complessi o reali.

3.1. Spazi di Hilbert
Introduciamo in questa sezione la nozione di spazio di Hilbert e ne esaminiamo le
principali proprieta.
Prodotti scalari e spazi di Hilbert. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K.
Una funzione (-, ): X x X — K con le seguenti proprieta:
(PS1) (z]|y +2) = (z|y) + (x|2) Vz,y,z€X;
PS2) (z|Ay) = Mzly) VieKeVz,yeX;
PS3) (z]y) = (y|z)" Va,yeX;
PS4) (x|z) >0 Vze X;
PS5) (z|z) =0 <= x=0;

o~ o~ o~ o~

si dice prodotto scalare o prodotto interno in X.
Nel caso complesso K = C, da (PS1), (PS2) e (PS3) segue che il prodotto scalare &
antilineare nella prima variabile ovvero risulta

Az + py|z) = X x| 2) + p*{y|2), z,y,2€X, ApueC

e da (PS3) segue che (z|z) € R per ogni x € X. Se invece K = R, il prodotto
scalare risulta lineare anche nella prima variabile e (PS3) si riduce a richiedere che
esso sia simmetrico ovvero si abbia (x|y) = (y|z) per ogni 2,y € X. Nel linguaggio
dell’algebra lineare, il prodotto scalare ¢ quindi una forma sesquilineare, hermitiana
e definita positiva nel caso complesso ovvero una forma bilineare, simmetrica e
definita positiva nel caso reale.

Ogni prodotto scalare induce in modo canonico una norma sullo spazio vettoriale.

TEOREMA 3.1. Siano X uno spazio vettoriale sul campo K e (-|-) un prodotto scalare
in X. Allora,

(a) risulta

Iz |y)| < V{xlx){yly), r,y€X;

123
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(b) la funzione
|zl = V{(zlz), zE€X,
¢ una norma in X tale che
(*) Iz +yll” + e —ylI> =2 (|« + yI*), z,yeX.

La norma in X definita in (b) si dice norma indotta dal prodotto scalare e con tale
norma la disuguaglianza in (a) diviene

[z 9l < llzllllyll, 2y €X,

e prende il nome di disuguaglianza di Cauchy—Schwarz mentre 'uguaglianza (x) &
la cosidetta identita del parallelogramma.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia (z|y) # 0 altrimenti non c’é¢ nulla da provare. Si ha
0 < (z+Xy|z+Xy) = (y|9)A +2Re((z]y)A) + (z|z)
per ogni A € K e, scegliendo

(x]y)”
(z]y)]

A= t, t eR,

risulta
0 < {yly)t* + 2z |y)lt + (x[z),  teR.
Essendo y # 0 poiché (x|y) # 0, deve essere

0> A/ = |(z]y)* — (@|x){yly)

e questo prova la tesi.

(b) La validita degli assiomi (N1) ed (N2) della definizione di norma & ovvia. Inoltre,
in conseguenza di (a) per z,y € X si ha

2
lz + 3l = llz* + 2Re((z|y) + Iyll* < ll2l* + 2lllllyll + IylI* = (l=] + lz])

e questo prova (N3). Questo prova che || - || ¢ una norma in X e infine la validita di
(*) si riduce ad una semplice verifca. O

Ogni spazio vettoriale munito di un prodotto scalare ¢ dunque uno spazio normato
con la norma indotta dal prodotto scalare e rispetto alla topologia indotta da tale
norma la funzione L,: X — K definita da

() Lyx = (ylz), weX,

¢ un funzionale lineare continuo per qualunque scelta di y € X. Inoltre, si ha
ILy |l < |lyll per ogni y per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz e L, (y/|ly|l) = ||yl
per y # 0 da cui segue

1Lyl = llyll
per ogni y € X.

DEFINIZIONE 3.2. Uno spazio vettoriale H sul campo K munito di un prodotto
scalare (-|-): H x H — K che risulta essere uno spazio di Banach rispetto alla norma
indotta dal prodotto scalare si dice spazio di Hilbert. O

EseEmMPIO 3.3. Esaminiamo alcuni esempi elementari di spazi di Hilbert.

(a) Lo spazio vettoriale C* & uno spazio di Hilbert complesso rispetto al prodotto
scalare definito da

@ly)= > @™)y", z=('. 2", y="..y") eC™
1<m<n
Analogamente, lo spazio vettoriale R™ & uno spazio di Hilbert reale rispetto al
medesimo prodotto scalare ristretto ad R™.
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(b) Sia p una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X. Lo spazio La(u)
delle (classi di equivalenza di) funzioni S —misurabili a quadrato sommabili & uno
spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare definito da

<f|g>=/Xf*gdu, f,9 € La(u). O

Non tutte le norme tuttavia derivano da un prodotto scalare e I'uguaglianza del
parallelogrammo le caratterizza completamente.

TEOREMA 3.4. Siano X uno spazio vettoriale sul campo K e || - || una norma in X.
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) esiste un prodotto scalare (-|-) in X che induce la norma || - || in X;
(b) per la norma || - || vale lidentita del parallelogrammo (x);

e in tal caso per ogni x,y € X risulta
1 1 . .
@lyy =7 (ly+ 2 =y = 2l1*) + 5 (ly +iz* =y —izl*) . seK=C;

1
(@ly) = 7 (ly +l* = ly —=I?) se K = R.

Le formule precedenti che esprimono il prodotto scalare in funzione della norma
prendono il nome di formule di polarizzazione.

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo che (b) implica (a). Sia dapprima K = C.
Definiamo

1 i , .
B(w,y) =7 (ly +2lI* = lly = =7) + 7 (ly +izll* = lly —i=ll?), 2,y € X,
e verifichiamo che B ¢ un prodotto scalare su X che induce la norma || - || di X.
Si verifica facilmente che risulta B(z,z) = ||z||* e B(z,y) = [B(y,z)]* per ogni

z,y € X. Proviamo che B ¢ additivo nella seconda variabile cioe risulta
B(z,y+2) = B(z,y) + B(z, 2), r,y,z € X.

Per ogni u,v,w € X, per 'identita del parallelogramma si ha

10+ )+ wll? + [0+ ) — w2 = 2o+ ul|? + 2[w]?

(v =) + w]* + (v = w) = wl|* = 2]|v — u|* + 2||wl|?
da cui segue, sottraendo la seconda uguaglianza dalla prima,

(0 +w) + ull® = |0 +w) = ul®) + (v —w) + ull* | (v — w) — u]’) =
— 2o+ ull? — 2]jv — ul]%.

Si ha quindi

Re(B(u,v + w)) + Re(B(u,v — w)) = 2Re(B(u, v))
e in maniera analoga si prova che risulta

Im(B(u,v + w)) + Im(B(u,v — w)) = 2Im(B(u,v)).
Risulta pertanto

B(u,v+w) + B(u,v —w) = 2B(u,v)
per ogni ogni u, v e w cosicché, scegliendo v = w, risulta
B(u,2v) = 2B(u,v)

per ogni v e v. Prendendo u =z e v + w = y, v — w = z risulta infine

B(ac,y)—i—B(x,z):QB(x,y;Z):B(x,y—l—z), z,y,z € X.
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Proviamo quindi che risulta B(Az,y) = AB(x,y) per ogni z,y € X e A € C. Si ha
infatti B(z,—y) = —B(z,y) per ogni =,y € X cosicché per additivita di B nella
seconda variabile si ha

B(z,my) = mB(z,y),

perméeZex,y€ X dacuisegue perg=m/neQ (meZenecNy)
Poiché la funzione y € X — B(x,y) ¢ continua per ogni x, si ha

lim B(z,qy) = B(z, \y), z,ye X, MER,
q—A

e da B(z,qy) = ¢B(x,y) per ogni = e y e per ogni ¢ € Q segue B(z, \y) = AB(z,y)
per ogni z e y e A € R. Si verifica infine facilmente che risulta B(x,iy) = iB(z,y)
per ogni x e y cosicché si ha

B(xz,\y) = AB(z,y), z,ye X, MeC,

e questo completa la dimostrazione nel caso complesso.
Nel caso K = R si considera

1
B(x,y):Z(Hy—l—x\|2—||y—x||2), 'Tuyer

e si verifica in maniera analoga che B & un prodotto scalare su X che induce la
norma || - || di X. O

ESEMPIO 3.5. Le norme || - ||, in KY (p #2 e N > 2) (Esempio 1.2—(a)) non sono
indotte da alcun prodotto scalare.

Siano infatti e, € K¥ (n = 1,...,N) i vettori della base canonica di KV. Per
1<p<+ocem#nsihalenten,=2Y"eleml,=lenll, =1. L'identita del
parallelogramma per i vettori e,, ed e, con m # n diviene allora

92/p | 92/ — 4

e I'uguaglianza vale solo per p = 2. Analogamente, per p = 400 e m # n si ha
llem £ enlloo =1 € |lemlloco = llén]loo = 1 ed anche in questo caso per i vettori e,, ed
en con m # n non vale I'identita del parallelogramma. O

A meno di casi banali, anche lo spazio di Banach delle funzioni continue su uno
spazio di Hausdorff compatto e gli spazi L, per p # 2 non sono spazi di Hilbert
(Esercizi 3.1 e 3.2).

TEOREMA 3.6. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K. Allora, H ¢é uniformemente
CONVeEsso.

Conseguentemente ogni spazio di Hilbert é riflessivo per il teorema di Milman—Pettis
(Teorema 1.75). Vedremo successivamente (Corollario 3.14) una dimostrazione
alternativa della riflessivita degli spazi di Hilbert che non utilizza il teorema di
Milman—Pettis.

DIMOSTRAZIONE. Siano z,y € H tali che sia ||z]| = |jy]| = 1 e ||z —y|| > € con
0 < € < 2. Allora, per identita del parallelogramma si ha
2 2
ot ol )2

e quindi per tali x e y si ha

|l + yl? _ A= e2/1
Tgl—é con d(e) =1—+/1—¢€2/4. O
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Ortogonalita. L’esistenza di un prodotto scalare in uno spazio vettoriale consente
di definire una nozione di perpendicolarita e conseguentemente di sviluppare una
geometria nello spazio vettoriale.

Sia X uno spazio vettoriale sul campo K munito di un prodotto scalare (-|-). Due
vettori z,y € X tali che

(zly) =0

si dicono ortogonali o perpendicolari ed in tal caso si scrive
x Ly.

La relazione di ortogonalita ¢ simmetrica ma non € né transitiva né riflessiva. Se A
e B sono insiemi (non vuoti) di X tali che x L y per ogni x € A e y € B, si pone
A L B e linsieme

AL:{:UEX: xLaperogniaeA}

formato dai vettori che sono ortogonali a tutti i vettori di A si dice complemento
ortogonale di A ed & consuetudine scrivere brevemente z3- quando A = {zg} (zo € X).
Chiaramente, il complemento ortogonale A+ di A & un sottospazio di X e risulta

At = (span(A))l,

per ogni insieme A C X (non vuoto). Alla luce di questa osservazione, nel seguito
considereremo esclusivamente complementi ortogonali di sottospazi e ne riassumiamo
le proprieta elementari nel risultato seguente.

PROPOSIZIONE 3.7. Siano X uno spazio vettoriale sul campo K con prodotto scalare
(-|) e M C X un sottospazio. Allora,

(a) M+ ¢ un sottospazio chiuso;

(b) [el(M)]*F = M*;

(c) cl(M) C (M+)*.

Vedremo successivamente (Corollario 3.12) che in (c) vale in effetti 'uguaglianza.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia L, € X* il funzionale lineare limitato definito da (xx)
(y € X). Siha

M+ = {ker(Ly): y € M}
e la conclusione segue da Teorema 1.17.
(b) Da M C cl(M) segue [cl(M)]* C M~. Viceversa, sia x € M+ e sia y € cl(M)
cosicché esiste una successione {y,}, tale che y, € M per ogni n e y, — y per
n — 4o00. Si ha allora

(rly) = Tim (z[yn) =0

n——+00
per continuita e da cid segue z € [cl(M)]* ovvero M+ C [cl(M)]*.
(c) 1l sottospazio (M=*)+ & chiuso e contiene M. O

La proprieta fondamentale degli spazi di Hilbert che ¢ alla base delle proprieta di
questi spazi ¢ la seguente proprieta di proiezione sugli insiemi chiusi e convessi.

TEOREMA 3.8. Siano H uno spazio di Hilbert sul campo K e C C H un insieme
chiuso e convesso (non vuoto). Allora, per ogni x € H esiste uno ed un solo punto
xc € C tale che

To — || = min ||y — z|.

o~z = min |y —

Il punto z¢ € quindi il punto di C che si trova a distanza minima da « e prende il
nome di proiezione di x su C.



128 3. SPAZI DI HILBERT

F1GurA 3.1. 1l punto di minima distanza z¢ di  da C e I’angolo 6
formato dai vettori x — z¢ e y — x¢ (spazio di Hilbert reale).

DIMOSTRAZIONE. Per z € C si pone z¢ = z. Per « ¢ C, sia

d= inf |ly -
Inf [ly — 2|

e sia {yn }» una successione tale che y,, € C per ogni n e |y, —z|| = d per n — +oc.
Poiché (ym + yn)/2 € C per ogni m e n per l'ipotesi di convessita di C, risulta
allora ||(yo +y1)/2 — z|| > d e per l'identita del parallelogramma applicata ai vettori
Ym — T € Y, —x si ha

”yn - ym”2 = H(yn - CL‘) — (Ym — m)HQ =

Y+ Yn
2

IN

= 2 (g — | + g — 2]?) — 4 H

<2 (lyn = 2l? + lym — z[|?) — 4d°

per ogni m e n. La successione {y, }, € quindi una successione di Cauchy cosicché
esiste yo € H tale che y,, — yo per n — +o00. Risulta allora yy € C' poiché C e
chiuso e ||yo — z|| = d per continuita.

Supponiamo ora che esista un altro punto y; € C oltre a yq tale che sia ||y1 — z|| = d.
Da (yo + y1)/2 € C segue allora ||(yo + y1)/2 — z|| > d e come prima per I'identita
del parallelogramma si ha

2
Yo + Y1
I = ol =20 = l? + 2o — ol =4[ 252 < o] < 4 - s =0
da cui segue yo = y1. Pertanto, posto x¢ = yo si ha la tesi. ]

Nelle ipotesi del teorema precedente la funzione pc: H — H definita da
pe(z) = zc, x € H,

¢ la proiezione su C. Essa risulta essere una funzione lipschitziana di costante uno
come prova il risultato seguente.

TEOREMA 3.9. Siano H wuno spazio di Hilbert sul campo K, C C H un insieme
chiuso e convesso (non vuoto) e pc: H — H la proiezione su C. Allora,

(a)  Re(z —pc(@)|y —pc(z)) <0, reH eyeC;
() lpc(y) —pe(@)| < lly —=| z,y€H.
Nel caso particolare di uno spazio di Hilbert reale, la disuguaglianza (a) diviene
(z—pc(@)|ly —po(x) <0, zeHeyel,

ed acquista un chiaro significato geometrico: ’angolo 6 formato dai due vettori
x —pc(x) e y — po(x) risulta essere ottuso per ogni y € C (Figura 3.1—(a)).

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano z € H e y € C. La funzione ¢: R — R definita da
p(t) =z —lty+ (1 —tpc@)]|?, teR,



3.1. SPAZI DI HILBERT 129

¢ un polinomio di secondo grado nella variabile ¢t e quindi & derivabile. Risulta
inoltre ¢(t) > ¢(0) per ogni t € [0,1] e quindi deve essere ¢’'(0) > 0. Calcolando
©'(0) si ricava la tesi.
(b) Siano z,y € H. Da pc(x),pc(y) € C e da (a) segue allora

Re(z — po(z)[pc(y) — po(@)) <0
Re(y — pc(y)|pc(z) —pe(y)) <0

cosicché, sommando tra loro le due disuguaglianze, si trova

Ipc(y) — pe(@)I* = Rely — z[pc(y) — po(z)) < 0.

Dalla disuguaglianza di Cauchy—Schwarz segue quindi

Ipc(y) — pe(@)? < Rely — z|pc(y) — pe(@)) < lly — || - lpc(y) — pe(@)||

e semplificando si trova (b). O

Esaminiamo ora le conseguenze del teorema di proiezione. In primo luogo ogni
spazio di Hilbert si ottiene come somma diretta di un sottospazio chiuso e del suo
complemento ortogonale.

TEOREMA 3.10. Siano H uno spazio di Hilbert sul campo K e M C H un sottospazio
chiuso. Allora, per ogni x € H si ha

T=Tp t+appL

ove Ty e Ty sono le proiezioni di x su M e ML rispettivamente e tale decompo-
sizione € unica.

DIMOSTRAZIONE. Sia zp; € M il punto di M a distanza minima da z. Per y € M
e A € Krisulta s + Ay € M e da cio segue

o —aumll® < llw —xar = Myl® = llo = 2u]® = 2Re (AMa — zar[)) + X[yl
che implica
2Re(Mz —zar]y) — [APllyll* < 0.
Scegliendo A = ¢ > 0, dividendo per ¢ e facendo tendere ¢ — 0™ si conclude che
deve essere
Re(z —zp|y) <0
per ogni y € M. Scegliendo poi A = —ie con € > 0 e procedendo come prima risulta
Im(x —zap|y) <0.

Ripetendo gli stessi calcoli con —y € M si conclude che deve essere (x — zp|y) =0
per ogni y € M da cui segue z = x — 237 € M*. Abbiamo cosi provato che risulta
=z + (z— xp) con (v —xp7) € M+ e ripetendo poi le stesse considerazioni
con Mt in luogo di M risulta x = zp;1 + (x — 231 ) con (z — 230 ) € (MH)L. Da
M c (M*+)* eda M+ N (M*)+ = {0} segue che deve essere © = xp; + x5/

Infine, come gid osservato, I'unicita della decomposizione segue da M N M+ = {0} e
questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 3.11. Siano H wuno spazio di Hilbert sul campo K e M C H un
sottospazio chiuso. Allora,
H=M&M™".

In particolare, se M C H & un sottospazio chiuso tale che M # H, esiste z € M+
con z # 0.

COROLLARIO 3.12. Siano H wuno spazio di Hilbert sul campo K e M C H un
sottospazio. Allora,
(MH)+ = cl(M).



130 3. SPAZI DI HILBERT

DIMOSTRAZIONE. Si ha cl(M) C (M*)* (Proposizione 3.7 (c)). Poiché (M*1)+ &
un sottospazio chiuso contenente M, le chiusure di M in H e in (M +)+ coincidono.
Se fosse cl(M) # (M=), per il corollario precedente esisterebbe u € (M*)* appar-
tenente a [cl(M)]t = M~ con u # 0 e cid & assurdo. O

L’altra importante conseguenza della proprieta di proiezione sugli insiemi chiusi e
convessi ¢ il seguente celebre teorema di rappresentazione di Riesz che identifica
il duale degli spazi di Hilbert con lo spazio di Hilbert stesso tramite il prodottoo
scalare.

TEOREMA 3.13 (F. Riesz). Siano H uno spazio di Hilbert sul campo K e L € H*
un funzionale lineare continuo. Allora, esiste uno ed un solo yr, € H tale che

Lo={yls), well
Inoltre, risulta || L|| = ||lyL]|-

DIMOSTRAZIONE. Se Lx = 0 per ogni x, poniamo y; = 0. Altrimenti, il nucleo
M = ker(L) di L & un sottospazio chiuso tale che M # H e quindi esiste z € M+
con ||z]| = 1. Posto allora
u=(Lx)z — (L2)z,
risulta Lu = 0 cioé¢ v € M. Da z € M+ segue allora
0= {(z|u) =Lz — (Lz){z|x)

e quindi, posto yr, = (Lz)*z, risulta Lz = (yr, |x) per ogni x € H.
Infine, risulta L = L, da cui segue ||L|| = [|yz|| e questo prova l'unicita di y. O

In conseguenza del teorema di Riesz, denotato con L, € H* il funzionale lineare
continuo definito da (x%), la funzione

yeHw— Lyec H"
risulta essere un isomorfismo isometrico e antilineare di H su H*. In particolare si
ha
Loty = A" Lo+ 1Ly
per ogni x,y € H e A\, u € K. Dal teorema di Riesz si deduce anche la riflessi-

vita degli spazi di Hilbert in maniera indipendente dal teorema di Milman—Pettis
(Teorema 1.75).

COROLLARIO 3.14. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K. Allora, H é riflessivo.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni L € H*, sia y; l’elemento di H che rappresenta L
mediante il prodotto scalare (Teorema 3.13).
Il duale H* di H & uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare definito da

(L1|L2), = (yrolyr,),  Li€ H® (i=1,2).
In particolare risulta
ILI* = lyel® = (yelye) = (L|L),, L e€H",

e quindi la norma di H* & precisamente la norma indotta dal prodotto scalare (-|-)
definito su H*.

E conveniente in questa dimostrazione utilizzare le notazioni di Sezione 1.4 per
indicare la dualita tra H e H* e tra H* e H**.

Consideriamo dunque gli isomorfismi isometrici, antilineari e suriettivi ®: H — H*
di Hsu H* e V: H* - H** di H* su H** definiti da

(Pz,y) = (z|y), yel; (VL,L') =(LIL),, L'eH

*
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cosicché Wo®: H — H™** risulta essere un isomorfismo isometrico lineare e suriettivo
di H su H**. Proviamo che risulta J = ¥ o ® essendo J 'immersione isometrica di
H in H** (Sezione 1.4). Si ha infatti

(Tod(y),d(z)) = (¥(D(y)), P(x)) = (B(y)| (2)), = (z]y),
(Jy,®(x)) = (®(z),y) = (z]y),

per ogni z,y € H da cui segue (¥ o ®)(y) = Jy per ogni y. Pertanto, J & suriettivo
su H** e questo completa la dimostrazione. O

Insiemi ortonormali. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K che supponiamo
fissato in tutta questa parte.

Un insieme di vettori U C H (non vuoto) che soddisfa le seguenti relazioni di
ortogonalita e normalizzazione

1 sex=y
= ) €U7
(z|y) {0 oty Y

si dice insieme ortonormale di H. Ogni insieme ortonormale € evidentemente
formato da vettori linearmente indipendenti e da ogni insieme finito di vettori
linearmente independenti si puo ricavare un insieme ortonormale mediante il metodo

di ortogonalizzazione di Gram—Schmidt: dato un insieme di vettori {z1,...,z,}
(n>1) di H linearmente indipendenti, i vettori {uy,...,u,} ricorsivamente definiti
da
Tmg1 — E (Ui | Tmg1)u
T 1<i<m
U = — e Umt1 = sem=1,...,n—1;
[l ]|
Trg1 = Y (Wi Tng1)us
1<i<m

costituiscono un insieme ortonormale tale che
span {1, ...,&y,} =span{uy,..., um}
perm=1,...,n.
Sia U = {u; : i € I} un insieme ortonormale di H. Ad ogni z € H associamo la
funzione Z: I — C definita da
(1) = (ug | x), iel
I numeri £(4) (i € I) si dicono coefficienti di Fourier di x relativi all’insieme orto-

normale U = {u; : i € I} e costituiscono una funzione a quadrato sommabile come
risulta dai risultati seguenti.

LEMMA 3.15. Siano H uno spazio di Hilbert sul campo K e siano
o U={uy,...,u;} un insieme ortonormale di H;
e M =span{uy,...,ux} il sottospazio generato da U;

o x € X un punto e xpr € M la sua proiezione su M.
Allora,

Ty = Z (up | z)up.

1<h<k
DIMOSTRAZIONE. Essendo zj;; € M, si ha
Tar = Arur + -+ Apug

per A\, € K (h = 1,...,k) opportuni cosicché da # — xp; € M+ (Teorema 3.10)
segue
0= (un |z —xnr) = (un|x) = (un|ar) = (un|z) = A
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per ogni h e questo prova ’asserto. O

TEOREMA 3.16. Siano H uno spazio di Hilbert sul campo K e U = {u; : i € I} un
insieme ortonormale di H. Allora,

DEGOP <«*,  weH.

icl
In particolare, se U = {u; : i € I} ¢ un insieme ortonormale di H, per ogni x € H
I'insieme degli indici ¢ tali che () # 0 ¢ al pitt numerabile (Teorema 1-2.127) e la
disuguaglianza precedente prende il nome di disuguaglianza di Bessel.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' C I un insieme finito di indici e sia M = span{u; : i € F'}
il sottospazio chiuso da essi generato. Si ha allora z =z + xp71 €

Ty = Z(ul | z)u;
i€l
(Lemma 3.15) cosicché risulta
D Nusla)® = oal® = [ll* = lzare|® < o>,
ieF
Dall’arbitrarieta dell’insieme finito F' segue I'asserto. O
Dato un insieme ortonormale U = {u; : i € I'} di H, per la disuguaglianza di Bessel

risulta allora & € £o(I) per ogni z € H e la funzione x € H — & € {3(I) risulta
essere un operatore lineare e continuo da H in ¢5(I) tale che

]2 < |lzll,  ze€H.

Inoltre, tale operatore lineare ha norma esattamente uguale a uno poiché si ha
llu; |l =1 e a;(¢) =1 e 4;(j) = 0 per j # i e il risultato seguente mostra che esso &
in effetti anche suriettivo.

TEOREMA 3.17 (F. Riesz—E. Fischer). Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e
siano U = {u; : i € I} un insieme ortonormale di H e ¢ = {¢; }ier una funzione a
valori in K. Allora, la serie generalizzata

(***) Z C;Uj
iel
converge in H se e solo se risulta {¢;}ier € €2(I) e in tal caso, denotata con x € H
la sua somma, risulta £(i) = ¢; per ogni i.
La serie generalizzata che definisce z si intende come limite della successione gene-

ralizzata delle somme finite.

DIMOSTRAZIONE. Sia {c;}ier € €2(I) e per ogni insieme finito F' C I sia
Tp = Z C;Uj
ieF
la corrispondente somma parziale della serie generalizzata (xxx). Fissato ¢ > 0
esiste allora un insieme finito F. C I tale che

{F C I finito — Z lcil? < €2
F.CF ieIVF

Siano quindi F; C I (j = 1,2) insiemi finiti tali che F; C Fj per j = 1,2. Risulta
allora FiAF, C I\ F. e da cio segue

lor —zmllP = > lal> <&
i€ AFy
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La serie generalizzata (x*x) verifica quindi la condizione di Cauchy e dunque converge
per la completezza di H.
Viceversa sia x la somma della serie (xxx). Risulta allora

Sl = tim 3 feif? = lim e = [la]? < oo
iel i€F
da cui segue {c;}ier € l2(1).
Infine, per ogni indice ¢ fissato si ha per continuita
2(1) = (u;|z) = lilrwn<ui|xp> =c;
e questo completa la dimostrazione. O

Nell’ambito degli spazi di Hilbert un ruolo particolare ¢ svolto dagli insiemi orto-
normali che sono massimali rispetto all’inclusione nel senso seguente: un insieme
ortonormale U di H & massimale se per ogni insieme ortonormale U’ di H tale che
U c U’ risulta U’ = U. L’esistenza di tali insiemi & conseguenza dell’assioma della
scelta.

TEOREMA 3.18. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e sia Uy un insieme
ortonormale di H. Allora, esiste Upnax insieme ortonormale massimale contenente
Ug.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di massimalita di Hausdorft (Teorema I-1.5) sia
Umax una collezione di insiemi ortonormali contenenti Uy totalmente ordinata per
inclusione. Allora, Umax = J{U : U € Umax} & un insieme ortonormale di H che ¢
evidentemente massimale. O

Le proprieta degli insiemi ortonormali massimali che giustificano il loro interesse
sono riassunte nel risultato seguente.

TEOREMA 3.19. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e sia U = {u; : i € I} un
insieme ortonormale in H. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) U é massimale;

(b) span(U) ¢ denso in H;

(c) per ogni x € H si ha

1> =) 12G)P;
il
(d) per ogni x,y € H si ha
(wly) =Y [2@]90).
il

Gli insiemi ortonormali massimali si dicono anche insiemi ortonormali completi
e la formula in (d) che esprime il prodotto scalare come somma dei prodotti dei

coefficienti di Fourier rispetto ad un insieme ortonormale completo prende il nome
di identita di Parseval.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo ciclicamente.

(a) Sia M = cl(span(U)). Se fosse M # H, esisterebbe un vettore u € M+ con
|lu]| =1 (Corollario 3.11) e questo violerebbe la massimalita di U.

(b) Sia z € H con z # 0 altrimenti non c¢’¢ nulla da provare. Fissato 0 < e < ||z]|,

esistono allora vettori w;, ,...,u;, e scalari Ai,..., A\; € K tali che risulti

||:E - (Aluil T )\kulk)ll <e.
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Posto M = span{u;,,...,u;, }, si ha
Ty =By ui o Bgug, e e — oyl < o= (w4 Apug )| S €
(Lemma 3.15) e da cid segue 0 < ||z|| — e < ||za||. Si ha dunque
(lzll = ©)? < llzarl® = D 1202 < D1l <l
1<h<k iel
per la disuguaglianza di Bessel e dall’arbitrarieta di 0 < & < ||z|| segue asserto.
(¢) Segue facilmente dalla formula di polarizzazione (Teorema 3.4).

(d) Se l'insieme ortonormale {u; : ¢ € I} non fosse massimale, esisterebbe u € H con
u # 0 per il quale si avrebbe (i) = (u;|u) = 0 per ogni indice ¢ da cui seguirebbe

0 < Jlull? = (u|u) =Y [a(@)]*a() =0
i€l

e cio ¢ assurdo. O

COROLLARIO 3.20. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e sia U = {u; : i € I}
un insieme ortonormale completo in H. Allora, si ha

icl
per ogni x € H.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € H. Per la disuguaglianza di Bessel risulta & € ¢y(I) e
quindi per il teorema di Riesz—Fischer (Teorema 3.17) esiste y € H definito da

y=> &)

icl
tale che § = &. Dall’identita di Parseval segue infine z = y. g

TEOREMA 3.21. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e siano U e V' due insiemi
ortonormali completi di H. Allora,

card(U) = card(V).

Il numero cardinale card(U) di un sistema ortonormale completo U di H ¢ la
dimensione ortogonale dello spazio di Hilbert H.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo una relazione tra i vettori di U dichiarando u € U
equivalente a u’ € U e scrivendo u ~ u’ se u e v’ possono essere collegati da una
catena finita

(***) U71)1,UQ,U3,U4,"',Uk,U/ (kZ].)

formata da vettori dei due insiemi ortonormali completi alternati tra loro in maniera
tale che due vettori consecutivi abbiano prodotto scalare non nullo. Il numero
minimo & > 1 di elementi della catena che collega u a u’ ¢ la distanza di v da v’. La
relazione cosi definita e evidentemente una relazione d’equivalenza in U e ogni classe
d’equivalenza u* dell’insieme quoziente U* = U/ ~ ¢ al pitt numerabile. Infatti, per
ogni vettore fissato u € U esiste una quantita al pit numerabile di vettori v € V tali
che risulti (u|v) # 0 e per ciascuno di questi vettori v € V esiste una quantita al
pitt numerabile di vettori v’ € U tali che risulti (v|u') # 0. Pertanto, ogni vettore u
¢ equivalente ad una quantita al pit numerabile di elementi a distanza uno e quindi
per induzione segue che ogni classe d’equivalenza u* di U* € al pitt numerabile.

Definiti poi in maniera analoga la relazione d’equivalenza tra gli elementi di V' ed il
relativo insieme quoziente V* = V/ ~ conveniamo che due classi di equivalenza u* e
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v* di U* e V* siano collegate tra loro se esistono u € u* e v € v* tali che (u|v) # 0
e proviamo che, se u* e v* sono classi di equivalenza collegate, risulta

ueu ev¢v” = (u]v) =0.
Sia infatti u € u* e sia v tale che (u|v) # 0. Poiché u* e v* sono classi d’equivalenza
collegate, esistono u’ € u* e v’ € v* tali che (u'|v') # 0 e quindi, se (x*x) & la catena
che collega u a u/, la catena
U,U,V1,U2,VU3,Uq, """ ,’l}k,’ll,/,’U,

collega v a v’ e quindi risulta v € v*.

Pertanto, per ogni classe d’equivalenza u* esiste una ed una sola classe d’equivalenza
v* ad essa collegata e viceversa e la relazione di essere collegate determina una
corrispondenza biunivoca tra gli insiemi quozienti U* e V*. Per concludere la
dimostrazione resta quindi da provare soltanto che due classi di equivalenza collegate
u* e v* sono equipotenti. Consideriamo a tal fine due classi di equivalenza collegate
u* e v* e proviamo che risulta

M.~ = cl(span(u”)) = cl(span(v*)) = My»~.
Sia v € u* un vettore fissato. Poiché V' ¢ un insieme ortonormale completo, risulta
u= Z (v|uyv
veV
e quindi u appartiene a M+ poiché da u € u* segue (u|v) = 0 per ogni v ¢ v*. Si ha
quindi M« C M,~ e scambiando il ruolo di u* e v* si conclude che risulta M« = M,«.
Conseguentemente, essendo u* e v* insiemi ortonormali al pitt numerabili, o sono
entrambi finiti nel qual caso devono avere il medesimo numero di elementi oppure

sono entrambi insiemi numerabili. In ogni caso u* e v* sono equipotenti e questo
completa la dimostrazione. O

TEOREMA 3.22. Siano H e H' spazi di Hilbert sul campo K e siano U e U’ due
insiemi ortonormali completi di H e H' rispettivamente. Allora, le sequenti affer-
mazioni sono equivalenti:

(a) esiste T € Iso(H,H') di H su H' tale che
(Tzx|Ty) = (xly),  x,yeH;
(b) card(U) = card(U").

Nelle ipotesi del corollario i due spazi di Hilbert H e H’ si dicono isomorfi come
spazi di Hilbert e T costituisce un isomorfismo di spazi di Hilbert di H su H'.

DIMOSTRAZIONE. (a) L’insieme V' = TU formato dalle immagini v' = Tu dei
vettori v € U ¢ un insieme ortonormale di H’ che risulta essere anche completo: se
per ¢’ € H' risulta (v'|2’) = 0 per ogni v’ € V', si ha

0= (v'|2") = (Tu|T(T" ")) = (u|T~'2)
per ogni u € U da cui segue T2’ = 0 e quindi anche 2’ = 0. Si ha allora

card(U) = card(V') = card(U")

per il teorema precedente e questo prova (b).
(b) Siano U = {u; : i € I} e U’ = {u} : i € I} i due insiemi ortonormali completi
equipotenti. Per ogni x € H, i coefficienti {%()}; di « rispetto a U sono una funzione
in £5(I) per la disuguaglianza di Bessel e quindi la somma infinita

S (us )

el
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converge in H'. La funzione T: H — H' definita da
Tx:2<ui|:r>u§, z:Z<ui|x>ui€H,
icl icl
€ un operatore lineare e per definizione risulta
(uj| Tx) = (ui|z)

per ogni i e per ogni . Conseguentemente si ha || Tz||? = ||x||? per ogni x € H per
la formula di Parseval e quindi 7' & un’isometria di H in H’. Inoltre, risulta essere
suriettiva: se ' € H’, la somma infinita

v =Y
i€l
converge in H e risulta per definizione
Tx = Z(uﬂx')u; =1
iel
Pertanto T & un isomorfismo di H su H' e infine per ogni z e y risulta
(Tx|Ty) =Y (uf | Ta)* (uf| Ty) = Y (ui|x)"(wi|y) = (x|y)
il iel

per la formula di Parseval e questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 3.23. Sia H uno spazo di Hilbert sul campo K e sia U = {u; : i € I'}
un insieme ortonormale completo in H. Allora, l'operatore lineare

reH—tel (I)
¢ un isomorfismo di spazi di Hilbert di H su l5(I).

Fissato l'insieme ortonormale completo U = {u; : i € I'}, il corrispondente isomorfi-
smo di spazi Hilbert di H su ¢3(I) si dice trasformata di Fourier.

DIMOSTRAZIONE. L’operatore lineare x € H +— & € {5(I) ¢ un isomorfismo di H
su £o(I) per la disuguaglianza di Bessel e per il teorema di Riesz—Fischer ed ¢ un
isomorfismo di spazi di Hilbert per I'identita di Parseval. O

Concludiamo questa parte osservando che € possibile caratterizzare gli spazi di
Hilbert separabili sulla base della loro dimensione ortogonale.

TEOREMA 3.24. Siano H wuno spazio di Hilbert sul campo K e U un insieme
ortonormale completo di H. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) H é separabile;

(b) U é al pit numerabile.

In particolare, ogni spazio di Hilbert separabile & isomorfo come spazio di Hilbert a
L5(0,1) con la misura di Lebesgue e a £2(N;).

DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha |lu —u/|| = /2 per ogni coppia di vettori u,u’ € U con
u # v’ e quindi, se U non fosse al pitt numerabile, H conterrebbe una quantita non
numerabile di insiemi aperti, non vuoti, disgiunti e quindi non sarebbe separabile.

(b) Se U ¢ al pitt numerabile, I'insieme delle combinazioni lineari di elementi di U
con cofficienti in Q o in Q + iQ & un insieme numerabile e denso in H. O

Concludiamo questa parte costruendo un esempio di insieme ortonormale completo
in L2 (0, 1).
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EsEMPIO 3.25. Siano I, gli intervalli diadici di [0,1) definiti da
k—1 k
Inp= |2 %) k=1,...,2", n>0.
=[5 w) :
Le funzioni di Haar {uo} U{upk: k=1,...,2" e n > 0} definite da
Uo(t) =1 € un,k(t) = 271/2 I:]‘In+1,2k—1(t) - 11n+1,2k (t)]

per t € [0,1) sono un insieme ortonormale completo di L2(0,1).
Si ha per costruzione

o Ink=Tnt12k—1U Lnp1 283
o Uy, =0in[0,1)\ Ly x;

perk=1,...,2" en >0 e da cid segue

1
/ Un,k =0
0

per ogni k e n. Inoltre, se n > m > 0, per ogni scelta degli indici h e k risulta
LN Iy = I, oppure I, N I, = @ da cui segue

n>m2>0 — / Up, =0
I,

per ogni h e k.

Dalle proprieta precedenti segue facilmente che le funzioni {ug} U {u, 1} sono
ortogonali in Ly(0,1). Infatti, up & ortogonale a ogni funzione w, j poiché tali
funzioni sono a media nulla e wu,, j € ortogonale a w,, ;, per h # k poiché in tal caso
si ha wy, b (t)un,k(t) = 0 per ogni t € [0, 1) essendo gli intervalli I, j, e I, disgiunti.
Inoltre, per m < n e h e k tali che sia I, ; C I, si ha I,  C L41,2n—1 Oppure
Ik C Ig1,2n- Supponendo ad esempio che si presenti il primo caso, risulta

1
m/2 m/2
/ Um, hUn k. = 2 / / Un,k — 2 / / Un,k =
0 Imi1,2n—1 Imy1,2n
= zm/Q/ Up o =
Ii1,2n—1

1
= zm/2/ Up g = 0.
0

Pertanto, le funzioni {uo} U {un,k} sono ortogonali e anche normalizzate poiché

risulta
L L 1 1
— — 9n —
/0 ug=1 e /0 Uy, j = 2 (2n+1+2n+1)—1

per ogni k e n.

Resta infine da provare che sono un insieme ortonormale completo in Ly(0,1). A
tal fine, ¢ sufficiente provare che ogni funzione ¢ € C.(0,1) puo essere approssimata
in L3(0,1) da una opportune combinazione lineare di funzioni di {uo} U {un 1}
(Teorema 2.28). Per provare cio, data ¢ € C(0,1), consideriamo le funzioni 4,
(n > 0) ricorsivamente definite da

¢O(t):A p ¢ wn+1<t):wn(t)+ Z <un,k|(p>un,k(t)
1<k<2n

per ogni t € [0,1). E chiaro che ogni funzione ,, ¢ costante su ogni intervallo I, j
per ogni n > 1 e proviamo per induzione su n > 1 che risulta

() t) = 27 /I o telu,
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perognil <k <2". Pern=1etel;;=10,1/2) si ha

U1 (t) = tho(t) + (uo,1 [p)uro(t) :/0 ¢+ </1/2 //2 > = 2/01/2

e in maniera anloga si procede per t € I; » = [1/2,1). Supponiamo quindi che
valga () per k = 1,...,2". Per t € I,4195_1 per qualche kK = 1,...,2" si ha
Iy11,26—1 C I, 1 € quindi risulta per I'ipotesi di induzione

Uni1() = Yn() + D (tnn| @)t n(t) =

1<h<2n

- 2n/ 0+ 2" (un k| p) =
Ik

:2n/ 80+2n/2 271,/2/ (p_zn/Q/ 0| =
Lk Lnti1,26-1 LInt1,2k
Lnyi1,2k-1

In maniera analoga si prova che per t € I,,41 ok risulta

Ypy1(t) = 2"“/ ®

Lnt1,2k

e questo prova l’asserto.
Fissato € > 0, per 'uniforme continuita di ¢ si ha

lo =dulla=|lo— > 2 </ w)lzn,k <e
I g

1<k<2n )

per n > 1 sufficientemente grande e questo completa la dimostrazione della
completezza delle funzioni di Haar. O

3.2. Polinomi ortogonali

Esaminiamo in questa sezione alcune classiche famiglie di polinomi ortogonali in
spazi Lo con peso.

Polinomi ortogonali. Siano I = (a,b) (—oco < a < b < 4+00) un intervallo aperto
e w: (a,b) — R una funzione tale che

e w & misurabile e w(z) > 0 per ogni = € (a,b);
/ |z|"w(z) dz < 400 per ogni n > 0.
La misura
polB) = [(w, Ees(ab),
E

¢ una misura positiva di Radon regolare e completa sulla o —algebra S((a,b)) degli
insiemi (Lebesgue) misurabili di (a, b) tale che

E[=0 < pu(E)=0

per ogni insieme F C (a,b) misurabile (Esercizio 11-3.6).
Consideriamo quindi lo spazio di Hilbert La(f,,) sul campo K € {R,C} formato
dalle (classi di equivalenza di) funzioni a quadrato integrabili in (a,b) rispetto al
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peso w. Denotiamo per brevita tale spazio con Lo(w) anziché Ls (i, ) e denotiamo

inoltre con
b 1/2 .
ull2,w = (/ IUI2w> e (ulv)2w :/ wFow
a a

per u,v € Ly(w) la relativa norma ed il relativo prodotto scalare. Per le ipotesi
fatte, Lo(w) contiene (le restrizioni all’intervallo I di) tutti i polinomi a coefficienti
in K e lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto C.(a,b) risulta denso
in Ly(w) (Teorema 2.28). Siano

x €ER 2™, (n>0),

i monomi e siano {py, }»>0 le funzioni da essi ottenuti ottenuti per ortogonalizzazione
in La(w) con il metodo di Gram—Schmidt. Per induzione su n si prova facilmente
che p,, ¢ un polinomio reale con gr(p,) = n per ogni n > 0 tale che

b
<pn |p>2,w = / Prpw =0
a

per ogni polinomio p con gr(p) < n. In particolare, per p(z) = 1 per ogni z si ha

b
/pnw:()

per n > 1 e quindi ogni polinomio p,, con n > 1 & a media nulla rispetto a w in
(a,b). Poiché p,, & un polinomio reale di grado n si ha

(@) = P + P12 P+ +ppo, TER (n>0),

con ppm € R(m=0,...,n) ep,, # 0 per ogni n > 0 e supporremo nel seguito che
risulti p,, , > 0 per ogni n. In questo modo i polinomi {p, }, sono univocamente
determinati e si dicono polinomi ortogonali con peso w in (a,b). Poniamo per
brevita p,, , = ky, cosicché risulta

Pn(x) = kpa™ + termini di grado inferiore, z €R,
per ogni n.

TEOREMA 3.26. Sia I = (a,b) un intervallo limitato e siano {pp}, i polinomi
ortogonali con peso w in (a,b). Allora, {pn}n € un insieme ortonormale completo
in La(w).

Questo risultato puo essere falso se I = (a,b) non ¢ limitato ma vedremo nel seguito
esempi significativi di polinomi ortogonali con peso che sono insiemi ortonormali
completi anche con intervalli limitati.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € La(w) e, fissato € > 0, sia ¢ € C(a,b) una funzione tale
che || f—¢ll2,w < €/2. Per il teorema di approssimazione di Weierstrass (Teorema 2.7)

esiste un polinomio p: R — K tale che
p o\ —1/2
/ w
a

b 1/2
£ g g
If = pll2w < If = @ll2w + o —Pll2w < 5+ (/ |l —P|2w> < 3t3=¢
a

N ™

sup [p(z) — p(z)| <
z€la,b]

e quindi risulta

2
Sen > 0 ¢ il grado di p, si ha p € span({1,z,...,2"}) = span({py,...,pn}) €
questo conclude la dimostrazione. O
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A conclusione di questa parte, esaminiamo alcune proprieta generali delle famiglie
di polinomi ortogonali che sono indipendenti dalla scelta del peso w. La prima
proprieta che ricaviamo e la formula ricorsiva a tre termini che lega i polinomi
consecutivi di una stessa famiglia.

PROPOSIZIONE 3.27. Siano {p,}n i polinomi ortogonali con peso w in (a,b). Allora,
esistono An, Bn,Cn € R (n > 1) tali che

Anpni1(x) — (v — By)pn(x) + Cppn—1(z) = 0, z €R,
per ogni n > 1.

I coefficienti A,,, B, e C, sono esplicitamente dati da

b b
An:/ TPp (2)Pps1 (2)w(x) da; Bn=/ pn(2)pn (x)w(x) dz;

per n >0 e da

b
C, = / Tpn () pp—1(x)w(z) dz;
per n > 1. Risulta C,, = A,,_1 per n > 1 e per n = 0 la formula vale nella forma
Aopi(z) — (z — Bo)po(x) = 0, r el

DIMOSTRAZIONE. Sia n > 0. Il polinomio reale

p— kn

p(x) = Pnt1(z) —apa(z),  z€R,

knJrl
ha grado (minore o) uguale a n e quindi si esprime come combinazione lineare

p(x):CopU(x)+"'+cnpn($)a {EER,

di pg, ..., pn con coefficienti c,, dati per ortogonalita da
k
Cm = <pm ‘p>2,w = L - <pm |pn+1> - <pm‘1'pn>2,w -
n+1
= 7<pm |xpn>2,w = 7<pn |xpm>2,w
per m =0,...,n con ovvio significato dei simboli. Per lo stesso motivo risulta
m<n-—1 = (Pr|ZPm)2,0 =0

da cui segue
p(l‘) = Cnflpnfl(x) + Cnpn(w)’ r €R,
per ogni n > 1. Dalla definizione di p segue allora
kn
Fny1

0= o

Pnt1(®) — p(z) — P8 () = Pr1(2) = (@ + ¢p)pp () — cp1pn—1(x)

kn+1
per ogni & € R e per ogni n > 1. Si ha infine

k k k

L Zl = r:l<pn+1 |pn+1>2,w = ﬁ<kn+lmn+1 |pn+1>2,w = <pn |xpn+1>2,w = An
n n n

e posto B, = —¢, e C,, = —¢,,_1 come sopra si ha la tesi. ]

I risultati seguenti illustrano alcune proprieta degli zeri dei polinomi ortogonali.

PROPOSIZIONE 3.28. Siano {py}n i polinomi ortogonali con peso w in (a,b). Allora,
Dn ha esattamente n zeri semplici in (a,b) per ognin > 0.

Risulta quindi
pn(x) = kn(‘r*In,l)(x*xn,Z)"'(m*In,n)a €T ERv

cona < Tpi < Tpa << Tpy <bperognin>1.
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DIMOSTRAZIONE. Ogni polinomio p, con n > 1 & a media nulla rispetto a w in
(a,b) e quindi, essendo w positiva, p, deve cambiare segno in (a,b) quando n > 1.
Questo prova la tesi per n = 1. Pern > 2, sianoa < xp1 < 2po < < xpp < b
(1 <k < n) gli zeri non necessariamente distinti di p,, in (a,b) cosicché risulta
pn(@) = kn(x — 2p1) (2 — Tp2) -+ (2 — 20 k) g (2), z €R,
con ¢, polinomio monico di grado n—k privo di zeri reali in (a,b). Se fosse 1 < k < n,
il polinomio
r(z)=(x—zp1)(®—2zpn2) (& — Tpk), r € R,

avrebbe grado k£ < n e quindi per ortogonalita si avrebbe

b
0= (py|r)ow = kn/ 2 qrw
a

e cio ¢ assurdo poiché g ha segno costante in (a,b). Deve quindi essere k = n e
quindi risulta
() = kn(z — 2n1)(@ — Tp2) (T — Tppn) =

2 (= )™,

=k, (.Z‘ — Tn)1)m1 (33 - fn,Z)

perogniz € Reon a < Tpg < -+ < Tp < b (1 <k <mn)zeri distinti di p con
molteplicita mq + - - - + my = n. Se fosse my, > 2 per qualche indice h =1,...,k, il
polinomio reale

r(@)=(x—Tp1)™ (@ = Tnp)™ (T — Ty i)™, r €R,

con np = 0 se my, & pari e np, = 1 se my, e dispari avrebbe grado minore di n e
quindi per ortogonalita si avrebbe

b
0= (pn | Yo = kn/ (2= Fu)™ 0 ] (@ = Tng) ™™ w(a) da
a 1<5<n
ms#h

ma cid non puo essere poiché my, + ny € pari. O

LEMMA 3.29. Siano {p,}n % polinomi ortogonali con peso w in (a,b). Allora,

Y pm@)? = = [P @pa(@) —prna(@pl@)], @ ER,

per ognin > 0.
Questa formula prende il nome di formula di Christoffel-Darbouz.
DIMOSTRAZIONE. Si ha
Anpni1(2)pn(y) = (& = Bn)pn (2)pn(y) — Capn—1(2)pn(y)
AnPr1(y)Pn(z) = (y = Bn)pn (y)pn(2) — Copn—1(y)pn(z)

per ogni z,y € R per n > 1 (Proposizione 3.27) e sottraendo si ottiene

Ay [Prr1(@)pn(y) = Prra (y)pa(z)] =
= (2 = y)pn(@)pn(y) — Cn [Pr—1(2)pn(y) — Prn-1(y)pn(2)] .

per ogni x e y e per ogni n > 1. Essendo C,, = A,,_1 per n > 1, sommando da 1 a
n si ottiene telescopicamente

(@=9) D> pml(@)pm(y) =

1<m<n

= Ap [Pn1(2)pn(y) — P (W)pa ()] = Ao [pr(2)po(y) — p1(y)po(e)]
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per ogni x e y e per ogni n > 1 come prima. Essendo po(xz) = ko per ogni z e
Ay = km/km+1 per ogni m, risulta

Ao [ (@po(y) — 1 (0)po(2)] = Tkoks (& = ) = K& = ) = po(2)mo() & — )

e questo completa la dimostrazione. O

PROPOSIZIONE 3.30. Siano {pn}. i polinomi ortogonali con peso w in (a,b) e siano
a4 <Tp1 <Tpa<-<Tpn<b(n>1) glizeri di p,. Allora, si ha

A< Try11 <Tpi < Tpy12 < Tp2< < Tpp < Tptint1 <O
per ogni n > 1.
Ciascuno zero di p,, cade quindi tra due zeri consecutivi di pj41.-

DIMOSTRAZIONE. Poiché & po(z) = ko > 0 per ogni z € R, per la formula di
Christoffel-Darboux (Lemma 3.29) risulta

(%) P ()P () = pryr(2)p, (z) > 0
per ogni z € R. Essendo gli zeri di p,, semplici (n > 1), deve essere p,(z, ) # 0
per h =1,...,n. Siano quindi z,; < Tprt1 (1 <k <n—1en > 2) due zeri

consecutivi di p,, cosicché deve essere

p;z (xn,k)p%(xn,kﬂ—l) <0.

Ponendo © =z, 1 € * = Ty k41 in (%) si ha

Pt (T k)Pp (Tnk) <O € pug1(Tn kg1 (Tnps1) <O

e dunque deve essere p,(Tn k)Pn(Tn k+1) < 0. Quindi intervallati tra gli n zeri di
pn cadono almeno n — 1 zeri di pp+1. I rimanenti due zeri di p,41 devono trovarsi
in (a,2n1) €in (Ty n,b) perché altrimenti, se due zeri di p,41 si trovassero in uno
stesso intervallo (2, k,%n k+1), tra di essi ci sarebbe uno zero di p, per le stesse
considerazioni svolte sopra. O

Alcuni esempi significativi di polinomi ortogonali sono (a meno di fattori di norma-
lizzazione)

e i polinomi di Legendre {P,},, corrispondenti all’intervallo I = (—1,1)
e al peso w(z) =1 per ogni x € (—1,1);
e i polinomi di Laguerre {L,}, corrispondenti all'intervallo I = (0, +00)
e al peso w(x) = e™* per ogni z > 0;
e i polinomi di Hermite {H,}, corrispondenti all’intervallo I = R e al
peso w(x) = e’ per ogni x € R.
Di queste famigli di polinomi ortogonali esaminiamo le principali proprieta nei

paragrafi seguenti.

Polinomi di Legendre. I polinomi ortogonali con peso w(z) =1 per z € (—1,1)
coincidono con i polinomi di Legendre {P,}, definiti dalla formula ricorsiva di
Rodrigues

1 n
P,(z) = 2”n'Dn [(mZ—l) ] ) xre€R (n>0).
Per la formula di Leibniz si ha

o= gt -] -

_ > (:)Dm [(x+1)"] D" ™ [(x - 1)"] =

27!
0<m<n
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e () e ey -

T 0<m<n

zin 3 <:1)2(x+1)”-m(x—1)m

0<m<n

per ogni z € R e n > 0. Ogni funzione P, ¢ quindi un polinomio a coefficienti reali
di grado n in cui il coefliciente del termine di grado massimo ¢

2
1 Z n 1 (2n
kjn = — = — 5 > 0
0<m<n

Inoltre, il polinomio P,,, essendo la derivata n—esima di una funzione pari, & una
funzione che ha la stessa parita di n ovvero si ha

Pp(—z) = (=1)"Pa(2), z € R,
e in particolare risulta P,(1) =1 e P,(—1) = (—1)™ per ogni n.
Identifichiamo (a meno di un coefficiente di normalizzazione) i polinomi di Legendre
con i polinomi ortogonali con peso w(z) =1 in (—1,1) provando che sono ortogonali
in Ly(—1,1). Integrando per parti e tenendo conto che si ha

DF {(m2 — 1)”]

r=%1

per 0 < k < n, risulta

/11 P, (z)P,(x)dx = 1 /1 P (2)D" [(xQ _ 1)71 dr —

2rnl )y

= (=" /1 D"P,,(z) (z* — l)n dx

2nnl J 4

per ogni m e n da cui segue

1
/ P (z)P(x)dx =0, 0<m<n,

-1
poiché D™ P,,(x) = 0 per ogni « per talimen e

[ prar= GO0 oo o2 1) =

1 2rn! J
1
= ];—Z (1 — x2)n dx =
-1

) [0 a(s) o

per m = n poiché D" P, (z) = nlk, per ogni z. Ricordando infine che &
(n!)?
(2n+1)!

per ogni n > 0 (Teorema 8.20 in [53]), si conclude che risulta

1
[ o=y =B+ 1ns ) =
0

1
2
P, (2))*dx = , > 0.
e
Pertanto i polinomi
2n+1

5 P,(x), zeR (n>0),

coincidono con i polinomi ortogonali con peso w(z) = 1in (—1,1) e costituiscono in
particolare un insieme ortonormale completo in La(—1,1).
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I polinomi di Legendre si possono ottenere anche come coefficienti della rappresen-
tazione in serie di potenze di t della funzione generatrice

1
V1= 2zt +¢2’

dove G(z,t) rappresenta la distanza tra un punto P del piano posto a distanza
unitaria dall’origine ed un altro punto @ del piano posto a distanza |t| < 1 dall’origine
che formano tra loro un angolo 6 = arccos x.

Siha 1 —2xt+t*> (1—t[)? >0 per |z| <1elt| <1 e risulta

G((ﬂ,t): (xat)e[flal]x(flvl)a

lz]<lelt|]<v2-1 — 12 — 2xt| < 1

cosicché G(x,t) si rappresenta in serie di potenze nella forma

G(z,t) = 729:75)” =

o)
> 3 e () (e

per tali e t. Ponendo 2n —m =ke I(k) ={(m,n): 0<m <ne2n—m=k}
per k > 0 e scambiando 'ordine di sommagzione risulta,

CF Y Copan (V) (M)

n>00<m<n

(e () () e S

k>0 \ (m,n)el(k) k>0

per gli stessi « e t. Le funzioni Q(x) sono i polinomi reali definiti da

aw= X o (TP (M) ser gz

(m,n)€l(k)
e in particolare, poiché per ogni k > 0 fissato il valore massimo assunto da m tra le
coppie (m,n) € I(k) & realizzato per m = n = k, ogni polinomio @, ha grado k.
Si ha allora
1 1
V1—2zs+ 21— 2at + 12

G(z,s)G(x,t) = = Y Qum(z)Qu(z)s™t"

m,n>0

per |z| < 1es|,|t| < V2 — 1 e, integrando ambo i membri per z in [~1, 1] risulta

! 1 1
dx = m n(z)dx ) s"t".
V1 —=2xs+ s2 V1 — 2zt + 2 (/Q 7)Qn(2) )

m,n>0

per |s|,|t| < /2 — 1. Inoltre, per 0 < s,t < 1 risulta

1 1 14 /st 2
dr = —=log Z
V1 =25+ 521 -2zt +t2 Vst T 1—+/st 2n+1

n>0
da cui segue per confronto

1 0 sem#n
/1 Qum(2)Qn(z)dx = 2

o+ 1 sem=n

s"t"
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per ogni m,n > 0. Per I'unicita dei polinomi trigonometrici di Lo(—1,1) deve essere
Qn = P, per ogni n e ponendo xr =1 in

V1 —2:z:t+t2 e

risulta )
= > Qn(1t", It < v2 -1,
n>0
da cui segue @, (1) =1 per ogni n. Pertanto, @, = P, per ogni n cosicché risulta

G(z,t) = lz] <1lelt| <1

=2 Pu
Vi—ut+82 o
Infine, derivando la funzione generatrice, risulta
oG
(1 -2zt +¢%) a(x,t) = (z — t)G(x,1),
per ogni || <1 e [t| <1 da cui segue
(1—2xt+t2)ZnP()t”1 (x—t ZP
n>1 n>0
per |z| < 1le|t| <2 -1 e quindi
Z(n—i— 1) Py (x —xz (2n+1)P, )t"—i—ZnPn,l(gc)t":O
n>0 n>0 n>1

per gli stessi « e ¢t. Si ha quindi P;(z) = 2Py(x) per « € R e la relazione ricorsiva a
tre termini risulta essere

(n+1)Pyyi(z) — 2n+ )azPy(x) + nPp_1(z) =0, z €R,
per n > 1.
Polinomi di Laguerre. I polinomi ortogonali con peso we(x) = 2% ™% per x > 0

(o > —1) coincidono con i polinomi di Laguerre {L )}n definiti dalla formula
ricorsiva di Rodrigues

« 1 —x T n n+—o, —T
Lgl)(x):mx e"D™ (2" %), ze€R (n>0).
Per la formula di Leibniz risulta

L@ = 3 (—1)m(”+a)iz, ze€R (n>0),

0<men m+ «
e quindi L & un polinomio di grado n della forma
L () = %x” + termini di grado inferiore, z €R,
per ogni n. .
Identifichiamo (a meno di un coefficiente di normalizzazione) i polinomi di Laguerre

con i polinomi ortogonali con peso w,(z) = z%e™*, x > 0, provando che sono
ortogonali in Lo(z%e~*dx). Integrando per parti e tenendo conto che si ha

DFILE (2)D" 7 (aTe) | =0
=0
lim Dk 1L(a)( )Dn—k ( n4ao —x) =0;

r—r 400

per ogni 1 <k <nem >0, risulta

+oo 1 [to°
/ Ly () Ly (z)x%e™" da = —/ L (z)D" (z" %) do =
0 0

n!
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_ (_1)n +o0

D" Ly, (z)z" e " dx
n! Jo

per ogni m e n da cui segue
“+oo
/ Ly (z) Ly (x)z%e " dx =0, 0<m<mn,
0

poiché D™ L,,(xz) = 0 per ogni x per tali m e n e

+o0 1 +oo
/ [Ln(x)]zxaeir de = — e Ty = .. =
0 n! Jo
1 +o0
(**) :j(n+a)~-~(a+1)/ 2% % dy =
n: 0

7}L!F(n+a—|—1):F(a+l)<nza>

per m = n poiché D"L, (x) = (—1)™ per ogni x. Pertanto i polinomi

S Lgf‘)(a?), xe€R (n>0),
I‘(a + 1)(n+a)

n

coincidono con i polinomi ortogonali con peso w,(x) = 2%~ %, x > 0 e costituiscono

un insieme ortonormale in Ly(x®e~*dz). Essendo l'intervallo (0, +o00) illimitato, la
completezza dell’insieme dei polinomi di Laguerre non & conseguenza di Teorema 3.26
e deve essere provata con una dimostrazione ad hoc. A tal fine, & conveniente ricavare
preliminarmente la funzione generatrice dei polinomi di Laguerre che risulta essere
la funzione

o 1 —wt/(1—
G( )(x’t):me t/(1 t), (w,t)€(0,+OO)X(—171)
Si ha infatti
R Sy S SRR e B (12 W N G O AN m
(1—1&)1+ae (1 —¢t)ite Zm! 1_¢ *Z ml (l—t)m+a+1z
m>0 m>0

per ogni x € R e t < 1 cosicché, tenendo conto che &

m 1 _ mlm+a+1) 1
o () = O S e <

per ogni m > 0, si ha

1 —xt/(1—t) _ F(OZ+1) m rym 1 m
S T _Zm!F(m+a+1)t D"\ a—pyra )

m>0

per ogni x € R e t < 1. Derivando inoltre termine a termine la serie di potenze

1 n+a\,,
(HW—Z( " >tv [t <1,

n>0

o () = 2 () ()

n>m

risulta

per gli stessi ¢, cosicché, sostituendo in (xxx), scambiando l'ordine di sommazione e
tenendo conto che risulta

sl o) () =a(nte)
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per ogni n > m > 0, si ottiene

1 —xt/(1—t) F(a + 1) m n+ o N\ n—m m
B =y =7 t =
(17t)1+ae mz;OF(m+a+l) 7;1 n m *
S (M)e ]

n m!

n>0 \0<m<n

per ogni x € R e |t| < 1 ovvero

1
() - - —wmt/(1-t) () n
G (x,t)—(l_t)H_ae 7nE>0Ln (z)t", z>0elt|] <1
Derivando poi la funzione generatrice, risulta

(1—1t) (z,t) = [(L+a)(1 —t) — 2] G(z,1),

per ogni x > 0 e |t| < 1 da cui segue

1=t L (@) = [+ a)(1 —t) —a] Y L (@)t

n>1 n>0

, 0G(®)
ot

per z > 0 e |t| < 1 e quindi
ST+ DL @t + Y (@ - 20— 1 - )L (@)t + 3 (n+ a) L, (@)t" = 0

n>0 n>0 n>1

per gli stessi z e t. Si ha quindi Lga) (z) =1+« fx)Léa)(:c) per x € R e la relazione
ricorsiva a tre termini risulta essere

(n+ l)LSﬁl(x) +(x—2n—1—a)L(x)+ (n+a)L @) (z) =0, x>0,

n—1
per n > 1.
Resta da provare la completezza dei polinomi di Laguerre e cio € conseguenza del
risultato seguente.

TEOREMA 3.31. I polinomi di Laguerre {L&“)}n (a > —1) sono un insieme orto-
normale completo in Lo(x%e™*dzx).

Equivalentemente le funzioni
{z“e*I/ZLgla)(aj) i > O} (> -1)
sono un insieme ortonormale completo in Lo (0, 4+00).

DIMOSTRAZIONE. Sia f € Lo(x®e~*dx). Si ha

+oo 1
/ (@) Pae di = / 1£(—logy)2(~ logy)* dy
0 0

e quindi la funzione y € (0,1) — f(—logy) appartiene a La((—logy)“dy). Essendo

a > —1, la funzione y € (0,1) — (—logy)® ¢ integrabile in (0,1) e quindi risulta

essere un peso ammissibile cosicché per ogni € > 0 esiste un polinomio p tale che
—+oo

é“ZA lf(—logy)—p(y)|2 (—logy)® dy:/ ‘f(:ﬂ)—p(efz”zzo‘e*z da

0
(Teorema 3.26). Per provare la completezza dei polinomi di Laguerre {LSf”}n in
Lo(e*dx) & quindi sufficiente provare che per ogni k > 0 fissato e per ogni € > 0
esiste ¢ polinomio tale che

“+o0
/ le™F® — q(x)]2z%e % dx < e.
0
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Ricordando la definizione della funzione generatrice G(® dei polinomi di Laguerre,
pert =k/(k+1)€[0,1) si ha

e—kx — e—xt/(l—t) — (1 _ t)1+aG(a)(£L',t)
=k

1 k
S — 10
ok (k1) (x k+ 1>
k

+1

per ogni x > 0 e questo suggerisce di considerare il polinomio

1 . ko™
Q(x):m > L) <k;+1> z €R,

0<m<n

con n > 0 da determinare. Si ha allora

1 E\"
—kx — L(O‘) R
€ q(:l?) (k‘ ¥ 1)1+a m>§n+1 m (I) E+1 ) x>0,

cosicché, essendo i polinomi {Lgf‘)}n ortogonali in Lo(z%e~*dx), da (x*) segue

—+oo
/ le™* — g(x)Px%e " do =
0

1 “+o0 k 2m
- - () 2, a,. —x A _
N (ki + 1)2(1+a) Z /0 ‘Lm (iL’)| % Tdx <k‘ T 1> =

m>n+1
[(a+1) (m—i—a) ( k )2m
= —_— <e
2(1+« -
CESTECTNP SN G A Ve

per n sufficientemente grande poiché la serie a destra converge per il criterio del
rapporto e questo completa la dimostrazione. O

Polinomi di Hermite. I polinomi ortogonali con peso w(zx) = e’ per x € R
coincidono con i polinomi di Hermite {Hp}, definiti dalla formula ricorsiva di
Rodrigues

H,(x) = (—1)"e12D" (e_mz) , zeR (n>0).
Si ha
D1 (") = D (D) = D ((~1)"e ™ Hy(x)) =
=(-1)" (—2xe‘x2Hn(m) + e_”zH,’l(x))
per ogni x da cui segue
Hy,1(z) = 22H,(z) — H, (z), zreR (n>0),

e da cio si ricava per induezione su n > 0 che ogni funzione H,, ¢ un polinomio di
grado n avente la stessa parita di n. Inoltre, sempre per induzione su n risulta

H,(z) = 2"z" 4 termini di grado inferiore, z eR,

per ogni n.

Come nei casi precedenti, identifichiamo (a meno di un coefficiente di normalizzazio-
ne) i polinomi di Hermite con i polinomi ortogonali con peso w(x) = e 1 eR,
provando che sono ortogonali in Lo (e’Ide). Integrando per parti e tenendo conto
che si ha

lim D" 'H,,(z)D""* (e—wz) =0

T—Foo
per ogni 1 <k <nem >0, risulta

o Hy () Hy (2)e™ dz = (—1)" o H,, () D" (e*f) dz =

— 00 — 00
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+o0 2
= D"H,,(z)e™ dx

— 00
per ogni m e n da cui segue

+00 5
H,, (x)Hy(x)e™" dx =0, 0<m<n,

— 00

poiché D™ H,,(x) = 0 per ogni x per talimen e

+oo R +oo 5
/ [H,(z)]?e™ do = 2"n!/ e " dr=2"nlym

— 00 — 00
per m = n poiché D" H, (xz) = 2™n! per ogni x. Pertanto i polinomi
1
v 2rnl /T

. . . . . . I
coincidono con i polinomi ortogonali con peso w(z) = e~*" per x € R e costituiscono
. . . — 2
un insieme ortonormale in Ly(e™* dx).
Per ricavare la funzione generatrice dei polinomi di Hermite osserviamo che si ha

H,(x), zeR (n>0),

(—1)ne_z2Hn(J;) = D" (6—12) =(-1)" % (e—(m—t)2>

t=0

per ogni x,t € R e per ogni n > 0 da cui segue
—w-n? _ N~ L (4T ( fmt)?) n_ 2?1 n
ety L ( & (e LT DT ACY
n>0 = n>0

per gli stessi x e t. La funzione

1
G(z,t) = e2ot—t" = Z—'Hn(x)t", reReteR.
n!

n>0

risulta quindi essere la funzione generatrice dei polinomi di Hermite. Infine, dalla
formula

P ) = 8 () () -

0<m<n
n —z2 n—1 —z2
= —2xD (e ) —2nD (e >

valida per ogni x e n > 1 si ottiene la relazione ricorsiva a tre termini dei polinomi
di Hermite

Hy1(z) =22H,(z) — 2nH, 1 (x), z € R,

per n > 1.
Concludiamo questa parte provando la completezza dei polinomi di Hermite come
conseguenza della completezza dei polnomi di Laguerre.

TEOREMA23.32. I polinomi di Hermite { H, },, sono un insieme ortonormale completo
in Lo(e ™ dx).

Equivalentemente le funzioni
{e_g’QHn(x) tn> O}

sono un insieme ortonormale completo in Lo(R).
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DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima f € LQ(Q_JJZ dx) una funzione pari o dispari ovvero
si abbia f(—z) = +f(z) per q.o.! z € R. Si ha in tal caso

+oo ) T
[P =2 [ e ay

—o0 0

e quindi la funzione y € (0,+00) — f(,/y) appartiene a La(y~1/2e ¥dy). Per la
completezza dei polinomi di Laguerre di esponente @ = —1/2, per ogni € > 0 esiste
un polinomio ¢ tale che

+o0

+oo 5
e>2 / F(VD) — )Py Ve v dy = / (@) - q(a?)Pe" da

—00
(Teorema 3.31) e questo prova l'asserto per le funzioni di Lg(eﬂﬁ2 dx) che sono pari
o dispari. Il caso generale si ottiene esprimendo ognizfunzione f € La(e™* dx) come
somma delle funzioni pari f, e dispari fg di Lo(e™ dx) definite da

o) = FH L) o) = HDI = 1)
per q.o. x € R. ]

Esercizi

3.1. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff compatto contenente almeno due
punti distinti. Provate che lo spazio di Banach C'(X) munito della norma della
convergenza uniforme || - ||, non ¢ uno spazio di Hilbert.

3.2. Sia p una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X tale che esistano
E,FeScon ENF =@ e u(E),u(F) > 0. Provate che L,(1) (1 < p < +400) non
¢ uno spazio di Hilbert per p # 2.

3.3. Siano H uno spazio di Hilbert e M un sottospazio di H. Provate che
(a) M~ & un sottospazio chiuso;
(b) [cl(M)]* = M+
(c) (M*)*+ =cl(M).

3.4. Siano H uno spazio di Hilbert e M un sottospazio di H. Provate che le
affermazioni seguenti sono equivalenti:

(a) M & chiuso e dim M+ = 1;

(b) esiste L € H* con L # 0 tale che M = ker L.

3.5. Calcolate
mm{/1 [t3 —at? — bt —ct|*dt: a,b,c€ R}
-1
e calcolate quindi il massimo di
max /1 t3u(t) dt
w -1

tra le funzioni u € Ly([—1,1]) tali che

/_llu(t)dt:/_ll tu(t) dt = /_11 Pu(t)dt=0 e /_11 ()2 dt = 1.

L Gli insiemi trascurabili per la misura con peso w coincidono con gli insiemi (Lebesgue)
trascurabili di R.
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3.6. Calcolate

1
min{/ 13 — at? — bt — ct|?e "t dt : a,b,cER}
—1

e risolvete il corrispondente problema di massimo come in Esercizio 3.5.

3.7. Sia C il sottoinsieme di C([0, 1]) formato dalle funzioni continue u: [0,1] - R

tali che
1/2
/ u— / u=1.
1/2

(a) C & un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di C([0, 1]);

Provate che

(b) C non contiene alcun elemento di norma minima:
ueC = [ullw > inf {|lv],: veC}.

Confrontate questo esempio con il corrispondente risultato per gli spazi di Hilbert.

3.8. Sia C il sottoinsieme di L;([0,1]) formato dalle (classi di equivalenza di)
funzioni Lebesgue integrabili w: [0, 1] — R tali che

1
/ u = 1.
0

(a) C & un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di L1 ([0, 1]);

Provate che

(b) C contiene infiniti elementi di norma minima: esistono infinite funzioni
u € C per le quali risulta

|uly = inf {[jv]l1 : v e C}.

Confrontate anche questo esempio con il corrispondente risultato per gli spazi di
Hilbert.

3.9. Sia H uno spazio di Hilbert e siano My un sottospazio di H e Lg: My — K
un funzionale lineare limitato su My. Provate che

(a) Lo ha un’unica estensione lineare limitata L € H* con ||L|| = || Lol|;
(b) L =0 su M.

3.10. Sia H uno spazio di Hilbert sul campo K e sia B: H x H — K una funzione
bilineare tale che

o |B(xz,y)| < Clllllyll;
o |B(z,2)| = c[z]*
per ogni x,y € H (C > ¢ > 0). Provate il seguente lemma di Laz—Milgram: per
ogni funzionale lineare continuo z* € H* esiste uno ed solo elemento ®(z*) € H
tale che
(z*,z) = B(®(z),x), x € H,

e che la funzione ®: H* — H cosl definita ¢ un isomorfismo di H* su H.

3.11. Sia U = {uy}, un insieme ortonormale di uno spazio di Hilbert H.

(a) Provate che U ¢ chiuso e limitato ma non compatto.
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(b) Costruite un sottoinsieme chiuso C' di H che non contiene alcun
elemento di norma minima:

ueC = [ul| > inf {|jv]| : veC}.

3.12. Siano {uy}, un insieme ortonormale di uno spazio di Hilbert H, {ay}, una
successione con a, > 0 per ogni n e @ il sottoinsieme di H definito da

Q—{xEH: :C:chune|cn|§an perognin}.

n
Provate che Q ¢
(a) chiuso;
(¢) compatto se e solo se risulta Zn a? < +oo.

L’insieme @ e detto cubo di Hilbert.

3.13. Sia X = span{us: s € R} lo spazio vettoriale generato dalle (classi di
equivalenza di) funzioni
us(t) = e, teR (seR).
Provate che il limite
1 R
o) = tim 5z [ oo

esiste per ogni u,v € X ed & un prodotto scalare in X. Provate quindi che il
completamento H di X ¢ uno spazio di Hilbert non separabile e che {us: s € R} &
un insieme ortonormale massimale di H.



CAPITOLO 4
Spazi vettoriali topologici

Spazi funzionali importanti per le applicazioni sono dotati di una naturale nozione
di convergenza che non deriva da una norma. Esempi di cio sono gli spazi di funzioni
continue o infinite volte differenziabili su aperti di spazi euclidei e gli spazi di Lorentz.
Ci proponiamo in questo capitolo di sviluppare un quadro teorico che includa tali
spazi funzionali generalizzando la nozione di spazio normato.

Come al solito, anche in tutto questo capitolo denoteremo con K € {R,C} il campo
dei numeri complessi o reali.

4.1. Spazi vettoriali topologici

Negli spazi normati la presenza della norma determina una topologia in cui le
operazioni algebriche di spazio vettoriale sono continue. A partire da questa osserva-
zione generalizziamo nel quadro topologico degli spazi uniformi la nozione di spazio
normato considerando spazi vettoriali muniti di una topologia compatibile con la
struttura algebrica soggiacente.

Spazi vettoriali topologici. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Un insieme
A C X sidice

o bilanciato se risulta AA C A per ogni A € K con |\ < 1;

e assorbente se per ogni x € X esiste t = t(x) > 0 tale che x € tA.

Ogni insieme assorbente o bilanciato contiene evidentemente l’origine e, se A ¢
bilanciato, risulta anche

ApeKe Al < |y = A C pA.

E chiaro inoltre che, se X & uno spazio vettoriale reale, un insieme A C X risulta
essere bilanciato se e solo se € simmetrico e stellato rispetto all’origine e che la stessa
equivalenza non vale per gli spazi vettoriali complessi.

ESEMPIO 4.1. Siano A e B gli insiemi di R? definiti da
A={zeR®: r <z <r}U{0) 0<ri < ra
B={(rcosf,rsenf) eR*: 0<r<1ledel0,2r]NQ}.

L’insieme A & assorbente ma non bilanciato in R? mentre l'insieme B ¢ bilanciato
ma non assorbente in R2. O

DEFINIZIONE 4.2. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Se 7 & una topologia
di Hausdorff in X per cui le operazioni di somma e moltiplicazione per uno scalare

(r,y) e X xX s2x+y e Nz)eKx X = Mz

sono continue nelle topologie prodotto, lo spazio topologico (X, T) si dice spazio
vettoriale topologico. O
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Nel seguito parleremo brevemente di spazio vettoriale topologico X in luogo di
(X, T) ogniqualvolta il riferimento alla topologia T sia superfluo.

Tutti gli spazi normati ed in particolare gli spazi euclidei K" (n > 1) con 1'usuale
topologia euclidea sono quindi spazi vettoriali topologici sul campo K. Altri esempi
di spazi vettoriali sono esaminati in questa sezione e nelle successive.

Il punto di partenza per I’esame delle proprieta degli spazi vettoriali topologici e
il risultato seguente che & conseguenza ovvia della definizione di spazio vettoriale
topologico.

PROPOSIZIONE 4.3. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora, le
funzioni
T, zeX—T(z)=a+2e€X (a € A);
My:zeX—=reX AeKeX#0)

sono omeomorfismi di X su se stesso.

Conseguentemente, tutti e soli gli intorni di un punto z € X sono della forma z + V'
con V intorno dell’origine e una famiglia di insiemi V, ¢ una base d’intorni di z se e
solo se ¢ della forma

Ve=x+ )V
con V), base d’intorni dell’origine.
L’invarianza per traslazioni e omotetie della topologia degli spazi vettoriali topologici
si riflette nelle proprieta degli intorni dell’origine e nelle proprieta di separazione.

TEOREMA 4.4. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia V un
intorno dell’origine. Allora,

(a) V ¢ assorbente;

(b) esiste W intorno bilanciato dell’origine tale che W C V;

(c) esiste W intorno bilanciato dell’origine tale che W +W C V.
Ogni spazio vettoriale topologico ammette dunque una base di intorni dell’origine

formata da intorni bilanciati e risulta inoltre essere uno spazio unioforme: se Vy e
una base di intorni dell’origine, la collezione degli insiemi B C X x X della forma

B={(z,y) e XxX:3VeVtalechey—z eV}

¢ la base di un’uniformita ¢ di X che induce la topologia di X. (Sezione 3.3).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia z € X. Essendo A — Az continua, 'insieme dei A tali
che Az € V & un intorno aperto dell’origine in K e quindi contiene 1/t per qualche
t > 0 da cui segue x € tV.

(b) Essendo (A, z) — Az continua, esistono 6 > 0 ed un intorno U dell’origine tali
che risulti A\U C V per |A| < §. Allora 'insieme

W= J{ U |A <6}

¢ un intorno dell’origine bilanciato e contenuto in V.

(¢) Per la continuita della somma e per (b) esistono W; e W intorni bilanciati
dell’origine tali che Wy + W5 C V' e ponendo W = W1 N W5 segue 'asserto. O

TEOREMA 4.5. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e siano

e K C X compatto e F C X chiuso;
e KNF=0.

Allora, esiste V' intorno aperto dell’origine tale che

(K+V)N(F+V)=2.
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In particolare, ogni spazio vettoriale topologico € quindi uno spazio regolare.

DIMOSTRAZIONE. Se K = &, la conclusione ¢ ovvia poiché @ + V = @ qualunque
sia l'intorno dell’origine V.
Sia quindi K # @ e x € K. Allora, x € F° e quindi F° — z ¢ un insieme aperto
contenente l'origine. Per la continuita della somma esiste allora un intorno V,
dell’origine tale che V,+ V,+ V,, C F° — z e non & restrittivo supporre che V,, sia
bilanciato (Teorema 4.4). Si ha allora (z + V,+ V,+ V,) C F° da cui segue
(x+Vo+ Vo) N(F+V,) =0
poiché risulta —V, = V.. Per compattezza esistono un numero finito di punti
Z1,...,2Tn € K ed altrettanti intorni dell’origine V,,, =V, (m =1,...,n) tali che
KcC(xi+WV)U---U(zp+ Va).
L’insieme V =V;N---NV, & un intorno dell’origine e risulta
K+vc |J @utVm+V)C | @m+Vin+ Vi)
1<m<n 1<m<n
e (Zm+ Vi + Vi )N(F+V;,) = & per ogni m da cui segue (K+V)N(F+V)=2. O
I risultati seguenti illustrano proprieta dei sottospazi vettoriali e di chiusura e parte
interna di insiemi in spazi vettoriali topologici.
TEOREMA 4.6. Sia X wuno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia Y C X un
sottospazio vettoriale di X. Allora,
(a) Y ¢ uno spazio vettoriale topologico nella topologia indotta;
(b) cl(Y) é un sottospazio vettoriale di X .
DIMOSTRAZIONE. (a) La topologia indotta su Y ¢ di Hausdorff e le restrizioni delle
operazioni algebriche a Y x Y e K X Y sono continue nella topologia indotta.
(b) Siha Acl(Y) = cl(AY) per ogni A # 0 (Proposizione 4.3) e la stessa uguaglianza
vale evidentemente anche per A = 0. Inoltre, per ogni coppia di insiemi A e B di X
si ha cl(A) + cl(B) C cl(A x B) per la continuita della somma. Risulta allora
Acl(Y) + pcl(Y) = cl(AY) + cl(nY) C cl(Ay + pY) = cl(Y)
e questo prova l’asserto. O

PROPOSIZIONE 4.7. Siano X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e Vy una
base d’intorni dell’origine e sia A C X un insieme. Allora,

(A) =({A+V: VeW}.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € cl(A). Per ogni intorno dell’origine V' € V), esiste W
intorno dell’origine bilanciato tale che W C V' (Teorema 4.4—(b)). Essendo z + W
un intorno di z (Proposizione 4.3 — (b)), risulta (z + W) N A # & da cui segue

reA-W=A+WCA+V

poiché W é bilanciato e W C V e questo prova l'inclusione
d(A) c({A+V: Ve
Viceversa, sia
ze(V{A+V:Ven}.
Ogni intorno di z ¢ della forma x + W con W intorno dell’origine. Poiché —W
¢ ancora un intorno dell’origine, esiste V € Vy tale che V. C —W che a sua volta
equivale a —V C W. Si ha allora x € A+ V da cui segue (z — V)N A # & e cid

implica (x + W) N A # &. Questo prova che risulta z € cl(A4) e questo completa la
dimostrazione. g
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PROPOSIZIONE 4.8. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia B C X
un insieme bilanciato. Allora,

(a) cl(B) ¢ bilanciato;

(b) se 0 € int(B), anche int(B) ¢é bilanciato.
DIMOSTRAZIONE. (a) Per 0 < |A| < 1 si ha Acl(B) = cl(AB) C cl(B) (Propo-
sizione 4.3) e per A = 0 l'inclusione Acl(B) C cl(B) ¢ ovvia poiché 0 € B.
(b) Come prima, per 0 < |[A| <1 si ha Aint(B) = int(AB) C int(B) e linclusione
Aint(B) C int(B) vale anche per A = 0 se 0 € int(B). O
A conclusione di questa parte forniamo condizioni sufficienti affinché una collezione

di insiemi (una base di filtro) sia una base di intorni dell’origine per una topologia
di spazio vettoriale topologico.

TEOREMA 4.9. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K e sia Vy una collezione di
insiems tali che

(a) 0 €V per ogni V € Vy;

(b) per ogni coppia di insiemi V; € Vo (i = 1,2) esiste V € Vy tale che

VcvinVs;

(c) per ogni V€ Vy esiste W € Vy tale che W +W C V;

(d) ogni insieme V € Vy ¢é bilanciato e assorbente;

(e) per ogni x # 0 esiste V € Vy tale che x ¢ V.

Allora, le famiglie di insiemsi
Ve =2+ Vo, rz e X,
sono basi di intorni per una topologia T che rende X uno spazio vettoriale topologico.

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo che le famiglie di insiemi V, (x € X)) verificano gli
assiomi di base di intorni per una topologia (Proposizione I-2.16). Le proprieta (NB1)
e (NB2) non sono altro che (a) e (b). Inoltre, fissati x € X e V € Vy e preso W € V)
come in (¢), perogniy € x + Wrisultay+ W Cx+ W + W C x4+ V cosicché
vale (NB3) perz+V econ V' =2 +We V" =y+W perogniy € x +W.
Pertanto, le famiglie di insiemi V, (z € X) sono basi di intorni di una topologia 7 i
cui aperti sono gli insiemi U tali che

UeT <= VeeX IVeVy: a+V CU.

La continuita della somma & conseguenza immediata di (c). Relativamente alla
moltiplicazione per gli scalari, proviamo che, fissati A\ € K e zg € X, per ogni
intorno V € V) esistono § > 0 e W € V), tali che

A— A 1)
) {' ol <

rE€xg+ W
Per ogni A e x si ha
Az = Aozo + Ao(x — 20) + (A — Xo)zo + (A — Xo)(z — o)
e, iterando (c), scegliamo V' € V, tale che risulti
Viuv'uv' cv
e proviamo che e possibile scegliere 6 > 0 e W € V) in modo tale che ciascuno dei
tre addendi che seguono A\gxo appartenga a V.

Per 'addendo A\g(z—10), scegliamo n > 1 tale che n > |Ag| e, iterando (c), prendiamo
W, € V, tale che risulti

= AT € A\gxg + V.

WyU---UW,, Cc V.
N———

n volte
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Per x € zy + W, si ha allora
A

Xo(z — z0) :n;o(x—mo) eEW,U---UW,cVv’
poiché |\g|/n < 1 e W, & bilanciato. Per il termine successivo, sia t > 0 tale che
xo € tV' cosicché per |\ — A\g| < 1/t risulta

()\ — )\0)‘%(] = t()\ — )\())(.’E()/t) S t()\ — )\o)vl cVv’
poiché V' & bilanciato. Infine, per I'ultimo termine, per |\ — Ag| < 1 e x € V' risulta

()\ — )\0)(33 — 1‘0) S ()\ — )\o)V/ cv'.

Abbiamo cosl provato che, scegliendo 0 < § < min{1/t,1} e W € V), tale che sia
W CcW,NV’, vale (x).

Resta infine da provare che la topologia T sia di Hausdorff. Per ogni z,y € X
con x # ysia V €V tale che x —y ¢ V e siano W’ € V, associato a V da (b)
e W €V, associato a W’ da (c). Se fosse (x + W) N (y + W) # &, si avrebbe
x—yeW-—-WCW +W' CV ecid ¢ assurdo. O

Spazi vettoriali topologici metrizzabili. Uno spazio vettoriale topologico X
sul campo K con topologia 7T si dice

o metrizzabile se esiste una metrica d: X x X — [0, 400) su X che ne
genera la topologia T;

e normabile se esiste una norma || - ||: X x X — [0,400) su X che ne
genera la topologia 7.

Gli spazi vettoriali topologici metrizzabili si caratterizzano come gli spazi vettoriali
topologici che verificano il primo assioma di numerabilita ovvero ammettono una
base di intorni dell’origine (al pitt) numerabile.

TEOREMA 4.10. Sia X wuno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora, le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) X & metrizzabile;
(b) X ammette una base di intorni dell’origine Vo (al pit) numerabile.
In tal caso la metrica d di X puo essere scelta in modo tale che
e siabbia d(x,y) =d(x + z,y+2) per ogni z,y,z € X;
e e palle Bs = Bs(0) (6 > 0) siano bilanciate.

Una metrica d su uno spazio vettoriale X per cui vale la proprieta (a) si dice
invariante.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo provare soltanto che (b) implica (a). Per Teorema 4.4
possiamo supporre che la base numerabile di intorni dell’origine Vo = {V;,},, sia
formata da insiemi bilanciati tali che

Vn+1 + Vn+1 C Vn, n 2 1.

Denotiamo con Q, l'insieme dei razionali diadici di [0,1): r € Quse 0 <r < 1e

della forma
r= Z cn(r)/2"
n>1
con ¢, (r) € {0,1} e ¢,(r) = 1 per un numero finito di indici n soltanto e per ogni
razionale diadico poniamo

A(T) - Z C”(T)Vna e Qda

n>1
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dove la somma di intorni a destra & finita. Estendiamo la definizione di A(r) ponendo
A(r) = X per r € Q con r > 1 e proviamo che risulta

() A(r) + A(s) C A(r + s), r,s € Qq.

A tal fine, ¢ sufficiente provare per induzione che per ogni n vale la seguente proprieta:
per ogni coppia 7,8 € Qg con 1+ s < 1 e ¢ (1) = ¢ (s) = 0 per ogni m > n, risulta
A(r)+ A(s) C A(r + s).

Per n = 1 deve essere r = 0 0 s = 0 (o entrambi) nel qual caso vale banalmente
(#%). Supponiamo quindi che la proprieta sia vera per n — 1 per qualche n > 2.

Consideriamo allora r,s € Qg tali che risulti r + s < 1 e ¢, (r) = ¢(s) = 0 per
m > n e definiamo 7’ e s’ ponendo

r=r"+cy(r)/2" e s=58 +cu(s)/2™.
Allora, r’ e s’ appartengono a Qg e risulta
A(r) = A(") + cu(r)Vi, e A(s) = A(s') + cn(8) V.

Poiché risulta ¢, (1) = cp(s’) =0perm >n—1er + s <r+s <1, per l'ipotesi
di induzione risulta

A"+ A(s") C A(r' + &)
e da cio segue

A(r) + A(s) = A(r") + A(S") + cn(T) Ve + cn(5)Vi, C

CAM +8) + cn(r) Vi + cn(8)Vn.

Se risulta ¢, (r) = c,(s) = 0, deve essere r = 1’ e s = s’ nel qual caso si ha

banalmente A(r) + A(s) C A(r + s). Altrimenti, deve essere ¢, (r) =0 e c,(s) =10
viceversa oppure deve essere ¢, (r) = ¢,(s) = 1. Nel primo caso si ha

Ar)+ A(s) CA(r + )+ V, = A(r+5)+V, =
=A(r+s +1/2") = A(r + s).
mentre nel secondo caso si ha
Alr)+ A(s) = A(r + )+ V,, + V, C
CA(r'+8)4+ Vo1 =
= A(r' + &)+ AQ/2" Y C A(r + 5" +1/2"7Y) = A(r + )
per lipotesi di induzione. Quindi, la proprieta vale per induzione e questo completa

la dimostrazione di ().
Definiamo ora la funzione

p(x) =inf {r: z € A(r)}, reX,
e poniamo
dz,y) =plr—-y), wz,yekX,
e proviamo che d ¢ una metrica su X che induce la topologia di X. In tal caso, d
¢ una metrica invariante su X per la quale risulta d(z,y) < 1 per ogni x e y per
costruzione.
Poiche 0 € A(r) per ogni r € Qq, per (xx) si ha
r,s€Qqer<s = A(r) C A(r)+ A(s —r) C A(s)
e quindi la famiglia di insiemi {A(r): r € Qq} risulta totalmente ordinata per

inclusione.
Proviamo ora che risulta

plx+y) <px)+ply), =z,yeX
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Siano infatti z,y € X e p(z) 4+ p(y) < 1 altrimenti non c¢’¢ nulla da provare. Fissato
e > 0, esistono allora r,s € Qg tali che

{iggi; = rHs<pa)+ply) +e

Quindi deve essere x € A(r) e y € A(s) da cui segue z +y € A(r + s) per (xx). Si
ha allora

p(z+y) <p(x)+ply) +e

e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto. Pertanto si ha
dz,y) =plx—y) <plx—z)+pz—y) =dz, 2)+d(z,y), z,ycX,

e quindi per d vale la disuguaglianza triangolare. Inoltre, ogni insieme A(r) &
bilanciato e quindi risulta 2 € A(r) se e solo se risulta —z € A(r) per ogni r € Qq e
r € Q con r > 1. Risulta allora

p(x) =p(-z), zelX,

da cui segue d(z,y) = d(y,x) per ogni x,y € X. Ancora, da 0 € A(r) per ogni
r € Qg segue p(0) = 0 e quindi risulta d(x,z) = 0 per ogni € X. Viceversa, se
z € X e x # 0, esiste n opportuno tale che z ¢ V,,. Per tale n si ha V,, = A(1/2")
cosicché, essendo gli insiemi {A(r) : r € Q4} totalmente ordinati per inclusione,
deve essere p(x) > 1/2™ e da cid segue d(x,y) > 0 per ogni x,y € X con x # y.
Infine, si ha evidentemente

dx+z,y+2) =d(z,y), z,y,z€X.

Abbiamo cosi provato che d & una metrica invariante su X.

Resta ora da provare soltanto che le palle nella metrica d con centro nell’origine
Bs = B;(0) (6 > 0) sono insiemi bilanciati e che la topologia 74 generata dalla
metrica d coincide con la topologia 7 di X.

Relativamente alla prima affermazione, si ha Bs = X per § > 1 e

Bgz{xeX:p(x)<§}:U{A(r): reQiel<r<d},

per 0 < § <1 cosicche, essendo ogni insieme A(r) bilanciato, anche By risulta tale.
Relativamente alla seconda affermazione, fissato « € Bs, siar € Q tale che 0 < r < §
e x € A(r) cosicché, scelto s € Q tale che s > 0 e r+ s < 4, risulta

x+ A(s) C A(r) + A(s) C A(r + s)

da cui segue x + A(s) C Bs. Questo prova che le palle Bs sono insiemi T —aperti e
conseguentemente risulta 73 C 7. Viceversa, si ha

o< 1/2" = Bs C A(1/2™) =V,

poiché gli insiemi A(r) sono totalmente ordinati per inclusione e quindi, essendo 73
invariante per traslazioni, risulta 7 C 75 e questo completa la dimostrazione. [

COROLLARIO 4.11. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K metrizzabile.
Allora, esiste una metrica invariante d che induce la topologia di X .

Insiemi limitati. Introduciamo in questa parte una nozione di limitatezza per
insiemi di uno spazio vettoriale topologico che dipende dalla struttura uniforme di
tali spazi e non dipende dalla presenza di una metrica. Ne esaminiamo le principali
proprieta e la confrontiamo con la nozione di limitatezza metrica degli spazi vettoriali
topologici metrizzabili.
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DEFINIZIONE 4.12. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Un insieme
E C X con la seguente proprieta: per ogni intorno V' dell’origine esiste s = s(V) > 0
tale che

t>s = EcCtV

si dice (topologicamente) limitato. O

In uno spazio vettoriale topologico un insieme ¢ quindi (topologicamente) limitato
quando i suoi punti sono simultanemente assorbiti da ogni intorno dell’origine e il
significato di topologicamente illimiatto & ovvio.

I risultati seguenti elencano proprieta elementari degli insiemi limitati e 1i caratte-
rizzano in termini di successioni.

PROPOSIZIONE 4.13. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e siano
E,F C X due insiemi. Allora,

(a) ECF eF (topologicamente) limitato = E (topologicamente) limitato;
(b) E,F (topologicamente) limitati —> E UF (topologicamente) limitato;
(¢) E (topologicamente) limitato => cl(E) (topologicamente) limitato.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo I'affermazione (c) poiché le altre sono ovvie.

(c) Essendo X uno spazio T3 (Teorema 4.5), per ogni intorno V dell’origine fissato,
esiste un intorno W dell’origine tale che cl(WW) C V. Essendo E (topologicamente)
limitato, si ha E C tW per ogni t > s per s > 0 opportuno. Per tali ¢t > s si ha
allora cl(E) C cl(tW) = tcl(W) C tV e questo prova 'asserto. O

TEOREMA 4.14. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia E C X
un insieme. Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) E (topologicamente) limitato;

(b) per ogni successione {xy}r C E e per ogni successione di scalari {\,}i
tale che A\, — 0 per k — +o0o risulta Mgz — 0 per k — 400 in X.

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano {xi}r C E e {Ar}r successioni di vettori e scalari
come in (b) e sia V un intorno dell’origine che possiamo supporre bilanciato. Sia
quindi s = s(V) > 0 tale che risulti £ C tV per t > s. Si ha allora |Agx| < 1/s
definitivamente cosicché per ogni k grande con A, # 0 risulta 2, € E C V/|Ag| da
cui segue |\g|xy € V definitivamente quando A\, # 0 e a maggior ragione quando
A = 0. Essendo V bilanciato, risulta Agzp € V definitivamente e questo prova (b).

(b) Se E fosse (topologicamente) illimitato, per qualche intorno V' dell’origine e per
ogni k si avrebbe xy, € E'\ (¢;V) per t > k opportuno. Si avrebbe allora ¢t — 0
per k — +0o e 1/t ¢ V per ogni k in contraddizione con Iipotesi. O

Gli insiemi compatti risultano essere limitati come prova il risultato seguente.

TEOREMA 4.15. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia K C X
un insieme compatto. Allora, K ¢é (topologicamente) limitato.

DIMOSTRAZIONE. Sia V' un intorno dell’origine aperto e bilanciato (Teorema 4.4 e
Proposizione 4.8). Essendo V assorbente (Teorema 4.4), risulta

X = U sV
s>0
cosicché, essendo sV aperto per ogni s > 0, per compattezza esistono numeri
positivi s; < -+ < s, tali che K C sV U---Us,V. Essendo V bilanciato, risulta
51V C sV C -+ C s,V cosicché, posto s = s, risulta K C sV da cui segue K C tV
per t > s per lo stesso motivo. O
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In accordo con la terminologia gia introdotta per spazi metrici e normati, uno spazio
vettoriale topologico X sul campo K

e ¢ localmente (topologicamente) limitato se esiste V' intorno (topologica-
mente) limitato dell’origine;

e ¢ localmente compatto se esiste V' intorno compatto dell’origine;

e ha la proprieta di Heine—Borel se ogni insieme chiuso e (topologica-
mente) limitato & compatto.

Sugli spazi vettoriali topologici con la proprieta di Heine-Borel e localmente compatti
ritorneremo successivamente. Relativamente alla locale limitatezza, ogni spazio
vettoriale topologico localmente limitato risulta metrizzabile come conseguenza del
risultato seguente e di Teorema 4.10.

TEOREMA 4.16. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e siano

e V intorno (topologicamente) limitato dell’origine;
e 7, >0 (k>1) tali che klim r, = 0.
—

—+o0
Allora, la famiglia di insiemi {ryV : k > 1} é una base d’intorni dell’origine.

DIMOSTRAZIONE. Sia U in intorno dell’origine in X. Poiché V e limitato, esiste
s = s(U) > 0 tale che risulti V C tU per t > s. Sia k > 1 tale che 1/r; > s. Risulta
allora V' C U/ry ovvero 1,V C U e questo prova lasserto. O

Da questo teorema e da Corollario 4.11 segue il risultato seguente.

COROLLARIO 4.17. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K localmente
(topologicamente) limitato. Allora, X & metrizzabile con una metrica d invariante.

In uno spazio vettoriale topologico X metrizzabile convivono dunque due nozioni
di limitatezza: se d & una metrica invariante su X che induce la topologia di X,
un insieme E C X puo essere (topologicamente) limitato o d —limitato cioé limitato
rispetto alla metrica invariante d. Il teorema seguente illustra le relazioni tra queste
due nozioni di limitatezza.

TEOREMA 4.18. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia E C X
un insieme. Allora,

(a) se X ¢é metrizzabile e d é una metrica invariante su X che ne induce
la topologia, si ha

E (topologicamente) limitato = E d -limitato;
(b) se X é normabile e d é la metrica indotta dalla norma di X, si ha
E (topologicamente) limitato = E d-limitato.

In (a) 'implicazione opposta ¢ in genere falsa: la metrica invariante di Teorema 4.10
¢ limitata e in generale, se d € una metrica invariante che induce la topologia di X,
la metrica p
d/("ray)l_’_(;(,xy’)y)v $,y€X,

¢ limitata e induce la stessa topologia cosicché per tali metriche lo spazio vetto-
riale X stesso ¢ limitato. Tuttavia X non pud essere (topologicamente) limitato
(Esercizio 4.2). Come abbiamo visto, la spiegazione di cio risiede nel fatto che la
limitatezza non € una proprieta topologica ma dipende dalla struttura uniforme
dello spazio e uniformita corrispondenti a metriche non equivalenti possono indurre
la medesima topologia.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Siano B, = B,(0) (r > 0) le palle aperte con centro nell’ori-
gine nella metrica invariante d. Poiché E & (topologicamente) limitato e By & un
intorno dell’origine, si ha F C tBy per ogni t > s per s > 0 opportuno. Per ogni
reXen>1siha

d(nz,0) < Z d((m—1)z,mz) < nd(z,0)

1<m<n

per l'invarianza della metrica d. Pertanto, risulta nB; C B,, per ogni n cosicché,
scelto n > s, si ha E C nB; C B, e questo prova (b).

(b) Siano B, = B,(0) (r > 0) le palle aperte con centro nell’origine in una norma
che induce la topologia di X e sia rg > 0 tale che E C B,,. Poiché le palle B,
(r > 0) sono una base di intorni dell’origine, si ha B, C V per r > 0 opportuno.
Posto s = s(V) = ro/r > 0, per t > s si ha E C B,, C By, =tB, CtV e questo
prova (a). O

Nell’ambito degli spazi vettoriali topologici la nozione di limitatezza di un insieme
sara sempre intesa nel senso di limitatezza topologica come in Definizione 4.12 a
meno di esplicita diversa indicazione.

Condizione di Cauchy e completezza. La struttura uniforme degli spazi vet-
toriali topologici determina una nozione di condizione di Cauchy che ¢ indipendente
dalla presenza di una metrica.

DEFINIZIONE 4.19. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Una
successione di vettori x € X (k > 1) con la seguente proprieta: per ogni intorno V/
dell’origine esiste ko = ko(V') tale che risulti

h,k > kg - T —rp €V
si dice che verifica la condizione (topologica) di Cauchy in X. O

Una successione che verifica la condizione di Cauchy in X si dice anche brevemente
successione (topologicamente) di Cauchy in X.

Come per la limitatezza, in uno spazio vettoriale topologico X metrizzabile convivono
dunque due nozioni di successioni di Cauchy: se d € una metrica invariante su X
che ne induce la topologia, una successione {xj}x di elementi di X puo essere
(topologicamente) di Cauchy in X ovvero di Cauchy nella metrica d. Poiché la
metrica d e invariante, si ha

d(x;wxh) = d(xk - xh,O)

per ogni h e k cosicché, essendo le palle B,.(0) (r > 0) una base di intorni dell’origine
in X, la successione {zy}1 ¢ (topologicamente) di Cauchy in X se e solo se ¢ di
Cauchy nella metrica d.

Pertanto, in uno spazio vettoriale topologico X metrizzabile le successioni (topologi-
camente) di Cauchy in X coincidono con le successioni di Cauchy in una qualunque
metrica invariante d di X. Conseguentemente, negli spazi vettoriali topologici
parleremo di successioni di Cauchy senza ulteriori specificazioni.

Le proprieta delle successioni di Cauchy in spazi vettoriali topologici non sono
dissimili dalle proprieta che valgono per le successioni di Cauchy in spazi metrici.

TEOREMA 4.20. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora,

(a) ogni successione convergente ¢ di Cauchy;

(b) ogni successione di Cauchy é limitata.

Uno spazio vettoriale topologico si dice (sequenzialmente) completo se ogni succes-
sione di Cauchy e convergente.
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La nozione di condizione di Cauchy in uno spazio vettoriale topologico si estende
in modo ovvio alle successioni generalizzate. Come accade per le successioni, ogni
successione generalizzata convergente ¢ di Cauchy mentre puo accedere che una
successione generalizzata convergente o di Cauchy sia illimitata.

Uno spazio vettoriale topologico si dice completo se ogni successione generalizzata
di Cauchy & convergente.

Il teorema seguente riassume le relazioni tra completezza e completezza sequenziale
nell’ambito degli spazi vettoriali topologici. La dimostrazione ¢ la stessa di . ...

TEOREMA 4.21. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora,
X completo - X (sequenzialmente) completo.
Inoltre, se X ¢ metrizzabile, si ha

X (sequenzialmente) completo — X completo.

Se X non & metrizzabile, I'implicazione opposta di (a) puo essere falsa (Teorema 5.9
e Esercizio 5.4).

Operatori lineari continui e operatori lineari limitati. La struttura uniforme
degli spazi vettoriali topologici rende possibile parlare di funzioni uniformemente
continue tra tali spazi oltre che continue. Alla luce della definizione di uniformita
degli spazi vettoriali topologici, una funzione f: X — Y tra due spazi vettoriali
topologici X e Y sul medesimo campo K si dice uniformemente continua da X in'Y
se vale la seguente proprieta: per ogni intorno V dell’origine in Y, esiste un intorno
U dell’origine in X tale che risulti

T, 70€ X ex1 —a20€ U - f(x1) = f(z2) € V.
Consideriamo in questa parte due spazi vettoriali topologici X e Y sul medesimo
campo K e denotiamo con

L(X,Y)={T € L(X,Y): T continuo}

il sottospazio di £L(X,Y) formato dagli operatori lineari continui da X in Y. Le
proprieta di continuita degli operatori lineari sono riassunte nel risultato seguente
la cui dimostrazione ¢ ovvia.

PROPOSIZIONE 4.22. Siano X e Y due spazi vettoriali topologici sul campo K e sia

T € L(X,Y) un operatore lineare. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) T ¢ continuo in xg = 0;

T é continuo in X;

T é uniformemente continuo in X

Siano X e Y due spazi vettoriali topologici sul campo K. Un operatore lineare
T e L(X,Y) tale che

e T & un isomorfismo lineare di X su Y;

e TEL(X,Y)eT teL(Y,X);
si dice isomorfismo di spazi vettoriali topologici di X su 'Y o anche isomorfismo
topologico di X su'Y. Denotiamo come al solito con

Iso(X,Y)={T € L(X,Y): T isomorfismo topologico di X su Y}
Iinsieme (eventualmente vuoto) formato da tutti gli isomorfismi di spazi vettoriali
topologici di X su Y ponendo per brevita Iso(X) = Iso(X, X) per Y = X.

E chiaro che, se T' ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali topologici di X su Y,

I'operatore lineare inverso T~ ! & a sua volta un isomorfismo di spazi vettoriali
topologici di Y su X. Inoltre, se Z denota un ulteriore spazio vettoriale topologico
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sul campo K ese S € Iso(X,Y) e T € Iso(Y, Z) sono isomorfismi di spazi vettoriali
topologici di X suY e di Y su Z rispettivamente, anche il prodotto di composizione
TS & un isomorfismo di spazi vettoriali topologici di X su Z. In particolare, Iso(X)
€ un gruppo rispetto al prodotto di composizione.

Gli spazi vettoriali topologici X ed Y si dicono isomorfi come spazi vettoriali
topologici se esiste un isomorfismo di spazi vettoriali topologici di X su Y e la
relazione cosi definita € una relazione d’equivalenza tra spazi vettoriali topologici
sullo stesso campo.

A partire dalla nozione di insieme limitato possiamo introdurre la nozione di
operatore lineare limitato tra spazi vettoriali topologici.

DEFINIZIONE 4.23. Siano X e Y due spazi vettoriali topologici sul campo K. Un
operatore lineare T' € £(X ,Y) tale che

E C X limitato = T(E) limitato
si dice limitato. O

Gli operatori lineari limitati sono dunque gli operatori lineari tra spazi vettoriali
topologici che mandano insiemi limitati in insiemi limitati. Questa definizione
grneralizza la corrispondente definizione per operatori lineari tra spazi normati e,
come gia osservato, si discosta dalla definizione di funzione limitata tra due spazi
metrici. Anche per gli operatori lineari tra spazi vettoriali topologici, la limitatezza
sara sempre intesa nel senso della definizione precedente.

L’insieme degli operatori lineari limitati da X in Y & un sottospazio di £(X,Y)
(Esercizio 4.2) ed il risultato seguente illustra le relazioni tra limitatezza e continuita
di un operatore lineare.

TEOREMA 4.24. Siano X e Y due spazi vettoriali topologici sul campo K e sia
T € L(X,Y) un operatore lineare. Allora,

(a) T continuo == T limitato;
(b) T limitato e X metrizzabile = T continuo.

L’equivalenza tra continuita e limitatezza per gli operatori lineari puo essere falsa se
lo spazio vettoriale topologico X non & metrizzabile (Esercizio ??) ma & comunque
sempre valida per i funzionali lineari come vedremo nel successivo Teorema 4.25.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia E C X un insieme limitato e sia V un intorno di 0 in
Y cosicché, essendo T continuo, esiste un intorno aperto U di 0 in X tale che
risulti T(U) C V. Essendo E limitato, risulta £ C tU per t > s con s = s(U) > 0
opportuno e per tali t si ha T(F) C tT(U) C tV. Pertanto, T(E) & un insieme
limitato in Y e questo prova l’asserto.

(b) Poiché X & metrizzabile, & sufficiente provare che risulta Tap — 0 per k — 400
in Y per ogni successione {z}}; di elementi di X tale che x; — 0 per k — +o0.
Sia d una metrica invariante su X che induce la topologia di X e sia {xy}x una
successione in X che possiamo supporre definita per k > 1 tale che risulti z, — 0
per k — 4o00. Scegliamo allora una successione strettamente crescente di interi
{kn}r tale che risulti

k> kp, = d(0,x1) < 1/h?
per ogni h e definiamo A\, > 0 per k > 1 ponendo

M =1 sek<k
A = h sekh§k<kh+1.
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La successione {\;} cosi definita diverge a +00 e per kp, < k < kpq; risulta

0 < d(gwx,0) = d(hag,0) < > d(jak, (j — Dax) = hd(xx,0) < 1/h

1<j<h
per I'invarianza della metrica d e da questo segue che A\pxr — 0 per k — +o0 in X.
Pertanto, la successione { A,z }i € limitata in X cosicché lo stesso vale in Y per la
successione delle immagini {T'(Axzx)}r € da cid segue infine
Tz =T(Mxg) /e — 0 per k — 400

per Teorema 4.14. O

In accordo con la terminologia gia introdotta per gli spazi normati, lo spazio vettoriale
dei funzionali lineari L € £(X ,K) continui si dice duale (topologico) di X e si denota
con

X* = L(X,K).

Il risultato seguente caratterizza i funzionali lineari continui su uno spazio vettoriale
topologico e costituisce la versione per spazi vettoriali topologici di Teorema 1.17.

TEOREMA 4.25. Siano X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e L € L(X,K)
un funzionale lineare con L # 0. Allora,
(a) L é un’applicazione aperta;
e inoltre le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(b) L é continuo;
(c) ker(L) & un sottospazio chiuso di X;
(d) esiste V intorno dell’origine tale che sup {|Lz|: z € V} < 4o0.
In particolare, un funzionale lineare su uno spazio vettoriale topologico & continuo

se e solo se € limitato ed esistono funzionali lineari sequenzialmente continui ma non
continui (Esercizi 5.7 e 5.8).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia U C X un insieme aperto (non vuoto). Fissato A\g € L(V),
sia xg € U tale che Lxg = \g e sia V' un intorno aperto e bilanciato dell’origine tale
che o +V C U. Essendo V assorbente ed essendo L # 0 per ipotesi, esiste y € V
tale che risulti Ly # 0 e, per ogni A € K con

A= Aol < [Lyl
risulta

A=A A=A
x0+70y€xo+VCU e L(xo—l—oy):)\.
|Ly| Ly

Questo prova (a) e proviamo 'equivalenza delle restanti affermazioni procedendo
ciclicamente.

(b) Essendo L continuo, ker(L) = L~1({0}) & un sottospazio chiuso di X.
(¢) Sia L # 0. Esiste allora zp € X tale che risulti Lxg # 0 e dunque esiste

un intorno V dell’origine di X che possiamo supporre bilanciato tale che risulti
(xo + V) Nker(L) = & (Teorema 4.5). Si ha quindi

L(zo +V) = Lxo+ L(V) Cc K\ {0}
per linearita e, poiché V' & bilanciato, dall’inclusione precedente segue che L(V')
deve essere limitato. Si ha infatti L(V) C K\ {Lzo} e, se fosse L(V) illimitato,

esisterebbe & € V per il quale si avrebbe |Lz| > |Lzg|. Essendo V bilanciato, posto
A = Lxg/Lz, si avrebbe Ax € V e L(Az) = Lxg e cid ¢ assurdo.
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(d) Sia V intorno dell’origine in X tale che risulti
sup{|Lx\ = V} < M.

Fissato ¢ > 0, 'insieme V; = (¢/M)V & un intorno di 0 in X (Proposizione 4.3) e
risulta

ze€V., = MzfceV = |L(Mz/e)<M = |Lz|<e.

Pertanto, L ¢ continuo in zg = 0 e quindi & continuo in X. 0

Spazi vettoriali topologici di dimensione finita. Esaminiamo in questa parte
gli spazi vettoriali topologici di dimensione finita sulla linea di quanto fatto in
precedenza per gli spazi normati di dimensione finita e proviamo in particolare
che, come nel caso degli spazi normati, ogni isomorfismo lineare di K" su uno
spazio vettoriale topologico X di dimensione n & un isomorfismo di spazi vettoriali
topologici.

TEOREMA 4.26. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K con dim X =n
e sia L € LK™, X) un isomorfismo lineare di K™ su X. Allora,

L € Iso(K", X).

DIMOSTRAZIONE. Sia {e1,...,e,} la base canonica di K" cosicché i vettori u,,
definiti da wu,, = Le,, (m =1,...,n) formano una base di X e risulta

LN = Mug + - 4+ Ny, A= Me, +-- 4\, e K™

Pertanto L risulta continuo per la continuita delle operazioni di spazio vettoriale
(Proposizione 4.3)

Resta da provare che anche L~! & continuo. Consideriamo a tal fine la sfera

S,={xeK": |A| =1}

di K™ di raggio r > 0 fissato. Poiché S, & un insieme compatto e L & continuo,
I'insieme K = L(S) & compatto in X. Inoltre, 0 ¢ K poiché L & iniettivo e
0 ¢ S,. Esiste allora un intorno bilanciato V,. dell’origine tale che V,N K = &
(Teorema 4.5) e quindi deve essere L~1(V,.) N S, = @. Poiché V,. & bilanciato e L
¢ lineare, anche L=*(V,.) ¢ bilanciato e quindi in particolare ¢ connesso. Poiché
L=Y(V,) contiene 'origine, deve essere contenuto nella componente connessa di
K™\ S, che contiene 'origine cioé nella palla aperta B,.(0). Abbiamo cosi provato
che risulta L=(V,.) C B,.(0) che equivale a V,. C L(B,(0)) poiché L & biettivo. Per
Iarbitrarieta di » > 0 questo prova che L™! & continuo in o = 0 e questo completa
la dimostrazione (Proposizione 4.22). O

Nei corollari seguenti sono riassunte le conseguenze di questo risultato. Omettiamo
le dimostrazioni quando ovvie.

COROLLARIO 4.27. Siano X e Y due spazi vettoriali topologici sul campo K con
dim X < +oc0. Allora,
(a) X é normabile;
(b) sedim X = dimY < +o0, gli spazi X eY sono isomorfi come spazi
vettoriali topologici;
(¢c) ogni operatore lineare T € L(X,Y) é continuo.

In particolare, se X ha dimensione finita esiste una norma che induce la topologia
di X e lo rende uno spazio di Banach e risulta £(X,Y) = L(X,Y).

COROLLARIO 4.28. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e sia Y C X
un sottospazio vettoriale con dimY < +oo. Allora,

dimY < +o0 — Y chiuso.
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DIMOSTRAZIONE. Sia dimY = n e sia T' € Iso(K",Y’) un isomorfismo di K" su
Y. Ragionando come nella seconda parte della dimostrazione di Teorema 4.26 si
determina un intorno V' dell’origine in X tale che risulti

T*(VNnY) c B1(0)

e non e restrittivo supporre che V sia aperto.
Consideriamo ora yg € cl(Y) fissato e proviamo che risulta yo € Y. Si ha yo € rV
per qualche r > 0 e proviamo che risulta yo € cl(Y N (rV)). Infatti, per ogni intorno
W di 0 in X linsieme (yo + W) N (V) & un intorno di yo in X cosicché risulta
(Yo +W)N(rV)NY # @ e da cio segue
(yo +W)N (Y N (rV)) # @.

Si ha allora

Y N (rV) cT(rB:(0)) C T(B,[0])
cosicché, essendo T'(B,[0]) un insieme compatto di X, esso & anche chiuso in X.
Risulta allora yo € cl(Y N (rV)) C T(B,[0]) e da T(B,[0]) CY segue yo € Y. O

A conclusione di questa parte individuiamo gli spazi vettoriali topologici localmente
compatti e quelli dotati della proprieta di Heine—Borel.

TEOREMA 4.29. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora, le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) X é localmente compatto;

(b) dim X < +o0.
DIMOSTRAZIONE. Occoprre provare solo che (a) implica (b).
Sia quindi X colalmente compatto e sia V un intorno dell’origine in X con cl(V)
compatta. Allora, V & limitato e quindi gli insiemi V/2* (k > 1) formano una base
d’intorni dell’origine in X (Teorema 4.16). Per compattezza esistono 1, ...,x, € X
tali che risulti

cd(V)yc (x1+V/2)U--- U (z, + V/2).
Sia Y = span({z1,...,z,}). Si ha dimY < n e quindi Y & un sottospazio chiuso di
X (Corollario 4.28).
Si ha allora V C Y 4 V/2 e quindi, essendo Y un sottospazio, risulta
Vi2c(Y+V/2)/2=Y+V/4
e da cio segue nuovamente
VCcY+V/2CcY+Y+V/4=Y +V/4
Iterando questo argomento si ricava che deve essere
Vc()(Y+Vv/2h.
E>1

Poiché gli insiemi V/2* formano una base d’intorni dell’origine in X, deve essere

V C cl(Y) (Proposizione 4.70 cosicché, essendo Y chiuso, risulta V' C Y. Essendo
V' assorbente, deve essere Y = X e questo prova ’asserto. O

COROLLARIO 4.30. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K tale che
e X ¢ localmente limitato;
e X ha la proprieta di Heine—Borel.

Allora, dim X < +oo0.

DIMOSTRAZIONE. Sia V' un intorno limitato dell’origine. Allora, cl(V') ¢ un intorno
compatto dell’origine (Proposizione 4.13—(c)) e quindi X ha dimensione finita per
il teorema precedente. O
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Spazi quasinormati. Una classe importante di spazi vettoriali topologici € costi-
tuita dagli spazi vettoriali in cui la disuguaglianza triangolare degli spazi normati
vale in forma piu debole.
Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Una funzione [-]: X — R con le seguenti
proprieta:

(QN1) [z]=0 <= =z=0;

(QN2) [Mz] = |\ [x] YAeKeVzeX;

(QN3) esiste K > 1 tale che [z +y] < K ([z] + [y]) Vz,y € X;

si dice quasinorma su X e il numero [z] si dice quasinorma del vettore x.

Anche in questo caso da queste proprieta si ricava che deve essere [x] > 0 per ogni
x € X e in particolare per K = 1 si ritrova la disuguaglianza triangolare e la nozione
di quasinorma si riduce alla norma.

Il minimo numero K > 1 per cui vale (QN3) si dice modulo di concavita di [-] e due
quasinorme sono equivalenti nello stesso senso in cui lo sono le norme.

DEFINIZIONE 4.31. Uno spazio vettoriale X sul campo K munito di una quasinorma
[]: X — R si dice spazio quasinormato sul campo K e si denota con (X, []). O

Nel seguito scriveremo brevemente X in luogo di (X, [-]) quando non sia necessa-
rio evidenziare la quasinorma [-] su X e, quando necessario, parleremo di spazio
quasinormato reale o complesso a seconda che sia K =R o K = C.

I principali esempi di spazi quasinormati sono gli spazi L, con 0 < p < 1 e gli spazi
L, deboli o spazi di Marcinkiewicz gia esaminati in precedenza (Sezioni 2.2 e 2.4).
Sia X uno spazio quasinormato sul campo K con quasinorma []. Gli insiemi

B.(zg) ={x e X: [t —xo] <r}, (zo€Xer>0)
si dicono quasipalle in X di centro x¢ € X e raggio r > 0. Denotiamo con
B({I?()) = {Br(xo) r > 0} y X € X,

la collezione delle quasipalle di centro z( e poniamo per brevita B, = B,.(0) (r > 0)
e By = B(0) quando xg = 0. Poiché si ha

Br/2K + Br/2K C By, r >0,

la collezione delle quasi palle By verifica le ipotesi di Teorema 4.9 e quindi le
quasipalle B, = x + By (x € X) sono basi di intorni® per una topologia 7 che rende
X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Tale topologia si dice indotta dalla
quasinorma e in tale topologia ogni quasipalla ¢ un insieme limitato. Possiamo
riassumere queste considerazioni nel teorema seguente.

TEOREMA 4.32. Sia X uno spazio quasinormato sul campo K. Allora, X é uno
spazio vettoriale topologico metrizzabile e localmente limitato.

Ogni spazio quasinormato ¢ quindi uno spazio topologico metrizabile con una
metrica invariante (Teorema 4.10) ed & possibile invertire affermazione precedente:
ogni spazio vettoriale topologico metrizzabile e localmente limitato ¢ uno spazio
quasinormato (Esercizio ?7).
In accordo con la terminologia gia introdotta, una successione {x, }, in uno spazio
quasinormato X verifica la condizione di Cauchy se per ogni £ > 0 esiste ng = ng(e)
tale che

n,m > ng - [T — x| <€
e lo spazio quasinormato x si dice completo se ogni successione che verifica la
condizione di Cauchy converge.

L Le quasipalle B-(x) non sono insiemi aperti se K > 1.
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Concludiamo questo breve esame degli spazi quasinormati provando che ogni spazio
quasinormato ammette una quasinorma equivalente una cui potenza di esponente
minore di uno verifica la disuguaglianza triangolare.

TEOREMA 4.33. Sia X uno spazio quasinormato sul campo K. Allora esistono una
quasinorma equivalente [-] e 0 < r <1 tale che

4y <[z]"+ ", =z,yeX.

DIMOSTRAZIONE. Sia [-]. la quasinorma di X e, senza perdita di generalita, sia
K > 1 il suo modulo di continuita. Sia 0 < r < 1 definito da 2'/" = 2K e sia [-] la
funzione definita da
1/r
[x] = inf Z[zh}: cr=x 4+, o, x € X.
1<h<k

Chiaramente risulta [x] = 0 se e solo se = 0 e [tz] = [t|[x] per ogni t € K e
x € X. Inoltre, dalla disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati p = 1/r e
q=1/(1 —r) risulta

(A+ B)l/r S 21/7"71 (Al/r +B1/r> ; A,B Z 0’

equidi perogniz =x1+ -2, e y =y1 + - - - + Yy risulta

1/r 1/r 1/r
[ +y] < (Z[mm]: +Z[yh]:> <ot/ (ZM:) + (Zw:)

m h

da cui segue
o+ y] <2V ]+ ), @y e X
Pertanto [-] & una quasinorma di X per la quale evidentemente risulta
[z +yl" <[] +[y]", zyeX

Poiché si ha evidentemente [z] < [z]. per ogni € X, per completare la dimostrazio-
ne resta da provare soltanto che per qualche ¢ > 0 risulta [z]. < ¢[z] per ogni x da
cui segue che [-] e []. sono quasinorme equivalenti. Proviamo a tal fine che risulta

1/r
() oy 4 ]y <AV <[$1]Z+~~+[$n11>
per ogni z,, € X (m=1,...,n) da cui segue [z] < 4'/"[z], per ogni z.
Per ogni 2 € X con x # 0, sia N(z) = 2//" dove j € Z & il numero intero

univocamente individuato da
o(i-1)/r 2], < 23/7
Si ha in particolare N(z) < 2/"[z], per x # 0 da cui segue

2! <N(~’C1)T +oe N(xn)r)l/r <4 ([zl]: Tt [In]:> v

per ogni scelta dei vettori x,, #0 (m =1,...,n) e conseguentemente per provare
(##x) ¢ sufficiente provare che risulti

1/r
(k) o+ oo <2 (NG 44 N )

per ogni z,, #0 (m=1,...,n).
Osserviamo ora che per 1,22 € X non nulli tali che N(z;) = N(zz) = 2//7 risulta

(21 + @) < K([z1]s + [22]4) < 2K20/7 = 20+D/7
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per la scelta di r e da cio segue
N(zy +x9) <2080/ — N(z +29)" <29 + 27 = N(x;)" 4 N(22)".
In conseguenza di ci0, per provare (s#s#kx), possiamo supporre che sia
N(z1) > N(x2) >---> N(x,) >0

con N(zx,,) = 2/m/" per ogni m e j,, interi tali che j, < jn_1 < --- < j1. Si ha

allora
N ()

N(Im_l)
per m = 2,...,n da cui segue
(] < N(zp) <27 D/"N(2y),

per m =1,...,n. Utilizzando ripetutamente la definizione di modulo di concavita
e la definizione di r risulta

< > K2 mUIN(2y) =2V N(er) Y 2™ < 2Y"N(a)

1<m<n 1<m<n

— 2(j7n_jm,7l)/r S 2_1/7'

da cui evidentemente segue (xk*%) e questo completa la dimostrazione. g

4.2. Spazi localmente convessi

Esaminiamo in questa sezione una classe particolare di spazi vettoriali topologici
in cui la topologia compatibile con le operazioni algebriche ¢ determinata da una
famiglia di funzioni che collettivamente svolgono il ruolo della norma degli spazi
normati. In questa classe di spazi rientrano pressoché tutti gli spazi vettoriali
topologici importanti dal punto di vista delle applicazioni e, come vedremo nella
sezione successiva, questi spazi ammettono funzionali lineari continui non banali in
grande quantita.

Seminorme. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K. Una funzione p: X — R
con le seguenti proprieta:
(SN1) p(Az) = |\ -p(x) YAeKeVzxe X, (omogeneita)
(SN2) p(x +y) <p(z) +ply) Vz,yeX; (subadditivita)
si dice seminorma su X e il numero p(x) si dice seminorma del vettore x.
Come per la norma, da (SN1) e (SN2) segue
e p(0) =0;
e p(x) > 0 per ogni x € X.
e Ip(z) — p(y)| < p(z —y) per ogni z,y € X;
e il nucleo di p definito da
ker(p) = {z € X : p(z) =0}
¢ un sottospazio di X.
Una seminorma p verifica dunque le stesse proprieta di una norma con 1’eccezione
della richiesta che p(x) = 0 implichi £ = 0 e una seminorma p su X ¢ una norma su
X se e solo se risulta
p(r)=0 = z=0.
Inoltre, una famiglia P di seminorme di X si dice separante se vale la seguente
proprieta:
reXex#0 = dpe P: p(z) #0.
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ESEMPIO 4.34. Sia U C RY™ un insieme aperto (non vuoto). Per ogni insieme
K C U (non vuoto) le funzioni

pr(u) =sup {|u(z)|: z € K}, ue CU),
pK7n(u)=sup{|8au(x)| cx e K ela Sn}, ue C®WU) (n>1),
sono seminorme su C(U) e C*°(U) rispettivamente. O

Le seminorme di uno spazio vettoriale sono naturalmente collegate agli insiemi
assorbenti e convessi e per illustrare questo legame & conveniente evidenziare le
seguenti proprieta di tali insiemi.

PROPOSIZIONE 4.35. Siano X wuno spazio vettoriale sul campo K e A C X un
insieme. Allora,
(a) se A é stellato ripetto all’origine risulta

0<s<t — SA C tA;

(b) se A ¢ assorbente e convesso, l’insieme
Hy(z)={t>0: zetA}, z € X,
e un intervallo illimitato superioremente.
L’implicazione (a) vale in particolare per tutti gli insiemi assorbenti e convessi e per
tutti gli insiemi bilanciati e I'insieme A di Esempio 4.1 mostra che (b) pud essere
falsa per un insieme assorbente non convesso.
DIMOSTRAZIONE. (a) Siano 0 < s < t. Si ha allora
s
x € sA = x/s€A = x/tz;(x/s)eA

poiché 0 < s/t < 1 e quindi risulta sA C tA.

(b) Per z = 0 risulta H4(0) = (0,400). Sia quindi « # 0. Essendo A assorbente e
convesso, A ¢ anche stellato rispetto all’origine. Quindi, risulta H4(z) # & e per
ogni s € Hy(x) et > ssihax e sACtAda cuisegue t € Hy(x). O

Motivati dalla proposizione precedente, ad ogni insieme assorbente e convesso A C X
associamo la funzione p4: X — [0, +00) definita da
pa(z) =inf {t >0: z € tA}, r € X,

che si dice funzionale di Minkowski o calibro di A.
Nella parte rimanente di questo paragrafo indaghiamo quali relazioni sussistono tra
seminorme e funzionali di Minkowski di insiemi assorbenti, bilanciati e convessi.

PROPOSIZIONE 4.36. Siano X uno spazio vettoriale sul campo K e p una seminorma
su X. Allora,

(a) Uinsieme B = {x € X : p(x) < 1} ¢ assorbente, bilanciato e convesso;
(b) p=us.
DIMOSTRAZIONE. (a) E chiaro che B & bilanciato e convesso. Sia quindi z € X e
sia t > p(z). Allora,
p(z/t) <1 = x/t € B = x €tB
e quindi B ¢ anche assorbente.

(b) Per x € X e t > p(x), risulta x € tB da cui segue pup(x) < p(z) e da cui segue
in particolare pup(x) = p(x) se p(x) = 0. Viceversa sia x € X con p(z) > 0. Allora,
si ha

0<t<p(x) = p(x/t) >1 = x ¢ tB.
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Poiché B & assorbente e convesso, deve essere up(x) > ¢ per ogni 0 < ¢t < p(z) e da
cio segue pp(z) > p(z). O

PROPOSIZIONE 4.37. Sia X uno spazio vettoriale sul campo K e siano A C X un
insieme assorbente e convesso e pa il funzionale di Minkowski di A. Allora,

(a) pa(z+y) < pa(x) + paly) per ogniz,y € X;
(b) pa(te) =tua(x) per ogniz e X et € R cont > 0;

(¢) se A bilanciato, pa € una seminorma su X.
Inoltre, gli insiemi
B:{J;:u,q(x)<1} e C:{x:/m(x)gl}
sono convessi e assorbenti e risulta B C A C C e ug = s = lic-

DIMOSTRAZIONE. (a) Dati z,y € X, siano s > pa(z) et > pa(y). Allora, z/s € A
e y/t € A cosicché, essendo A convesso, risulta

z+y=(s+t) %(w/s) (y/t)| € (s+t)A.

+t i

Risulta quindi pa(z +y) < s+t e da cid segue
pa(e +y) < pae) + paly)
per arbitrarieta di s > pa(z) e t > pa(y).
(b) Sia ¢t > 0 altrimenti la conclusione ¢ ovvia. Per ogni x € X risulta
s>palte) = tresA = xz€(s/t)A = pax) <s/t

e da tua(z) < s segue

tua(x) < pua(t)
per Parbitrarieta di s > p4(tz). Prendendo z/t in luogo di z risulta allora

pae) =t (§0a(@)) < tualo/0) < alo)

e questo completa la dimostrazione di (b).

(¢) Sia A bilanciato e proviamo 'omogeneita di p4 supponendo A # 0 altrimenti la
conclusione ¢ ovvia. Si ha

t
t> pa(Ax) = Az €tA = zEXA
e, essendo A bilanciato, si ha anche
t t t
re—-A = r € —A = pa(z) < —
A Al Al

cosicché, dall’arbitrarieta di ¢ > pa(Ax), segue

Apia(@) < pa(3a).
Ponendo Az in luogo di « e 1/X in luogo di A nella disuguaglianza precedente si
trova pa(Az) < |Mpa(z) e questo completa la dimostrazione di (c).

Gli insiemi B e C sono evidentemente assorbenti e convessi e, dato = € X, siano
Ha(z), Hp(z) e Ho(z) i corrispondenti intevalli (Proposizione 4.35—(b)). Se risulta
pa(zr) <1, deve essere 1 € Ha(x) ovvero z € A. Allo stesso modo, se z € A, deve
essere pa(x) < 1. Quindi, risulta

BcAcCC

che implica
Hp(z) C Ha(z) C He(x)
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per ogni x da cui segue
pe(z) < palz) < pp(w)
per ogni x.
Viceversa sia uc(z) < s < t. Risulta allora z/s € C che implica pa(z/s) <1e da
cio segue

pale/t) = pa ((s/0)(@/s)) = Zuale/s) < s/t.

Di conseguenza, si ha z/t € B da cui segue pp(z/t) < 1 ovvero up(z) < t. Dall’arbi-
trarieta di t > po(z) segue pc(x) > up(z) e questo conclude la dimostrazione. [

Spazi localmente convessi. Illustriamo in questa parte come definire una struttu-
ra di spazio vettoriale topologico che ammetta una base di intorni convessi dell’origine
a partire da una famiglia separante di seminorme.

A tal fine, dato uno spazio vettoriale X sul campo K, per ogni insieme finito di
seminorme p1,...,p, su X e per ogni corrispondente insieme di numeri positivi
€1,...,En > 0, poniamo

(%) V(D1y- D€l sEn) = {ac € X : pp(x) <ep perm= 1,...,n}
e per ogni famiglia separante P di seminorme di X denotiamo con

() Voz{VZV(pl,...,pn;sl,...,sn): pmGPeEm>0perm:1,...,n}

la collezione degli insiemi () al variare delle seminorme py, ..., p, € P e dei numeri
positivi e1,...,e, > 0 (n > 1). Tutti gli insiemi V' di Vy sono bilanciati, assorbenti
e convessi.

TEOREMA 4.38. Siano X wuno spazio vettoriale sul campo K e P una famiglia
separante di seminorme di X e sia Vo la famiglia di insiemi associata a P da ().

Allora,
(a) le famiglie di insiemi
Ve =1+, reX,
sono basi di intorni per una topologia T che rende X uno spazio vet-
toriale topologico;

(b) ogni intorno V € Vy ¢é aperto e ogni seminorma p € P ¢ continua.

Nelle ipotesi del teorema, la topologia T di X si dice generata dalla famiglia di
seminorme P. Gli insiemi aperti di tale topologia sono gli insiemi

U=J@i+v)

(z; € X e V; €V per ogni ¢ € I) che sono unione di traslati di insiemi della famiglia
Vo con [ insieme di cardinalita arbitraria e V) ¢ una base di intorni bilanciati,
assorbenti e convessi di X. Inoltre, per ogni intorno V' € V) e per ogni k > 1 esiste
V'’ € V, tale che risulti
Vit V' CcV
k volte
e ogni intorno V' € V), € aperto in X.

DIMOSTRAZIONE. (a) La famiglia di insiemi Vy verifica le ipotesi di Teorema 4.9.

(b) Per provare che ogni intorno V' € V), & aperto, ¢ sufficiente provare che & tale
ogni intorno V' (p;e) definito da (%) con p € P e ¢ > 0. Per ogni x € V(p;e), sia
N =& — p(x) > 0 e consideriamo I'intorno V (p;n,). Per ogni y € z + V(p;n,) si
ha allora p(y — z) < 1, da cui segue

p(y) <plx) +ply — ) <p(x) +n, = e
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Risulta dunque = + V(p;n,) C V(p;e) per ogni € V(p;e) e questo prova che
V(p;e) & aperto.
Per la provare continuita di p € P, supponiamo per fissare le idee che sia K = C, la
dimostrazione nel caso reale ¢ la stessa a meno delle ovvie modifiche formali.
Per ogni zg,x € X risulta |p(z) — p(xo)| < p(z — x9). Quindi, per ogni xg € X e
e > 0 fissati risulta

z0+V(p;e) Cp " (Be(plxo)))

e questo prova la continuita di p in zq. O
Il risultato appena dimostrato motiva la definizione seguente.

DEFINIZIONE 4.39. Uno spazio vettoriale topologico X sul campo K si dice

e spazio localmente convesso se la sua topologia e generata da una famiglia
separante di seminorme di X;

e spazio di Fréchet se € uno spazio localmente convesso, metrizzabile e
completo. 0

Ogni spazio normato & uno spazio localmente convesso con la topologia generata
dalla famiglia di seminorme formata dalla sola norma e allo stesso modo ogni spazio
di Banach ¢ uno spazio di Fréchet. Gli spazi di Fréchet sono la classe di spazi
localmente convessi pitt simile agli spazi di Banach.

Ogni spazio localmente convesso X sul campo K ¢ per definizione uno spazio vettoria-
le topologico sul campo K. Conseguentemente, per X valgono tutte le considerazioni
svolte nella sezione precedente ed inoltre alcune proprieta possono essere riformulate
in termini di seminorme anziché di intorni. Elenchiamo queste proprieta nelle
proposizioni seguenti omettendone la dimostrazione quando evidente.

PROPOSIZIONE 4.40. Siano X uno spazio localmente convesso sul campo K e P una
famiglia di seminorme che genera la topologia di X e sia B C X un insieme. Allora,
B limitato = sup p(x) < 400 VpeP.
zeEB
PROPOSIZIONE 4.41. Siano X uno spazio localmente convesso sul campo K e P una
famiglia di seminorme che genera la topologia di X e siano x, € X (n > 1) una

successione di vettori e x € X un vettore. Allora,
(a) lim x,==z — lim p(x, —2)=0 Vpe P;

n—+oo n—-+4o0o
Vpe P eVe>0 Ing=ng(p,e)>1:

b) {zn}n di Cauch
(b) {xn}tn di Cauchy — { p(zn — ) < e Vm,n > no;

Lo stesso vale evidentemente per le successioni generalizzate.

PROPOSIZIONE 4.42. Siano X uno spazio localmente convesso sul campo K e Y C X
un sottospazio vettoriale. Allora, Y ¢é uno spazio localmente convesso nella topologia
indotta da X.

Se P & una famiglia di seminorme che genera la topologia di X allora le restrizioni
a Y delle seminorme p € P generano la topologia indotta da X su Y.

La caratterizzazione degli spazi localmente convessi metrizzabili si riformula in
termini di seminorme nella maniera seguente.

TEOREMA 4.43. Sia X uno spazio localmente convesso sul campo K. Allora, le
affermazioni sequenti sono equivalenti:
(a) X é metrizzabile;
(b) la topologia di X é generata da una famiglia (al piu) numerabile di
seminorme P = {pp}n.
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In tal caso la metrica d di X puo essere scelta invariante e tale che le palle Bs = Bs(0)
(0 > 0) siano convesse.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia Vy la base d’intorni associata da () e (xx) ad una famiglia
separante di seminorme P che genera la topologia 7 di X e sia d la metrica che
induce 7. Allora, le palle aperte By, (0) (n > 1) sono una base d’intorni dell’origine
in X e quindi, per ogni n esiste un intorno V,, € Vy dell’origine tale che risulti

V. C Bl/n(O).

Ogni intorno V,, & assorbente, bilanciato e convesso e quindi il suo funzionale di
Minkowski

dn = Kv,
¢ una seminorma di X (Proposizione 4.37) per la quale risulta

Vign;1) CV,

per ogni n (Proposizione 4.37). La famiglia di seminorme @ = {¢,}, ¢ separante:
se x # 0, risulta o ¢ By /,,(0) per n opportuno cosicché si ha z ¢ V,, e da cio segue
gn(z) > 1. Denotiamo con 77 la topologia localmente convessa di X generata dalla
famiglia di seminorme @ e proviamo che risulta 7 = 7.

Sia U un insieme 7T —aperto e non vuoto. Dato z € U, l'insieme traslato U — z
¢ un insieme 7 —aperto contenente l'origine per I'invarianza per traslazioni di T
(Proposizione 4.3). Si ha allora By, (0) C U — x per n opportuno da cui segue

V(gn;1) C Vi, C Byyp(0) CU — .

Pertanto, z + V(gn;1) C U e quindi U & un 7'—intorno di z. Dall’arbitrarieta di
x € U segue che U ¢ T’ —aperto e questo prova che risulta 7 C T".
Viceversa si ha

NVo C Vign;e)
per ogni 0 < 7 < € e per ogni n (Proposizione 4.37). Poiché ogni insieme della forma
NV, € un 7 —intorno aperto dell’origine, gli insiemi

V(qnl,"'aanaela'",Ek)v

che al variare di ¢, € Q ecp >0 (h=1,...,k) formano una base di 7’ —intorni
dell’origine risultano essere dei 7 —intorni dell’origine. Dall’invarianza per traslazioni
di T e T’ si ricava come prima che ogni insieme 7' —aperto ¢ T —aperto e questo
conclude la dimostrazione di (a).

(b) Sia P = {p,}, una famiglia (al pitl) numerabile di seminorme che genera la
topologia di X e, con le notazioni di (x) e (xx), siano V,, gli intorni bilanciati e
convessi dell’origine definiti da

Vi =V(p1,...,pn; 1/27, ..., 1/2™), n>1.

La famiglia di intorni di Vo = {V;,},, cosi definita & una base d’intorni dell’origine
per la quale risulta

Vn+1 + Vn+1 C Vn
per ogni n. A partire da questo punto si procede esattamente come nella dimo-
strazione di Teorema 4.10 costruendo una metrica invariante e limitata d su X che
genera la topologia di X. In tale metrica le palle aperte con centro nell’origine sono
Bs=Xperd>1le

B(;:{xeX:p(x)<6}:U{A(r): reQueld<r<d},

per 0 < § <1 dove gli insiemi A(r) (r € Qq e 0 < r < 1) sono definiti come nella
dimostrazione di Teorema 4.10. Tali insiemi sono bilanciati, convessi e totalmente
ordinati per inclusione e quindi anche le palle aperte Bs(0) risultano avere le
medesime proprieta. O
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La costruzione della metrica d nel teorema precedente si semplifica notevolmente
se si rinuncia alla richiesta che le palle siano insiemi convessi come illustrato nel
risultato seguente.

COROLLARIO 4.44. Sia X uno spazio localmente convesso sul campo K e sia P =
{pn}n una famiglia (al pit) numerabile di seminorme di X che genera la topologia
di X. Allora, la funzione

1 pn(x_y)
d(w,y):Zﬁm, z,y €X,

n

e una metrica itnvariante su X che genera la topologia T di X.

DIMOSTRAZIONE. La funzione d ¢ ben definita poiché la serie a secondo membro
converge totalmente e da

t
e 0<s<t = 5 < —;
1+s 1+t
t t
e 5,t>0 = ot < °

T1sti 1+s 140

segue facilmente che d & una metrica invariante per traslazioni su X. Inoltre, dalla
continuita della somma, dalla continuita delle seminorme e dalla convergenza totale
della serie si ricava che la funzione d: X x X — [0,+00) ¢ (T x T)—continua e
quindi le palle

Br(;vo):{xeX: d(:v,xo)<7“}7 r>0, x9€X,

sono 7T —aperte. Quindi, denotata con Ty la topologia generata da d, risulta 74 C T .
Viceversa sia U un intorno 7 —aperto dell’origine. Allora, con le notazioni di (*) e
(x%), esiste
V=VPn,- sPnyi€Ls---En)

per p,, € P eecp > 0 opportuni (h =1,...,k) tale che risulti V C U. Sia r > 0.
Per ogni « € B,.(0) risulta

i pn(®)

27 14 pp(x)
per ogni n e quindi per r > 0 sufficientemente piccolo si ha

x € B.(0) = Dy () < €n h=1,...,k

da cui segue B,(0) C V per r > 0 sufficientemente piccolo. Per l'invarianza per
traslazioni di d si ha B,.(x) = x+ B,-(0) per ogni r > 0 e per ogni z e per I'invarianza
per traslazioni di 7 risulta allora 7 C 75 e questo completa la dimostrazione. [

A conclusione di questa parte caratterizziamo gli spazi localmente convessi tra gli
spazi vettoriali topologici in termini di basi d’intorni dell’orgine e gli spazi normabili
tra gli spazi localmente convessi.

TEOREMA 4.45. Sia X wuno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora, le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) X é uno spazio localmente convesso;

(b) esiste Vo base d’intorni bilanciati, assorbenti e convessi dell’origine.
Questo risultato motiva il nome dato agli spazi localmente convessi.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo solo che (b) implica (a) poiché laltra implicazione &
ovvia.
Sia Vy una base d’intorni dell’origine come in (b). Allora, il funzionale di Minkowski

pv(z) =pv(z), rEX,
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di un intorno dell’origineV € Vy & una seminorma di X (Proposizione 4.37). Sia
P ={py: V €V} la famiglia di tali seminorme e siano 7p la topologia localmente
convessa generata da P e T la topologia di X corrispondente alla base d’intorni V.
Da

Vipvil) CV
(Proposizione 4.37) segue 7 C Tp. Viceversa da

nV C V(pv;e)
per 0 < n < e (Proposizione 4.37) segue l'inclusione opposta Tp C T e questo
completa la dimostrazione. O

TEOREMA 4.46. Sia X uno spazio vettoriale topologico sul campo K. Allora, le
affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) X é normabile;

(b) esiste V' intorno dell’origine convesso e limitato.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia || - || la norma che genera la topologia 7 di X. Proviamo
che la palla

Bi(0)={zeX: |z <1}
che & un intorno 7 —aperto di 0 & limitata. Sia V' un intorno dell’origine in X
e supponiamo senza perdita di generalita che V sia anche bilanciato. Poiché la
topologia di X coincide con quella generata dalla norma, esiste r > 0 tale che risulti

B,(0)={zeX: |z]|<r}cV

da cui segue B1(0) C V/r. Posto allora s = s(V) = 1/r, per ogni ¢ > s risulta
B;1(0) C sV C tV poiché V & bilanciato. Pertanto B1(0) € un intorno limitato
dell’origine in X.

(b) Sia V intorno aperto e limitato dell’origine e supponiamo senza perdita di
generalita che V sia bilanciato e convesso. Allora, la funzione definita da

el = pv (@),  zeX,

dove py ¢ il funzionale di Minkowski di V' ¢ una seminorma su X (Proposizione 4.37)
e, poiché gli insiemi V/n (n > 1) costituiscono una base d’intorni di 0 (Teorema 4.16),
per ogni  # 0 si ha ¢ V/n per n > 1 opportuno cosicché risulta

2] = pv(z) = 1/n > 0.

Pertanto, || - || € una norma su X le cui palle denotiamo con B, (x) come al solito.
Si ha

B1(0)={z: py(z) <1} cV c{z: py(z) <1}
(Proposizione 4.37) da cui segue

B (0)=A{z: py(z)<ricrV c{z: py(z)<r}
per ogni r > 0 e cid implica

O<p<r = pV C{x: pyv(x) <p}={z: ||z|| < p} C B-(0).
Supponiamo ora di aver provato che risulti
(%) rV = U pV, r > 0.
0<p<r

Risulta allora rV = B, (0) cosicché, essendo {rV : r > 0} una base d’intorni dell’o-
rigine in X, dall’invarianza per traslazioni della topologia di X si conclude che la
topologia di X coincide con quella generata dalla norma.
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Resta quindi da provare soltanto (#*x*). Essendo V bilanciato, risulta pV' C rV per
0 < p < r da cui segue

U pV CrV.
0<p<r
Viceversa sia = € Vr. Poiché rV & aperto, dalla continuita di A € K — Az si deduce
Pesistenza di § > 0 tale che risulti Az € rV per ogni |\ — 1| < . In particolare, si
ha (1 + d)x € 7V cosicché, posto p=1r/(1+9),siha 0 <p<rex € pV e questo
conclude la dimostrazione di (sss). O

Esempi di spazi localmente convessi. Esaminiamo in questa parte alcuni
esempi di spazi localmente convessi che sono significativi per le applicazioni.

ESEMPIO 4.47. Sia € un aperto (non vuoto) di RY e sia K,, (n > 1) una esaustione

di compatti di Q (Teorema 1-2.194) ovvero una successione di insiemi compatti tali
che

o K, Cint(K, 1) per ogni n;
o ()= Un K,.

Per ogni n la funzione
pn(u) =sup {|u(z)| : z € K, }, u e C(),

& una seminorma su C(2) (Esempio 4.34) e la famiglia numerabile di seminorme
P = {p,}n € separante. Pertanto, C'({2) & uno spazio localmente convesso ed &
facile verificare che, se P’ = {p],},, & la famiglia di seminorme associata ad un’altra
esaustione compatta {K/ }, di , le topologie generate dalle famiglie di seminorme
P e P’ coincidono.

Dalla definizione delle seminorme p,, € chiaro che la convergenza di una successione
di funzioni in C(Q) & precisamente la convergenza uniforme sui compatti di Q della
successione di funzioni: se uy € C(2) (k > 1) & una successione di funzioni continue
eu € C(Q),si ha

lim wp,=uin C(Q) < lim w; = w uniformemente sui compatti di €.
k—+4o00 k—+o0

Inoltre, un insieme E C C'(2) risulta limitato in C(2) se e solo se E & un insieme
di funzioni continue uniformemente limitate sui compatti di €2: per ogni insieme
K C Q compatto esiste M = M(K) > 0 tale che

lu(z)| < M, reK, uek.

Proviamo che lo spazio localmente convesso C(£2) cosl definito ha le seguenti
proprieta:

(a) C(2) ¢ uno spazio di Fréchet;

(b) C(€2) non ¢ normabile.
(a) Poiché la famiglia di seminorme P che genera la topologia di C'(2) & numerabile,
lo spazio localmente convesso C'(§2) & metrizzabile.
Proviamo che C(£2) ¢ anche completo. A tal fine, siano u; € C(Q) (k > 1) gli

elementi di una successione di Cauchy in C(€2). Allora, per ogni £ > 0 e per ogni
n > 1 esiste un intero kg = ko(n,e) > 1 tale che risulti

h, k> ko — Pn(fur —up) <e.

Pertanto, la successioni di funzioni {uy}; ¢ uniformemente di Cauchy su ciascun
compatto K, cosicché esiste una funzione u, : K, — C continua su K, tale che

lim wup =u, uniformemente su K,.
k——+o0
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Da K,, C K, 41 segue U, = Up+1 su K, per ogni n cosicché la funzione u: 2 — C
definita da
u(x) = up (), x € Ky,

¢ ben definita. Inoltre, per ogni x € 2, esiste n tale che = € int(K,,) e quindi, da
u = Uy, su int(K,), segue che u & continua in = e quindi in  per Parbitrarieta di
x € . Pertanto, u € C(2) e da uy, — U, = u uniformemente su K, per ogni n per
k — 400 segue che uy — u per k — +oo in C(Q). Pertanto, C(2) ¢ completo e
quindi C(€2) & uno spazio di Fréchet.
(b) Poiché risulta p,, < p,+1 per ogni n, gli insiemi

Vo =V(pn,1/n) ={uec C(Q): po(u) <1/n}, n>1,

costituiscono una base d’intorni bilanciati, assorbenti e convessi di 0 in C().
Proviamo che nessun intorno W,, e limitato.
Fissato n, sia z¢g € Q\ K, e per ogni k > 1 sia u, € C(£2) una funzione continua
tale che

ug(rz) =0 sexc K

ug(xo) =k sex = xg.
Allora, uy € V,, per ogni k e, fissato

ng :min{m: Ty € Km},

risulta
Png (uk) >k
per ogni k. Pertanto V,, non & normabile. 0

ESEMPIO 4.48. Sia 2 un insieme aperto (non vuoto) del piano complesso C e sia
H(Q) = {u: Q@ — C olomorfa}

lo spazio vettoriale complesso delle funzioni olomorfe in €.

Identificando 2 con il corrispondente aperto di R?, lo spazio H({2) si identifica con
un sottospazio di C (). Poiché il limite di una successione di funzioni olomorfe di
H(Q) che convergono uniformemente sui compatti di € ¢ una funzione olomorfa in
Q, il sottospazio H(2) risulta essere un sottospazio chiuso di C(€2) e dunque uno
spazio di Fréchet nella topologia indotta da C().

Inoltre, H(2) ha la proprieta di Heine—Borel. Infatti, se E & un insieme chiuso e
limitato di H(), per ogni compatto K C Q esiste M = M(K) > 0 tale che

|f(z)| < M, re€K, ueeE,

e quindi le funzioni di E sono equilimitate sui compatti di €2. Per il teorema di Montel
(Teorema 14.6 in [54]), ogni successione {uy}r di funzioni di H(f2) equilimitate
sui compatti di € ha una sottosuccessione {ug, }, che converge uniformemente sui
compatti di  a una funzione v € H(Q2). Pertanto, la sottosuccessione {ug, }n
converge a u in H(2) e u € E poiché E ¢ chiuso.

Abbiamo cosi provato che E & compatto in H(2) e quindi H(Q2) ha la proprieta
di Heine—Borel e non puo essere uno spazio normato avendo dimensione infinita
(Corollario 1.25). O

ESEMPIO 4.49. Siano € un aperto (non vuoto) di R” e K,, (n > 1) una esaustione
di compatti di . Ogni funzione

pn(u):sup{|8au(x)| cx €Ky el gn}, u € C*(Q),
¢ una seminorma su C*(Q) e la famiglia numerabile di seminorme P = {p,}, €
separante. Pertanto, C*°(€2) ¢ uno spazio localmente convesso e, come nel caso

di C(Q), ¢ facile verificare che la topologia di C°°(£2) non dipende dalla scelta
dell’esaustione di compatti di .
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Dalla definizione delle seminorme p,, segue che la convergenza di una successione
di funzioni in C*°(2) & precisamente la convergenza uniforme sui compatti di €
delle successioni di funzioni e di tutte le derivate: se ux € C*>°() (k > 1) & una
successione di funzioni infinite volte differenziabili in Q e u € C*°(2), si ha

lim ur =u in C*°(£2)
k—+oo
se e solo se risulta
lim O,up = Jau uniformemente su K

k——4o00

per ogni compatto K C {2 compatto e per ogni multi-indice « € N™. Inoltre, un
insieme E C C°°(Q) risulta limitato in C(Q) se e solo se F & un insieme di funzioni
di classe C*° in  che sono uniformemente limitate sui compatti di Q: per ogni
insieme K C Q compatto e per ogni k > 1 esiste M = M(K) > 0 tale che

|D%u(z)| < M, €K, |a/<k, uekE.

Procedendo come nel caso di C(Q) si verifica che C*°(€2) & uno spazio di Fréchet
non normabile in quanto non ¢ localmente limitato.

Proviamo infine che C*°(2) ha la proprieta di Heine-Borel. A tal fine, sia E C C'*°(2)
un insieme chiuso e limitato cosicché si ha

pn(u) <M, uweE, n>0,

per opportune costanti M,, > 0 (n > 0). Consideriamo ora un multiindice @ € NV
e un insieme compatto K C € fissati. Per n tale che n > |a] +1 e K C int(K,)
risulta

|Om O u(z)| < M, zreK, m=1,...,N,
per ogni u € E. Pertanto, per ogni multi-indice a le funzioni dell’insieme

{8au: uEE}

sono equicontinue ed equilimitate su K. Pertanto, per il teorema di Ascoli-Arzela
(Teorema 2.13), per ogni successione di funzioni ux € E (k > 1) si determinano
una sottosuccessione uj, = ug, (h > 1) e una funzione continua uk o: K — K tale
che dyup — Uk o uniformemente su K per h — +oo. Con metodo diagonale si
determinano quindi un’unica sottosuccessione uy, = ug, (h > 1) e per ogni multi-
indice o un’unica funzione u, € C(Q) tale che risulti

lim Oauk, = ua uniformemente su K
h—+oco

per ogni compatto K di Q. Cio implica che esista u € C*°(2) tale che risulti
OaU = Ug, in

e per tale u risulta d,ug, — Oqu per h — +o00 uniformemente sui compatti di Q per
ogni multi-indice a.. Pertanto, la sottosuccessione {uy, }, converge a u in C*°(£2) e
u € E poiché E ¢ chiuso.

Abbiamo cosi provato che E ¢ compatto in C*(2) e quindi C*°(f2) ha la proprieta
di Heine—Borel. O
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4.3. Convessita e teorema di Hahn—Banach

Il ruolo della convessita negli spazi localmente convessi si manifesta essenzialmente
attraverso il teorema di Hahn-Banach che, come nel caso degli spazi normati,
permette di estendere i funzionali lineari continui definiti su sottospazi e, nella sua
forma geometrica, permette di separare gli insiemi convessi disgiunti.

In tutta questa parte denotiamo come al solito con X uno spazio vettoriale sul
campo K € {R,C} evidenziando di volta in volta, quando necessario, i risultati che
valgono per una scelta specifica del campo K.

Teorema di Hahn Banach. Presentiamo in questa parte il teorema di estensione
di Hahn—Banach nella versione per funzioni positivamente omogenee di grado uno e
subadditive.
TEOREMA 4.50 (H. Hahn-S. Banach). Sia X uno spazio vettoriale reale e siano

e p: X — [0,+00) una funzione tale che

pz+y) <plx)+ply) z,yeX;
p(tx) = tp(x) xeX et>0;
e My C X un sottospazio di X;
o Ly € L(My,R) un funzionale lineare tale che
Loz < p(z), x € M.
Allora, esiste un funzionale lineare L € L(X ,R) tale che
(a) Lx = Lox per ogni x € My;
(b) Lx < p(x) per ogni x € X.

La funzione p dell’enunciato & positivamente omogenea di grado uno e subadditiva.
In particolare risulta p(0) = 0.
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme M formato da tutte le coppie (M’, L')
con M’ sottospazio di X e L' € L(M’,R) funzionale lineare su M’ tali che

e M C M

o I/ =1LysuMye L'(z) < p(z) per ogni x € M’;
e muniamo l'insieme M dell’ordinamento parziale definito da

(M', L")y < (M",L") se M cM'eL =L"su M.

Per il teorema di massimalita di Hausdorff (Teorema I-1.5) esiste un sottoinsieme

totalmente ordinato M.x di M che ¢ massimale rispetto all’inclusione. Essendo
Mmax totalmente ordinato, I'insieme

M= J{M : (M',L') € Muax}
& un sottospazio di X contenente My e la funzione L: M — R definita da
Lx=Lz se (M',L") € Muyax ez € M’
¢ ben definita. Inoltre, per lo stesso motivo L ¢ un funzionale lineare e risulta
Lz < p(x), reM.

Per completare la dimostrazione resta solo da provare che risulta M = X. Sup-
poniamo per assurdo che risulti M # X e scegliamo quindi xg ¢ M. Risulta
allora
Lx+ Ly = L(z +y) < p(z+y) < p(z — o) + p(y + o)
da cui segue
A, = Lz — p(x — x0) < p(y +20) — Ly = B,



182 4. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI

per ogni x,y € M. Possiamo allora scegliere o € R in modo che si abbia
Sup{Am: xEM}Saginf{By: yEM}
cosicché risulta in particolare
Lz — a < p(x — x0) e Lz + a < p(x + zg)

per ogni € M. Mettendo ora x/t con x € M et > 0 al posto di z e t nelle due
disuguaglianze precedenti si ottiene

Lz — at < p(x — txg) e Lz + at < p(x + txo)
per ogni x € M et > 0 da cui segue infine
(%) Lz + at < p(z + txzo), reM, teR.
Consideriamo quindi il sottospazio M’ definito da
M' =span{M ,z¢} = M @ Rzo={x +tzg: v € M et eR}.

Ogni vettore 2’ € M’ ha cosl un’unica rappresentazione nella forma 2’ = x + txg
con z € M et € R. Definiamo allora L': M’ — R ponendo

L'x' = L'(x + tzg) = Lz + at, ¥ =x+trge M (t€R).
E chiaro che la funzione L' cosi definita & un funzionale lineare su M’ che verifica
L=LsuMe Lz <p(x) per ogni x € M’ per (x) ovvero risulta (M’, L") € M.
Se dunque fosse M # X, l'insieme M. U {(M’, L")} sarebbe un sottoinsieme
totalmente ordinato di M contenente M, in contraddizione con la massimalita di

M nax. Abbiamo cosi provato che risulta M = X e questo completa la dimostrazione
del teorema. 0

Nel caso di uno spazio vettoriale munito di una seminorma come conseguenza del
teorema di Hahn—Banch si ha il seguente risultato di estensione di funzionali lineari.

TEOREMA 4.51. Siano X uno spazio vettoriale sul campo K, p: X — [0, 4+00) una
seminorma su X, M un sottospazio di X e Lo € L(M,K) un funzionale lineare su
M tale che

|Lox| < p(z), x € M.
Allora, esiste un funzionale lineare L € L(X,K) tale che
(a) Lz = Lox per ogni x € M;
(b) |Lz| < p(x) per ogni x € X.
DiMOSTRAZIONE. Nel caso reale K = R la conclusione segue direttamente dal
teorema di Hahn—Banach (Teorema 4.50) in quanto si ha p(—x) = p(x) per ogni

reX.
Consideriamo quindi il caso complesso K = C e sia Ag = Re(Lg). Per ipotesi si ha

[Aoz| < |Lozx| < p(x), e M,

e quindi per il teorema di Hahn-Banach (Teorema 4.50) esiste un funzionale R -
lineare A € L(Xg,R) tale che risulti

Ax = Aoz, x e M;
|[Az| < p(z), z e X.

11 funzionale R - lineare A determina un funzionale C - lineare L € £(X¢, C) mediante
la formula

Lz = Az — iA(ix), x € X,
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(Proposizione 1.20) e dalla corrispondente formula che lega Ag e Lo su M si ricava
che risulta Lz = Loz per ogni x € M. Infine, per ogni x € X esiste A € C con
|A| = 1 tale che risulti |Lz| = ALz cosicché si ha

|Lz| = ALz = L(A\x) = A(A\z) < p(Az) = p(x)

e questo conclude la dimostrazione. O

Separazione di convessi. Il teorema di Hahn—Banach ha un’importante formu-
lazione geometrica in termini di separazione degli insiemi convessi e disgiunti di
uno spazio localmente convesso mediante funzionali (R —lineari) continui. Questo
risultato vale in particolare negli spazi normati. Consideriamo in questa parte uno
spazio normato X reale e denotiamo come al solito con || - || la relativa norma.

TEOREMA 4.52. Sia X wuno spazio localmente convesso reale e siano C; C X
(i =1,2) due insiemi convessi (non vuoti) tali che C; N Cy = &. Allora,

(a) se Cy ¢ aperto, esistono L € X* e ¢ € R tali che
Lr<c< Ly per ogni x € Cy ey € Co;

(b) se Cy & compatto e Cy ¢é chiuso, esistono L € X* ec; €R (i =1,2)
con ¢1 < co tali che

Lr <ci <co< Ly per ogni x € Cp ey € Cs.

Nella terminologia geometrica di iperpiani e semispazi, nel caso (a) i due insiemi
convessi e disgiunti sono contenuti nei due semispazi distinti — I’'uno aperto e ’altro
chiuso — individuati da un iperpiano chiuso e nel caso (b) sono contenuti in semispazi
disgiunti associati a iperpiani chiusi distinti. Nel primo caso si parla di separazione
debole degli insiemi convessi C e C e nell’altro caso di separazione forte degli stessi.

DIMOSTRAZIONE. (a) Siano zp € C1 e yg € Cs due vettori fissati e sia zg = yo—xg €
Cy — (1. L’insieme
V=C—-Co+2= U (Cr—y+ 7).
yeCs
& convesso e aperto poiché C1 é tale. Inoltre, V' contiene 'origine poiché zy € Cy —Cy
mentre zo ¢ V poiché altrimenti si avrebbe
20€V = zp=x—yt+zpconzeCieyeclCy = z=y
e cio non puo essere poiché Cy e Cs sono disgiunti.
Consideriamo quindi la funzione p: X — R definita come il funzionale di Minkowski
p(x) =pv(z)=inf{t >0: z€tV}, z € X,

di V. Essa verifica le ipotesi del teorema di Hahn—Banach e inoltre risulta p(zg) > 1
poiché zy ¢ V. Consideriamo quindi il sottospazio

M():{tZOI tE]R}
e il funzionale lineare Ly € L(Mj,R) definito da

Loz = Lo(tZo) =1, z=1zy € My (t S R)

Risulta allora Lo(tzg) =t < 0 per t < 0 e Lo(tzg) =t < tp(z0) = p(tzo) per t > 0
ovvero

Lo(2) < p(z2), z € My,
esiste un funzionale lineare L € £(X ,R) che estende Lg e che verifica Lz < p(x
per ogni x € X (Teorema 4.51). Da cio segue |Lz| < p(x) per ogni z € VN (=V) e
quindi risulta L € X* (Teorema 4.25).
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Infine, per ogni x € C1 ey € Cy, da x —y + 29 € V con V aperto segue che risulta
anche

tlz—y+z)=2—y+z2+Et-—1)(z—y+z2)eV
per t—1 < 0 sufficientemente piccolo in valore assoluto. Risulta allora p(x—y+2¢) < 1
per ogni x € C7 e y € Cy cosicché, essendo Lzg = 1, risulta

Lr—Ly=Lz—y)=Llx—y+2)—1<0, reCieyely.

Abbiamo cosi provato che gli insiemi L(C7) e L(C3) sono sottoinsiemi convessi
(intervalli) e disgiunti di R con L(C}) posto a sinistra di L(C3). Inoltre, L(Cy) &
aperto (Teorema 4.25) cosicché, scegliendo

c:sup{Lx: T € C’l}
si ha la tesi cercata.
(b) Sia V' un intorno aperto, convesso e simmetrico dell’origine tale che

(C1+V)NCy =0

(Teorema 4.5) cosicché I'insieme C7 4V & aperto, disgiunto da C5 e convesso. Infatti,
fissati due punti 2}, € Cy +V (i = 0,1), esistono x; € C tali che z; —z; € V per
i=0,1eperogni 0<t<1risulta txqy + (1 —t)zp € C1 e

tr] + (1 —t)zy = twy + (1 — t)wo + t(x] — 21) + (1 — t)(zy — z0) €
ey +tV—‘r(1—t)VCtl‘1+(1—t)l‘o+V.

Per (a) esistono allora un funzionale lineare limitato L € X* e un numero ¢z € R
tali che

Lz < ¢y < Ly, reCi+Veye (s
Poiché C e compatto con Cy C C; 4+ V, esiste ¢; < co tale che Lz < ¢; per ogni
x € (1 e questo completa la dimostrazione. O

Per illustrare la versione complessa del teorema di separazione dei convessi conviene
evidenziare che, quando X & uno spazio localmente convesso complesso, anche
il corrispondente spazio vettoriale reale Xy risulta essere uno spazio localmente
convesso reale con la stessa topologia e la relazione che intercorre tra i relativi duali
¢ illustrata nella proposizione seguente che va confrontata con Proposizione 1.20.

PROPOSIZIONE 4.53. Siano X uno spazio localmente convesso complesso e Xg il
corrispondente spazio localmente convesso reale e siano L € L(X,C) e A = Re(L).
Allora,

LeX = A e Xg.

Pertanto, come nel caso degli spazi normati, ogni elemento del duale X* di uno
spazio localmente convesso complesso X ¢ univocamente determinato dalla sua
parte reale che ¢ un elemento del duale Xy di Xg e viceversa ogni elemento di Xy
determina univocamente un elemento di X*.

DIMOSTRAZIONE. Si ha evidentemente |[Axz| < |Lz| per ogni x € X e quindi da
L € X* segue A € X} (Teorema 4.25).
Viceversa, sia A € X3 e sia V' un intorno di 0 in Xg tale che risulti
|Az| < M, eV,

per M > 0 opportuno (Teorema 4.25). Con le notazioni di (x*) della sezione
precedente, esiste W € W, intorno bilanciato di 0 in X tal che W C V e per ogni
x € W esiste A € C con |A| =1 tale che risulti |Lz| = A\Lx. Poiche \x € W C V, si
ha

|Lz| = ALz = L(A\x) = A(Az) < M

e questo conclude la dimostrazione (Teorema 4.25). O
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TEOREMA 4.54. Sia X uno spazio localmente convesso complesso e siano C; C X
(1 =1,2) due insiemi convessi (non vuoti) tali che C; N Cy = &. Allora,

(a) se Cy é aperto, esistono L € X* e ¢ € R tali che
Re(Lz) < ¢ < Re(Ly) per ogni x € Cy ey € Co;

(b) se C1 é compatto e Cy é chiuso, esistono L € X* ec; e R (i =1,2)
con ¢ < co tali che

Re(Lz) < ¢ < co < Re(Ly) per ogni x € Cy ey € Cs.

Se X & uno spazio normato complesso, la separazione di insiemi convessi disgiunti
avviene quindi tramite un iperpiano chiuso reale 7, = {z: Re(Lz) = u} (u € R)
poiche gli iperpiani chiusi complessi 7, = {z : Lz = z} (2 € C e u = Re(z)) sono
sottoinsiemi propri di 7, che, come nel caso degli spazi normati, non disconnettono
X (Proposizione 1.19).

DIMOSTRAZIONE. Sia Xg lo spazio normato reale corrispondente a X. Se C7 e Cs
sono insiemi non vuoti, convessi e disgiunti che verificano le ipotesi (a) o (b), esiste un
funzionale R —lineare continuo A € X} che li separa (Teorema 4.52). La conclusione
segue con L € X* definito da Lz = Ax —iA(ix) per € X (Proposizione 4.53). O

La proprieta di separazione dei convessi appena dimostrata permette di estendere al
caso degli spazi localmente convessi le note proprieta di estensione dei funzionali
lineari continui su spazi normati.

COROLLARIO 4.55. Sia X wuno spazio localmente convesso sul campo K. Allora, X*
separa i punti di X.

DIMOSTRAZIONE. Se z; € X (i = 1,2) con 1 # x2, la conclusione segue dai
risultati precedenti con C; = {z;}. O

COROLLARIO 4.56. Sia X wuno spazio localmente convesso sul campo K e siano
Mo C X un sottospazio, Ly € M§ un funzionale lineare continuo su My e xg € X
un punto. Allora,

(a) se xg ¢ cl(My), esiste L € X* tale che

Lx=0 sex € My
Lxg =1;

(b) esiste L € X* tale che
Lxg = Lz, x € My.

DIMOSTRAZIONE. (a) Posto C; = {z¢} e C2 = cl(My), esiste L € X* tale che
risulti

Re(Lzy) < Re(Lzx), x € M.
Poiché 0 € My, deve essere Re(Lzg) < 0 e quindi Re(L(My)) risulta essere un
sosttospazio proprio di R. Deve allora essere Re(Lz) = 0 per ogni x € My da
cui segue Lz = 0 per ogni x € My (Proposizione 1.20). Moltiplicando L per un
opportuna costante si ottiene che sia Lxg =1

(b) Supponiamo che Ly non sia identicamente nullo su M. Allora il nucleo
keI‘(Lo) = {I’ € Mo : LOI’ = O}

di Ly € un sottospazio proprio di My che e chiuso nella topologia indotta da X su
M. Sia quindi zg € My tale che Lo(zp) = 1. Essendo Ly continuo in My, il punto
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xo non appartiene alla chiusura di ker(Lg) in X. Per (a) esiste allora un funzionale
lineare continuo L € X* tale che

Lzy=1 e Lz = 0 per ogni x € ker(Ly).
Per ogni x € Mj si ha
x — (Lox)zo € ker(Lg)
e di conseguenza risulta
0= L(x — (Lox)xo) = Lz — LoxLxg = Lz — Lox.

Pertanto risulta Lx = Loz per ogni x € My e questo completa la dimostrazione. [

Esercizi

4.1. Siano X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e C' C X un insieme
convesso. Provate che cl(C) e int(C') sono convessi.

4.2. Siano X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e Y un sottospazio di
X. Provate che Y = {0}.

4.3. Siano X uno spazio vettoriale topologico sul campo K e E, F' C X due insiemi
limitati. Provate che E + F e AE (A € K) sono insiemi limitati.



CAPITOLO 5

Topologie deboli

Una limitazione alle applicazioni della teoria degli spazi di Banach e di Hilbert e delle
operazioni lineari tra di essi alla risoluzione di problemi di analisi ha origine nella
stessa ricchezza della topologia degli spazi normati di dimensione infinita. Da cio
deriva che solo insiemi relativamente piccoli nel senso di essere privi di punti interni
possono essere compatti (Corollario 1.25). Ci proponiamo in questo capitolo di
introdurre negli spazi normati e nei relativi duali delle strutture di spazi localmente
convessi nelle quali il problema della scarsita di insiemi compatti puo trovare una
parziale soluzione.

Come in precedenza, in tutto questo capitolo denoteremo con K € {R, C} il campo
dei numeri complessi o reali.

5.1. Topologie deboli

La nozione di topologia su uno spazio vettoriale definita mediante una famiglia
di seminorme consente di munire ogni spazio normato di una struttura di spazio
localmente convesso in cui la topologia ¢ definita mediante i funzionali lineari del
duale. Questa topologia prende il nome di topologia debole e, come suggerisce il nome,
risulta piu debole della topologia normata originale. In conseguenza di cio, essa
possiede migliori proprieta di compattezza pur lasciando inalterati i funzionali lineari
continui del duale dello spazio normato originale. Analogamente, sul duale di uno
spazio normato ¢ possibile definire una struttura di spazio localmente convesso la cui
topologia prende il nome di topologia debole*. Nella topologia debole* la convergenza
delle successioni di funzionali lineari equivale alla convergenza puntuale e, come
vedremo nella sezione successiva, questa topologia gode di eccellenti proprieta di
compattezza. La topologia debole di uno sopazio normato di dimensione infinita
non € mai metrizzabile e lo stesso vale per la topologia debole* del duale di uno
spazio di Banach di dimensione infinita.

Introduciamo in questa sezione queste topologie e ne esaminiamo le principali
proprieta con particolare riguardo alla compattezza e alle relazioni tra topologia
debole e topologia debole* del biduale di uno spazio di Banach riflessivo.
Denotiamo in tutta questa sezione con X uno spazio normato o di Banach sul campo
K € {R,C}, con || - || la sua norma e con 7 la relativa topologia. Denotiamo inoltre
con X* il duale di X, con lo stesso simbolo || - || la norma di X* e con 7* la topologia
di X*. Utilizziamo altresi per gli elementi del duale X* e per la loro azione sugli
elementi di X le notazioni gia introdotte in Sezione 1.4.

Topologia debole. Per ogni funzionale lineare continuo z* € X*, la funzione
pz*($):|<l‘*,$>|, re X,

¢ una seminorma su X e la famiglia di seminorme P = {p,« : * € X*} & separante
per il teorema di Hahn-Banach (Corollario 1.46).

DEFINIZIONE 5.1. Sia X uno spazio normato sul campo K. La topologia localmente
convessa T, su X generata dalla famiglia separante di seminorme P si dice topologia
debole di X. g

187
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Lo spazio localmente convesso (X, 7,,) si denota brevemente con X,,.
Una base di intorni bilanciati e convessi dell’origine in X,, € quindi data dagli insiemi
della forma (x) di Sezione 4.2 che denotiamo per brevita con

V=V(t,....,a}e1,....en) ={z € X: [(z},,2)| <emperm=1,...,n}

al variare di z7,...,25 € X* ediey,...,en >0 (n > 1).

Nel seguito utilizzeremo espressioni autoesplicative come w —intorno e w —chiusura,
insieme debolmente aperto, debolmente chiuso o debolmente compatto, funzione
debolmente continua e cosi via per distinguere proprieta topologiche di insiemi e
funzioni che sono riferite alla topologia debole dalle corrispondenti affermazioni
riferite alla topologia normata originale dello spazio.

Il risultato seguente identifica la topologia debole di uno spazio normato X con la
topologia inversa su X generata dal duale X* di X.

TEOREMA 5.2. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano T la topologia su X
indotta dalla norma e T, la topologia debole di X. Allora,

(a) 1w € la topologia inversa su X generata da K e dai funzionali lineari
di X*;
(b) 7w C 7T e (Xy)* = X"

La topologia debole dello spazio normato X ¢ quindi la piu debole topologia di X che
rende continui tutti gli elementi del duale X* di X ed e pitt debole della topologia
normata di X. Inoltre, il duale di X,, come spazio localmente convesso coincide con
il duale X* di X come spazio normato e da cio segue che risulta (X,,),, = X, con
ovvio significato dei simboli®.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia 7x- la topologia inversa su X generata da K e dai
funzionali lineari continui di X* ovvero la piu debole topologia su X che rende
continui gli elementi del duale X* di X (Sezione 1-2.2). Una base di intorni di
xg € X per 7x~ & data dagli insiemi

W (@], o @hi €1, En) =
={zeX:|(a},,x) = (z},,70)| <emperm=1,...,n}
al variare di z7,...,z} € X* ediey,...,en >0 conn > 1 (Teorema [-2.33 - (b)).
Risulta evidentemente
{zeX: [(&,,2)— (z},,x0)| <emperm=1,...,n} =
:{xGX: Pax (T —20) < Em permzl,...,n}
per ogni m e da cio segue
W (@], sxhie1, o en) =20+ V(x], ..., 205 €1,...,6n)
per ogni z7,...,2; € X" eey,...,6, > 0 con n > 1. Poiché gli insiemi a destra
al variare di z7,...,2; € X* edi€y,...,e, > 0 en > 1 costituiscono a loro volta

una base di intorni di zg nella topologia debole 7, di X, risulta 7x+ = 7, € questo
prova l'asserto.

(b) Per la topologia normata 7 di X tutti gli elementi del duale X* sono continui
e quindi per (a) risulta 7, = 7x+ C 7. Per lo stesso motivo risulta X* C (X,,)* e
viceversa ogni elemento L € (X,,)* € un funzionale lineare 7, —continuo e quindi

1 Lo spazio localmente convesso X,, non ¢ mai uno spazio normato a meno che X abbia
dimensione finita (Teorema 5.3) e quindi non potremmo parlare di topologia debole di X, secondo
la definizione data sopra. Tuttavia, un attimo di riflessione mostra che la definizione di topologia
debole puo essere estesa senza modifiche a tutti gli spazi localmente convessi.
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anche 7—continuo poiché risulta 7, C 7. Quindi, L € X* e questo completa la
dimostrazione. O

Esaminiamo ora piu in dettaglio le relazioni che intercorrono tra X come spazio
normato e X, con la topologia debole. Il risultato seguente mostra che X e X,
sono molto diversi quando X ha dimensione infinita.

TEOREMA 5.3. Sia X uno spazio normato sul campo K con dim X = +o00. Allora,

(a) ogniintorno U dell’origine in X,, contiene un sottospazio di dimensione
infinita;
(b) X non é metrizzabile.
In particolare, se X ha dimensione infinita, nessun intorno dell’origine in X,, puo

essere debolmente limitato né limitato in norma e la topologia debole di X non e
mai metrizzabile ed ¢ quindi strettamente pitt debole della topologia normata.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia U un intorno di 0 in X, cosicché risulta V' C U con
V=V, ...,x);€1,...,En)
per =), € X* e gy, > 0 opportuni (m =1,...,n). Sia T € L(X,K") Poperatore
lineare definito da
Tx = ((a],2z),...,(x), ), re X,

e, per ogni k > 1, siano X}, un sottospazio di X con dim(Xy) =k e Ty, € L(X,K")
la restrizione di 7' a X}. Posto N = ker(T'), risulta ker(7}) C N per ogni k. Si ha
allora

k = dim(X}) = dim(ker(Ty)) + dim(im(7y)) < dim N +n
per ogni k e quindi deve essere dim N = 4+o00. Da N C V segue 'asserto.

(b) Proviamo equivalentemente che, se X,, ¢ metrizzabile, deve essere dim X < +oo0.
Supponiamo quindi che d sia una metrica su X che induce la topologia debole 7, di
X cosicché le palle

Bik(0) ={z € X : d(z,0) < 1/k}, kE>1,

sono una base di intorni di 0 in X,,. Pertanto, per ogni k > 1 esistono un insieme
finito di funzionali lineari Ay C X* e un numero positivo g, > 0 tali che risulti

Vi ={z € X : |(z*,z)| < e per ogni z* € Ay} C By (0)
per ogni k. Consideriamo ora l'insieme (al pit1) numerabile
A=J A
E>1
e proviamo che risulta span(A) = X*. A tal fine, sia af € X* fissato. Allora,
I'insieme
V=Vl ={zeX: |(z},z)| <1}

¢ un intorno dell’origine in X, e quindi si ha Vi, C By /;,(0) C V per k > 1 opportuno.
Per ogni
(%) x € ﬂ {ker(z*) : o* € A}
si ha allora

(x*, Az) =0, AeK, z¥e Ay,
e quindi risulta Az € V;, C V per ogni A € K. Conseguentemente risulta

(x5, Az)| < 1, AeK,
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per ogni x tale che valga (). Abbiamo cosi provato che risulta
ﬂ {ker(z*) : o € Ay} C ker(zg)

e da cio segue z§ € span(A) (Lemma 1.49).

Poiché X* & uno spazio di Banach, A deve essere finito per il teorema di Baire
(Esercizio 1.2) e quindi X* deve essere uno spazio di Banach di dimensione finita.
Lo stesso vale allora per il biduale X** e quindi anche X deve avere dimensione
finita essendo isomorfo come spazio vettoriale ad un sottospazio di X**. O

COROLLARIO 5.4. Sia X wuno spazio normato sul campo K. Allora,
X =Xy — dim X < +o0.

DIMOSTRAZIONE. Se X = X, allora X,, ha un intorno dell’origine limitato in
norma e quindi deve essere dim X < 400 (Teorema 5.3).

Viceversa, se dim X < 400, l'identita idx € £(X, X,,) come isomorfismo di spazi
vettoriali di dimensione finita & anche un isomorfismo di spazi vettoriali topologici
(Corollario 4.27) e questo prova la tesi. O

Per tutti gli spazi normati di dimensione infinita la topologia debole & dunque
strettamente pitt debole della topologia normata originale e la chiusura debole di
un insieme puo essere molto pitl grande della chiusura nella norma come risulta
dall’esempio seguente.

EseEMPIO 5.5. Sia X uno spazio normato sul campo K con dim X = 40 e sia
S={zeX: |z||=1}

la sfera unitaria. Allora, la chiusura di S in X, coincide con la palla chiusa di raggio
unitario B di X ovvero risulta

cdw(S)=B={zeX: |z| <1}.
Per il teorema di Hahn—Banach risulta
B = ﬂ {z: [(z%2)] < 1}.
fl*||=1

Pertanto, la palla B ¢ chiusa in X,, e contiene S e dunque risulta cl,,(S) C B.
Viceversa, dati un qualunque punto xg € X con ||zg]| < 1 e un generico intorno V
dell’origine in X, della forma

V=V, ...,x);€1,.-.,En)

(x;, € X* e ey > 0 per m = 1,...,n) proviamo che risulta (zo + V) NS # @.
Consideriamo a tal fine il sottospazio N definito da

N =ker(z]) N--- Nker(z),).
Chiaramente risulta N C V e, procedendo come in Teorema 5.3—(a), si prova che N

ha dimensione infinita cosicché esiste almeno un vettore yo € N con yy # 0. Allora,
la funzione ¢: R — R definita da

o(t) = lzo +tyoll,  tER,
¢ continua e tale che
p0) =zl <1 e lim p(t) = +oo

cosicché si ha ¢(tg) = 1 per tg > 0 opportuno. Per tale t( risulta allora zq +toyo € S
e g+ toyo € xo + N C zg + V da cui segue (xg + V)N S # &. Dall’arbitrarieta di
xo e V segue B C cl,(S) e questo prova lasserto. O
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Esaminiamo ora quali forme assumono le nozioni di limitatezza e convergenza di
successioni nella topologia debole.

Sia X uno spazio normato X sul campo K. Un insieme B C X e limitato in X,
ovvero debolmente limitato in X se risulta

sup {|(z*,2)| : @ € B} < +o0, xre X*,

(Proposizione 4.40). Poiché la topologia debole di X,, & piu debole della topologia
normata di X, ogni insieme B C X limitato in norma ¢ anche debolmente limitato
e dal principio di uniforme limitatezza si ricava I’equivalenza tra le due nozioni.

TEOREMA 5.6. Siano X wuno spazio normato sul campo K e B C X un insieme.
Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) B é limitato in norma;
(b) B ¢ debolmente limitato.

In particolare, ogni insieme debolmente compatto ¢ limitato in norma.

DiMOSTRAZIONE. E sufficiente provare che ogni insieme debolmente limitato e
limitato in norma.
Sia B un insieme debolmente limitato. Per definizione, per ogni z* € X* risulta

sup {|(z%,2)| : « € B} < +o0.

Denotata con J: X — X** 'immmersione canonica di X nel suo biduale, i funzionali
lineari di J(B) risultano puntualmente limitati su X* cosicché si ha ||Jz| < M per
ogni x € B per M > 0 opportuno per il teorema di Banach—Steinhaus (Teorema 1.50).
Essendo J un’isometria, si ha

of| = [|Jz[| < M,  x € B,
e questo completa la dimostrazione. O

Sia X uno spazio normato X sul campo K. Una successione {zy}; di elementi di X
converge a x € X in X,, ovvero converge debolmente a x € X se risulta

lim (z*, z) = (2% z), zre X",
k——+oo

(Proposizione 4.41) nel qual caso scriveremo z — x in X, per k — 400 ovvero

lim z, ==z in X,.
k——+oo

Poiché la topologia debole di X,, & piu debole della topologia normata di X, ogni
successione {x}r che converge a x nello spazio normato X converge allo stesso
limite anche nella topologia debole cioe si ha

rrp — xin X per k — +o0 = rr — x in X, per k — 4o00.
L’implicazione opposta € in genere falsa come provano gli esempi seguentiQ.
ESEMPIO 5.7. (a) Sia ey € ¢o (k > 1) la successione definita da

w=y Tih ke
Poiché si ha ¢ =/¢; e

(y,x)zZy(n)x(n), T Ecyey € ly,

2 Tuttavia per le successioni di alcuni spazi di Banach la convergenza debole e la convergenza
in norma coincidono (Teorema 5.14).
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(Esercizio 1.16), risulta

lim (y,ex) = lim y(k) =0, y €y,

k— 400 k—4o0
e quindi si ha e — 0 debolmente in ¢y per k — 400 ma la successione {e };, non
converge in ¢y poiché si ha |lex — ep|l, = 1 per h # k.
(b) Siano H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e {u,}, un insieme
ortonormale di H. Si ha allora

lim (u,|z) = lim &(n) =0, reH,
n——+o00 n——+oo

(Teorema 3.16) e quindi u, — 0 debolmente in H per n — +o0o ma la successione
{un}n non converge in H poiché si ha ||u, — un|| = v/2 per m # n. O

Dall’equivalenza di limitatezza debole e limitatezza in norma (Teorema 5.6) segue la
limitatezza in norma delle successioni debolmente convergenti. Diamo di cio un’altra
dimostrazione basata direttamente sul principio di uniforme limitatezza.

TEOREMA 5.8. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano x, € X (k> 1) e
x € X wvettori tali che

lim zp==x n Xy-
k—+o0
Allora,
sup ||zx||x < +o0 e |lz|| <liminf ||zg].
k k——+oo

In particolare, la norma z € X, — |z|| € [0,400) & una funzione sequenzial-
mente debolmente semicontinua inferiormente che non ¢ in genere debolmente
sequenzialmente continua (Esempio 5.7 e Teorema 5.14).

DIMOSTRAZIONE. Sia J: X — X** I'immersione canonica di X nel biduale X**. Si
ha Jz — Jx puntualmente in X* per k — +oo per ipotesi e la conclusione segue
da Corollario 1.51 essendo J un’isometria di X in X**. O

Analogamente, una successione di elementi x € X (k > 1) verifica la condizione
di Cauchy in X,, ovvero e debolmente di Cauchy in X se per ogni € > 0 e per ogni
x* € X* esiste kg = ko(z*,¢) > 1 tale che

k>h> ko = [(@* xp —xp)| < e

(Proposizione 4.41). Come accade per la convergenza debole, ogni successione
{z1}k che verifica la condizione di Cauchy nello spazio normato X verifica anche la
condizione di Cauchy in X, e non vale il viceversa. Ogni successione debolmente
convergente in X & debolmente di Cauchy in X e ogni successione debolmente di
Cauchy in X ¢ limitata in norma (Teoremi 4.20 e 5.6). Lo spazio normato X si dice
debolmente (sequenzialmente) completo se ogni successione debolmente di Cauchy
in X converge debolmente ad un elemento di X. Ogni spazio di Banach riflessivo
& sequenzialmente completo mentre spazi di Banach non riflessivi possono essere
debolmente sequenzialmente completi oppure no (Esercizio 5.4).

Definizioni e considerazioni analoghe si ripetono per le successioni generalizzate
per le quali valgono i risultati di Sezione 4.1. In particolare, uno spazio normato
X in cui tutte le successioni generalizzate debolmente di Cauchy sono debolmente
convergenti si dice debolmente completo. Il teorema seguente mostra che solo gli
spazi di dimensione finita possono essere debolmente completi

TEOREMA 5.9. Sia X uno spazio normato sul campo K. Allora, le affermazioni
sequenti sono equivalenti:

(a) X é debolmente completo;
(b) dim X < 4o0.
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DIMOSTRAZIONE. (a) Sia X debolmente completo e sia L: X* — K un funzionale
lineare sul duale di X. Per ogni insieme finito A = {z7,...,2%} C X*, la restrizione
di L a span (A) é limitata (Corollario 1.22) e, denotata con M = ||L||s la norma di
tale restrizione, risulta

[AMLay 4 - AnLay || < MMzt + -+ + Ay |
per ogni Aq,..., A, € K. Per il teorema di Helly (Teorema 1.48) esiste allora x5 € X
tale che
(xr,xp) = Ly, m=1,...,n.

La successione generalizzata {x}a cosi definita sull’insieme filtrante degli insiemi
finiti A di X* & debolmente di Cauchy in X poiche per ogni z* € X* fissato la
successione generalizzata {(z*, z5)}a ¢ definitivamente costante: per ogni 2* € X*
risulta
A C X finitoe 2" € A = (x*,zp) = La*.
Essendo X debolmente completo, per z € X opportuno si ha
lim {(z%,zA) = (", x), xre X*,
A ﬁnito< A> < >
e quindi, per ogni z* € X* fissato e per ogni € > 0, per un opportuno insieme finito
Ag = Ap(e) C X* risulta

({27 xp) = (@5 2)[ < ¢

A C X* finitoe AgU {z*} C A = " N
(x*,zp) = La*.

Essendo € > 0 arbitrario, si ha (z* z) = Lz* per ogni z* ovvero L = Jx e cid prova
che L & continuo.

Abbiamo cosi provato che, se X & debolmente completo, ogni funzionale lineare sul
duale di X ¢ limitato. Questo implica che X* abbia dimensione finita (Esempio 1.11)
e cio a sua volta implica lo stesso per X.

(b) Se X ha dimensione finita, risulta X = X,, (Corollario 5.4) con X completo
(Corollario 1.22) e dall’equivalenza di completezza e completezza sequenziale per gli
spazi metrici segue (a). O

Benché in uno spazio normato di dimensione infinita la topologia debole sia stretta-
mente piu debole della topologia normata, la chiusura debole di un insieme convesso
coincide con la sua chiusura nella topologia della norma.

TEOREMA 5.10 (B. Mazur). Sia X uno spazio normato sul campo K e sia E C X
un insieme convesso. Allora, si ha

cly(E) = cl(E).

Conseguentemente, un insieme convesso E ¢ chiuso (denso) in X se e solo se & chiuso
(denso) in X,,. In particolare, queste equivalenze valgono per i sottospazi di X.

DIMOSTRAZIONE. La chiusura debole cl, (E) & debolmente chiusa e quindi ¢ chiusa
per la topologia della norma cosicché risulta

cl(E) C cly(E).

Viceversa sia 2o € X un punto tale che zo ¢ cl(E). Gli insiemi {z¢} e cl(E) sono
due insiemi convessi (Esercizio 4.1) e disgiunti e sono inoltre I'uno compatto e 'altro
chiuso in X. Per il teorema di separazione dei convessi (Teorema 4.54) esistono un
funzionale lineare continuo z* € X* e un numero ¢t € R per i quali risulta

Re({z*, o)) < t < Re({z", x)), x € cl(E).
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Pertanto, l'insieme {z € X : Re((z* z)) <t} & un intorno di =y in X,, che non
interseca cl(E) e quindi neppure E. Di conseguenza zq ¢ cl,,(F) e da questo segue

cly(E) C cl(E)
e questo completa la dimostrazione. O

Il teorema di Mazur assicura che la chiusura debole di un insieme convesso coincide
con la chiusura nella norma mentre nel caso di insiemi non convessi in uno spazio
normato di dimensione infinita la chiusura debole puo essere molto piu grande della
chiusura nella norma (Esempio 5.5).

COROLLARIO 5.11. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano {xy}i una
successione in X e x € X tali che x, — © in Xy, per k — +o0o. Allora, esiste una
successione {y;}; in X con le sequenti proprieta:

o y; € co{xr}w) per ogni j;
e y; = x per j — +oo in X.

DIMOSTRAZIONE. Sia C = co({zy}x) I'inviluppo convesso della successione {xy,}.
Allora, z € cl,,(C) e da cl, (C) = cl(C) (Teorema 5.10) segue che z ¢ il limite in X
di una successione {y;}; di elementi di C. O

L’esempio seguente illustra la portata del risultato precedente.

ESEMPIO 5.12. Sia K uno spazio topologico di Hausdorff compatto e siano f; :K—K
(k>1)e f: K — K funzioni continue tali che

o |fu(z)]<1lperognize Kek>1;
e f1. — f puntualmente su K per k — +oc.

Lo spazio C(K) delle funzioni continue su K munito della norma dell’estremo
superiore ¢ uno spazio di Banach e la convergenza nella norma di C'(K) coincide
con la convergenza uniforme su K. Inoltre, per il teorema di rappresentazione di
Riesz (Teorema 2.16), il duale di C(K) si identifica con lo spazio di Banach M(K)
delle misure di Radon reali o complesse su K.

Nelle ipotesi fatte sulle funzioni fj e su f, per il teorema di convergenza dominata

si ha allora
kgrfoo/kadu = /deu

per ogni misura di Borel reale o complessa pu su K e quindi f; — f debolmente
in C(K) per k — +oo. Per il teorema di Mazur esiste quindi una successione di
combinazioni convesse delle funzioni fj che convergono uniformemente a f. O

Concludiamo questo rapido esame della topologia debole osservando che la topologia
debole di uno spazio normato ¢ ereditata dai sottospazi nel senso illustrato dal
risultato seguente.

PROPOSIZIONE 5.13. Siano X uno spazio normato sul campo K e Y un sottospazio
di X. Allora, Y, = X, NY.

Nell’enunciato precedente, Y,, denota lo spazio vettoriale Y munito della topologia
debole di Y mentre Y N X,, denota lo spazio vettoriale Y munito della topologia
indotta dalla topologia debole di X.

DiMOSTRAZIONE. Nelle notazioni di (xx) di Sezione 4.2 le basi di intorni dell’origine
Vx e Vy di X, e Yy, sono formate dagli insiemi

Vx ={zeX: |(z},,x)] <emperm=1,...,n}
Vw={yeY: [(yn,y)l <emperm=1,...,n}
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al variare di z),, € X*, yr € Y*edie,, >0perm=1,...,n.
Per ogni elemento Vx della base Vx risulta

VxNY ={yeY: [(z},y)| <emperm=1,....n}

e quindi, posto y;,, = (z},,)}y, si ha y;,, € Y* e VxNY = Vy. Abbiamo cosi provato
che risulta VxNY C Vy.

Viceversa, ogni elemento ¥y} € Y* del duale di Y si estende ad un elemento z,
del duale di X per il teorema di Hahn-Banach (Teorema 1.44). Ogni intorno Vy
della base Vy & quindi della forma Vy = Vx NY per Vx € Vx opportuno cosicché
Vy C Vx NY e questo conclude la dimostrazione. O

Quando convergenza debole implica convergenza in norma? Quando una
successione debolmente convergente di uno spazio normato di dimensione infinita &
convergente in norma? In relazione a questa domanda esaminiamo in questa parte
alcuni risultati che illustrano le relazioni tra convergenza debole e convergenza in
norma muovendo dal sorprendente fatto che per le successioni di 1 i due tipi di
convergenza coincidono benché la topologia normata di ¢; sia strettamente piu fine
della topologia debole. Questo risultato prende il nome di lemma di Schur.

TEOREMA 5.14 (I. Schur). Siano x € €1 (k> 1) e x € {1 successioni di £1. Allora,

lim xx =x in {; = lim x, = x debolmente in ¢1.
k—+oco k—+oco

Gli spazi normati di dimensione infinita in cui ogni successione debolmente conver-
gente & convergente si dicono avere la proprieta di Schur. In tali spazi 'origine, pur
essendo nella chiusura debole della sfera unitaria (Esempio 5.5), non ¢ il limite di
alcuna successione debolmente convergente e la norma x — ||z|| risulta essere una
funzione debolmente sequenzialmente continua a differenza di quanto accade in ¢y e
negli spazi di Hilbert (Esempio 5.7).

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo I'implicazione <= e non e restrittivo sup-
porre che sia x = 0. Prendendo e,, € {5, (m > 1) definito da

(n) 1 sen=m -1
em(n) = m ,
" 0 sen#m -

risulta

0= li moxk) = i
G (em,xg) = lim zy(m)

per ogni m e quindi xx — 0 puntualmente su Ny per kK — +4o0.
Supponiamo per assurdo che {zj }; non converga a zero in norma ¢;. Esistono allora
€ > 0 ed una sottosuccessione {z, }» con h > 1 per cui risulta

D lek, ()] = [, [l > 5
n>1

per ogni h. Ricordando che z;, — 0 puntualmente su Ny per k — 400, sia kp, > 1
tale che |z, (1)] < ¢ e sia quindi Ny > 2 tale che

Yz, () <e

n>Ni+1

Z |xkh] | > 3e.

No<n<N

cosicché, posto Ny = 0, risulta

Procedendo come prima, scegliamo kp, > kp, tale che

Z |xkh2| <e

1<n<N;
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e scegliamo poi Ny > Nj tale che

Z |'Tkh2| <e

n>Na+1

> k| =3

N1<n<Ns
Iterando questo argomento si determinano una successione strettamente crescente
di interi Ny, (h > 0) con Ny = 0 e una sottosuccessione x, (j > 1) tale che

J

Yo vk, =35 Yo ekl <s > lew,l<s

N; _1<n<N, 1<n<Nj;_1 n>N;+1

da cui segue ancora

per ogni j > 1. Sia quindi y € /4, definito da
y(n) =sen (o, ), Nja<n<Njej>1

Si ha allora

|<y7$k5h]->| = Zy(n)xkhj(n) =

n>1

- 2 v, || =

i21 \Ni—1<n<N;

- Z Z sgn (xkhj )xkhj (n) >

i>1 \ N;_1<n<N;

> D = 2| X e, )] =
Nj;j_1<n<Nj i>1,i#5 \Ni—1<n<N;

= > o, = Y Jow, )= D ek, ()] 2
Nj_1<n<Nj 1<i<N;_ 1 i>N;+1

>3e—2=c¢
per ogni j7 > 1 e cio e assurdo. O

Una condizione evidentemente necessaria affinché una successione di vettori {x,, }n
di uno spazio normato che & debolmente convergente ad un vettore x sia convergente
in norma & che la successione delle norme {||z,|/}, converga alla norma ||z| di «.
Gli spazi per cui tale condizione & anche sufficiente si dicono avere la proprieta di
Radon—Riesz. 11 teorema seguente mostra che gli spazi di Banach uniformemente
convessi godono di tale proprieta.

TEOREMA 5.15. Sia X uno spazio di Banach sul campo K con norma uniformemente
convessa e siano tn, € X (n>1) ex € X. Allora,

° lim z, = x debolmente in X;

. . n—-4oo
lim z,=zin X <= .
n—r+oo o lim |z, =[]
n——+oo

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare solo I'implicazione <= e possiamo supporre che
sia x # 0 altrimenti non c’¢ nulla da provare e conseguentemente che sia x,, # 0 per
ogni n. Posto y, = x, /||| per ogni n e y = x/||z||, risulta |y.|| = ||y|| = 1 per
ogni n e y, — y in X, per n — +o00. Inoltre, dall'uguaglianza

lzn = @ll = [[lzallyn = lzllz| < lealllyn =yl + [lzal = l2ll],  n>1,
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segue che basta provare che risulta y, — vy in X per n — 400. Se cosi non fosse,
si avrebbe ||yn, — y|| > € per ogni k per € > 0 opportuno e per un’opporrtuna
sottosuccessione {yp,, }i cosicché si avrebbe anche

2
per ogni k con ¢ = d(e) € (0,1) associato
allora y* € X* tale che ||y*|| =1 e (y*,v)

<1-9

a ¢ dall’uniforme convessita di X. Preso
=1 (Corollario 1.46), si avrebbe

‘<y*, y"’“2+y>‘ < ‘ y"k;y <1-94
per ogni k e

s Yty L Yn Y

b 2 = 5 (25 ) -

per k — 400 e cio ¢ assurdo. O

Dalle disuguaglianze di Clarkson (Teorema 2.46) segue immediatamente che gli spazi
L, con 1 < p < 400 hanno la proprieta di Radon-Riesz.

COROLLARIO 5.16 (J. Radon-F. Riesz). Sia (2,8, \) uno spazio con misura positiva
esianol <p<+oo e fr, € Ly(A) (n>1) e f € Ly(N) funzioni tali che

o fn — f debolmente in L,(\) per n — +00;

o [fallo = [I£llp per n — +oo.
Allora, fn, — f in Ly(X) per n — +o0.

Topologia debole*. Consideriamo uno spazio normato X sul campo K con duale
X* e denotiamo per semplicita con il medesimo simbolo || - || le norme di X e X*.
Per ogni vettore z € X, la funzione

p (%) = |(z*, )|, ¥ e X*,

¢ una seminorma su X* e la famiglia di seminorme P* = {p, :
per X* (Corollario 1.46).

x € X} ¢ separante

DEFINIZIONE 5.17. Sia X uno spazio normato sul campo K. La topologia localmente
convessa T,. su X* generata dalla famiglia separante di seminorme P* si dice
topologia debole* di X*. 0

Lo spazio localmente convesso (X*, 7,5.) si denota brevemente con X ..
Una base di intorni bilanciati e convessi dell’origine in X . € quindi data dagli
insiemi

V=V(z,.. Len) ={2" € X* :|(z*,mp)| <em perm=1,...,n}

al variare di z1,..., 2, € X edier,...,e, >0 (n>1).

Anche in questo caso utilizzeremo espressioni autoesplicative come w* —intorno e
w* —chiusura, insieme debolmente* aperto, debolmente* chiuso o debolmente* com-
patto, funzione debolmente* continua e cosi via per distinguere proprieta topologiche
di insiemi e funzioni che sono riferite alla topologia debole* dalle corrispondenti
affermazioni riferite alla topologia normata originale del duale.

Anche la topologia debole* puo esere identificata come la piu debole topologia su
X* che rende continui i funzionali lineari su X* definiti come valutazione nei punti
di X. Denotata infatti con J: X — X** I'immersione canonica di X nel biduale
X** (Sezione 1.4), si ha la seguente caratterizzazione della topologia debole* da
confrontare con Teorema 5.2.

s LniE1y .-

TEOREMA 5.18. Siano X wuno spazio normato sul campo K e X* il suo duale e siano
7* la topologia su X* indotta dalla norma e 75+ la topologia debole* di X*. Allora,
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(a) 7. € la topologia inversa su X* generata da K e dai funzionali lineari
di J(X)C X**;
(b) mh.Ccr* e (Xt ) ={Jz: z e X}.
La topologia debole* del duale X* di X e quindi la piu debole topologia di X*
che rende continui tutti i funzionali lineari di J(X) C X** ed ¢ piu debole della

topologia normata di X*. Inoltre, il duale di X,,«~ come spazio localmente convesso
coincide con J(X) e in particolare risulta isomorfo a X come spazio vettoriale.

DIMOSTRAZIONE. (a) Si procede come in Teorema 5.2 (a).
(b) Per la topologia normata 7* di X* tutti i funzionali lineari Jz (x € X) sono
continui e quindi per (a) risulta 7.5. C 7*. Per lo stesso motivo risulta
{Jz:ze X} (X))
Viceversa, sia L € (X.)*. Allora, 'inseme
U={z*e X*: |Lz*| <1}
¢ un w* —intorno di 0 in X™ cosicché risulta V' C U con
V=V(z1,....,2n5€1,...,n)
per x1,...,x, € X e €1,...,&, > 0 opportuni (n > 1). Procedendo come nella
dimostrazione di Teorema 5.3 (b), per ogni
z* € ker(Jx1) N -+ Nker(Jzy,)
si ha
(Az*,zm) =0, AeK,

perm=1,...,n e quindi risulta Az* € V. C U per ogni A € K. Deve essere allora
Az* = 0 e questo prova che risulta

ker(Jzq1) N --- Nker(Jay,) C ker(L).

Pertanto, risulta L € span({Jx1,...,Jx,}) (Lemma 1.49) e questo completa la
dimostrazione. O

TEOREMA 5.19. Sia X wuno spazio normato sul campo K con dim X = 4o00. Allora,

(a) ogni intorno U dell’origine in X} . contiene un sottospazio di dimen-
stone infinita;

(b) se X é uno spazio di Banach, X . non é metrizzabile.

DIMOSTRAZIONE. (a) Si ripete con ovvie modifiche la corrispondente dimostrazione
di Teorema 5.3.

(b) Sia X uno spazio di Banach con dim X = 4oco0. Se X. fosse metrizzabile,
ragionando come nella corrispondente dimostrazione di Teorema 5.3 si proverebbe
che risulta

J(X) = span (J(A))
per un opportuno insieme (al pit) numerabile A C X da cui seguirebbe X = span (A)
poiché J & un isomorfismo di spazi vettoriali. Essendo X uno spazio di Banach,
sarebbe dim X < +oo (Esercizio 1.2) e cid contraddice I'ipotesi. g

Come abbiamo fatto per la topologia debole, esaminiamo le nozioni di limitatezza e
convergenza di successioni nell’ambito della topologia debole*.

Sia X* il duale di uno spazio normato X sul campo K. Un insieme B C X* ¢
debolmente® limitato se risulta

sup {|(z*,z)| : 2" € B} <400, ze€X,
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(Proposizione 4.40). Poiché la topologia debole di X . & pit debole della topologia
normata di X*, ogni insieme B C X* limitato in norma ¢ anche debolmente*
limitato e dal principio di uniforme limitatezza si ricava I’equivalenza tra le due
nozioni nel caso del duale di uno spazio di Banach.

TEOREMA 5.20. Siano X™* il duale di uno spazio di Banach sul campo K e B C X*
un insieme. Allora, le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) B é limitato in norma;
(b) B é debolmente* limitato.

Sia X* il duale di uno spazio normato X sul campo K. Una successione {z} } di
elementi di X* converge debolmente* a x* € X* se risulta

lim (z},z) = (z*, z), z e X,
k——+o00

(Proposizione 4.41) nel qual caso scriveremo xj — z* in X. per kK — 400 ovvero
lim 2z} =z* in X..
k—+oco
La convergenza nella topologia debole* di una successione di funzionali lineari
continui di X* coincide dunque con la convergenza puntuale su X. Se X & uno
spazio di Banach, con la stessa dimostrazione di Teorema 5.8 si prova la limitatezza
in norma delle successioni debolmente* convergenti di funzionali lineari limitati.

TEOREMA 5.21. Sia X* il duale di uno spazio di Banach X sul campo K e siano
zp e X* (k>1) ex* € X funzionali lineari limitati tali che

lim zj =z* in Xy.
k—+oco
Allora,
supllaille <+oo e o] < liminf
k k—4o00

A differenza di quanto accade per la convergenza debole, in tutti i risultati precedenti
I'ipotesi che X sia uno spazio di Banach non puo essere eliminata: se X € uno
spazio normato non completo di dimensione infinita, X\ . puo essere metrizzabile e
puo contenere successioni debolmente™ convergenti che non sono limitate in norma
(Esercizio 5.5). Inoltre, per la topologia debole* del duale di uno spazio non riflessivo
non vale il teorema di Mazur (Teorema 5.10): esistono insiemi convessi di X* che
sono chiusi nella norma ma che non sono debolmente* chiusi.

ESEMPIO 5.22. Sia X uno spazio di Banach non riflessivo o piu in generale uno
spazio normato non completo sul campo K e sia JJ: X — X** immersione canonica
di X nel biduale X**. Per ogni z** € X**\ J(X), I'insieme convesso
H={z"eX*: (z™,2") =0}

€ chiuso ma non e debolmente* chiuso.

Infatti, se H fosse chiuso in X ., il funzionale lineare z** sarebbe continuo in X .
(Teorema 4.25) e quindi sarebbe un elemento di (X7.)* da cui seguirebbe z** = Jz
per qualche 2 € X (Teorema 5.18— (b)) in contraddizione con ipotesi. O

Spazi di Banach riflessivi e topologia debole. Esaminiamo in questa parte le
relazioni che sussistono tra le topologie deboli e deboli* che possono essere definite
su uno spazio di Banach e sul suo duale e biduale.

Consideriamo a tal fine uno spazio normato X sul campo K con duale X* e biduale
X** e denotiamo per semplicitd con il medesimo simbolo || - || le norme di X,
X* e X**. Sia inoltre J: X — X** I'immersione canonica di X nel biduale X**
cosicché gli elementi di J(X) sono precisamente i funzionali lineari su X* che sono
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debolmente* continui (Teorema 5.18—(b)). Sullo spazio normato X e sul suo duale
X* e biduale X**, oltre alle rispettive topologie normate che denotiamo con 7, 7* e
T** rispettivamente, possiamo definire

e su X la topologia debole 7,;

e su X~ la topologia debole* 7,

biduale X**;

e su X** la topologia debole® 7;%;

. € la topologia debole 7;; generata dal

*

e conseguentemente denotare con X,,, X;., X e X% gli spazi muniti delle corri-
spondenti topologie. Queste topologie ed i corrispondenti spazi sono illustrati nella
tabella seguente:

Tw | Toge € Too | Tovk

II risultato seguente illustra la relazione tra topologia debole di X e la topologia
debole* indotta dal biduale X** su J(X).

TEOREMA 5.23. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano
B:{xeX: Hx||§1} e B**:{x**eX**: [l ] gl}
le palle unitarie di X e X**. Allora,

(a) si ha 1) se e solo se X ¢ riflessivo;

(b) J: X — X** & un omeomorfismo di X,, su J(X) con la topologia
indotta da X% ;

w*

(¢) J(B) é denso in B** nella topologia di X\ .

* - ko %k
C T e risulta Ty = T,

In particolare, se X € uno spazio di Banach riflessivo, risulta X¥. = X} e J ¢
un omeomorfismo di X, su X}i. Inoltre, l'affermazione (c¢) prende il nome di
teorema di Goldstine e ricaveremo successivamente come conseguenza del teorema
di Banach—Alaoglu (Teorema 5.24) che la chiusura di J(B) in X% coincide proprio
con la palla chiusa B** (Corollario 5.25).

DIMOSTRAZIONE. (a) L’inclusione 7.5. C 7.5 & conseguenza di J(X) C X**. Se X
é riflessivo, si ha J(X) = X** che implica 7.5, = 7.5. Viceversa, se J(X) # X**,
I'insieme H di Esempio 5.22 ¢ chiuso in X, (Teorema 5.10) ma non ¢ chiuso in X .
e quindi risulta 7. # 7.5.

(b) Le basi di intorni dell’origine in X, e in X% sono formate dagli insiemi

V=V(@l,...,x5;€1,...,6n) = {:ceX: [z, z)| < em perm:l,...,n}
V> =V (2], ..., 261, .,6n) =
={z" e X |(z*,a}) <emperm=1,...,n}
al variare di z7,...,2 € X* ediey,...,e, >0 (n > 1). Si ha chiaramente

JW)=V"NnJ(X)
e dall’invarianza per traslazioni della topologia di X,, e di Xt segue I'asserto.

(¢) Supponiamo che X sia uno spazio di Banach complesso e sia z§* un elemento
di X** che non appartiene alla chiusura cl,«(J(B) di J(B) in X}%. Per il teorema
di Hahn-Banach (Teorema 4.54) esiste allora un funzionale lineare L: X% — C
continuo tale che risulti

Re(L(Jz)) < ¢1 < c2 < Re(Lazy"), x € B,
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per ¢; < ¢g opportuni. Il duale (X}%)* di X% si identifica come spazio vettoriale
con X* (Teorema 5.18) e dunque esiste * € X* tale che risulti

La™ = (2, 2%), e X
e non ¢ restrittivo supporre che sia ||z*|| = 1. Da
sup {Re((@",2)) : [Ja]| <1} =sup {|(@" )| : [lz]| <1} = [|l="]| =1
(Proposizione 1.20) si conclude che deve essere
1 < Re((af,a%)) < I{a3",2")]

che implica [|z§*|| > 1. Quindi, risulta B** C cl,~(J(B) e questo conclude la dimo-
strazione nel caso complesso. La dimostrazione nel caso reale & la stessa a meno
della diversa notazione. O

5.2. Compattezza debole e debole*

Esaminiamo in questa sezione le proprieta di compattezza della topologia debole di
uno spazio normato e della topologia debole* del duale di uno spazio normato. In
tutta questa sezione denoteremo con X uno spazio normato o di Banach sul campo
K € {R,C} con norma || - ||.

Compattezza debole*. La topologia debole* sul duale di uno spazio normato
coincide con la topologia della convergenza puntuale sulla palla unitaria dello spazio
normato e quindi, nel caso di un insieme equilimitato di funzionali lineari, gode delle
buone proprieta di compattezza che derivano dal teorema di Tikhonov. E questa la
pit importante proprieta della topologia debole* di uno spazio normato.

TEOREMA 5.24 (S. Banach—L. Alaoglu). Sia X uno spazio normato sul campo K.
Allora, la palla unitaria

B* = {z*e X" 2| < 1}
del duale X* ¢é debolmente* compatta.

DIMOSTRAZIONE. Sia P il prodotto cartesiano
P=T[{rek: N <]al}
zeX

munito della topologia prodotto 7p. Lo spazio topologico (P, 7p) ¢ di Hausdorff e
compatto per il teorema di Tikhonov (Teorema I-2.176). Gli elementi di P sono le
funzioni f: X — K (non necessariamente lineari) per le quali si ha

l[f@)] <|zll, =zeX.

Si ha quindi B* = PN X* e dunque B* eredita due topologie: la topologia 7. da
X« e la topologia 7p da P. Supponiamo di aver provato che risulti

e B*NT1y. = B*N7p;

e B* chiuso in P;
ovvero che la topologie indotte su B* da P e da X,. coincidano e che B* sia chiuso
in P. In tal caso, per la seconda affermazione, B* ¢ un sottoinsieme 7p —chiuso di
P e quindi & 7p —compatto ma, poiché per la prima affermazione la restrizione della

topologia 7p a B* coincide con la restrizione della topologia 7,;. a B*, si conclude
che B* ¢ 7,;. —compatto.
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Per concludere la dimostrazione & quindi sufficiente provare le due affermazioni
precedenti. Per la prima, fissato un funzionale lineare limitato xf € B*, consideriamo
le collezioni di insiemi Vg e W, formate dagli insiemi

Vir ={a* e X* 0 [(z*,2m) — (25, 2m)| <em perm=1,...,n}
Wm;}:{fGP: \f(xm)f@s,xmﬂ<5mperm:1,...,n}
al variare di z1,...,z, € X e di €1,...,6, > 0 (n > 1) le quali costituiscono

basi di intorni di z{ per le topologie 7,;. e Tp rispettivamente. Da B* = PN X*
segue VIS NnB* = WIS N B*. Risulta pertanto ng NnB* = WI(*) N B* e questo prova
la prima affermazione.
Per la seconda affermazione, consideriamo fy € P tale che fy € clp(B*) ove clp(B*)
denota la chiusura di B* in P. Per ogni coppia di punti z; € X e scalari \; € K
(i =1,2) e per ogni € > 0, I'insieme

W.={feP: |fy)— foly)| <eperye {x1,x2, 11 + Aax2}}

€ un 7p —intorno di fy. Esiste quindi ¥ € B*N W, e dunque risulta

(zZ,y) — foly)| <e
pery=x; (i=1,2) e y = \ix1 + Aoxo. Per linearita si ha

fo(hzr + Aez2) — A fo(21) — Aafo(ze) =
= (fo — z2)(Mz1 + Aex2) — Ai(fo — 22)(21) — Ao(fo — 22)(22)
e da cio segue
[fo(Arzr + Aowa) — A1 fo(z1) — A fo(z2)] < (14 |A1] + [A2)e.
Per arbitrarieta di € > 0 la funzione fy € P & lineare e da fy € P segue
[fol@)] < flzfl,  zeX.

Pertanto fo € B* e questo completa la dimostrazione. O

COROLLARIO 5.25. Sia X uno spazio normato sul campo K e siano
B={zeX: ||z <1} e B* ={z* e X*: 2™ < 1}

le palle unitarie di X e X** e J: X — X** Uimmersione canonica di X in X**.
Allora,

cly- (J(B) = B*".

DIMOSTRAZIONE. La palla B** del biduale ¢ compatta in X% per il teorema di
Banach—Alaoglu e quindi & anche chiusa in X% e la conclusione segue dal teorema

w*

di Goldstine (Teorema 5.23 - (c)). O

Quando lo spazio normato X & separabile, la topologia debole* sulla palla unitaria
del duale ¢ metrizzabile e la compattezza debole* puo essere espressa in termini di
successioni.

TEOREMA 5.26. Sia X uno spazio normato separabile sul campo K. Allora, la
topologia debole* sulla palla unitaria

B* = {CE* eX™: |a¥] < 1}
del duale X* & metrizzabile.

E importante sottolineare che questo teorema non afferma che la topologia debole*
sia metrizzabile cosa che ¢ falsa se lo spazio ha dimensione infinita ma solo che lo
¢ la topologia indotta da X . su B*. Cio ¢ conseguenza del seguente risultato di
metrizzabilita.
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LEMMA 5.27. Sia X uno spazio topologico compatto e siano fn: X — K (n > 1)
funzioni continue che separano i punti di X. Allora, X é metrizzabile.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che risulti | f,,(z)| < 1 per ogni z € X e per
ogni n. Allora, la funzione

Aoy =Y DR e x

€ una metrica su X che e continua nella topologia prodotto X x X poiché ogni
funzione f,, € continua in X e la serie converge totalmente. Pertanto, denotato con
X4 lo spazio metrico (X ,d), la funzione identita idx: X — X, risulta continua.
Essendo iniettiva, essa & un omeomorfismo di X in Xy e questo prova l'asserto. [

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.26). Sia {z,}, un insieme numerabile e denso di
punti di X. Le funzioni f,: X* — K (n > 1) definite da

fn(2®) = (2%, 20), " e X7,

sono debolmente* continue per definizione di topologia debole* e separano i punti
di X*. La conclusione segue quindi da Lemma 5.27. O

COROLLARIO 5.28. Sia X wuno spazio normato separabile sul campo K. Allora,
ogni successione limitata di elementi di X* ha una sottosuccessione debolmente*
convergente.

Esplicitamente cio significa che, se X & uno spazio normato separabile, per ogni
successione {z}}r in X* con ||z;|| < M per ogni k esistono una sottosuccessione
{z}, }n ed un elemento x* € X* con [z*[| < M tale che zj — z* in Xj. per
k — 4o00.

Compattezza debole. La topologia debole di uno spazio normato non gode in
generale delle stesse buone proprieta di compattezza della topologia debole* come
provano gli esempi seguenti.

ESEMPIO 5.29. Le palle unitarie
(a) B={zeco: |lzll. <1}; (b) B={z=€cty: |z <1};

di ¢g e di ¢1 sono insiemi debolmente chiusi e debolmente limitati che non sono
debolmente compatti.

(a) La palla B ¢ convessa, chiusa e limitata nella norma di ¢y e quindi ¢ debolmente
chiusa (Teorema 5.10) e debolmente limitata. Proviamo che B non ¢ debolmente
compatta nei due modi seguenti.

Conveniamo di denotare le successioni come funzioni scrivendo z: Ny — K e z(n)
per il valore di z in n in luogo di = {z,}, e z, e consideriamo le successioni
ej€cy(j>1)esg€cy(k>1) definite da

1 sen=j
(*) ej(”):{ j e Sp=e1+--+eg
0 sen#j

per ogni j e k. Chiaramente risulta s € B per ogni k.

Supponiamo per assurdo che la palla B sia debolmente compatta. Poiché cq ¢ sepa-
rabile, la topologia debole di ¢q ristretta a B sarebbe metrizzabile per il successivo
Teorema 5.31 e quindi ogni successione di B avrebbe una sottosuccessione che con-
verge debolmente ad un elemento di B: esisterebbero dunque una sottosuccessione
{$k,, }r ed un elemento s € B per i quali si avrebbe

lim (y* sk,) = (¥", s), y* € cp.

h—+oo
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Ricordando che il duale di ¢ si identifica con £ e che la dualita tra gli elementi x
di ¢y e y* di £; & data da

(' x) =Yy (n)z(n),

n>1

(Esercizio 1.16 o Teorema 2.16), per ogni j fissato potremmo scegliere y* = e; con e;
definito da () come elemento di ¢; su cui testare la convergenza debole di {s, }.
Si avrebbe allora

hEI—&I-loo<6j ) 5kh> = <6j ) 5> - S(])

per ogni j e da kj > j per h > j seguirebbe
<6j75kh>:5kh(j):1a hz]

Si avrebbe allora s(j) = 1 per ogni j e cio ¢ assurdo poiché s € ¢g.
Alternativamente, € possibile provare che B non puo essere un insieme debolmente
compatto anche senza ricorrere al successivo Teorema 5.31 utilizzando il seguente
argomento.
Se la palla B di ¢y fosse debolmente compatta, la successione {si} definita da
() avrebbe un punto limite s € B: per ogni intorno debole V dell’origine e per
ogni h > 1 si avrebbe s; € s+ V per k > h opportuno. Con le notazioni di (x)
di Sezione 5.1, scegliendo V' = V(ej;¢) con e; € {1 = ¢ definito da (x) e ¢ > 0,
I’insieme

{k:spes+Vieje) ={k: [(ej,sx—9)| <e}
sarebbe infinito per ogni j e € > 0 e quindi per ogni j esisterebbe una sottosuccessione
sk, (dipendente da j) per cui si avrebbe

hEToo<ej’ Sky,) = (€j,5)-

Con le stesse considerazioni gid svolte si avrebbe s(j) = 1 per ogni j che & assurdo.

(b) La palla B di ¢; & debolmente chiusa e debolmente limitata per le stesse ragioni
per cui lo & la palla B di ¢y e non puo essere debolmente compatta per effetto dei
due argomenti seguenti, a seconda che si voglia utilizzare il successivo Teorema 5.31
oppure no.

Nel primo caso, supposta la palla B debolmente compatta in ¢1, come in (a) la
topologia debole di ¢; ristretta a B sarebbe metrizzabile poiché ¢; & separabile
(Teorema 5.31) e quindi ogni successione di elementi di B avrebbe una sottosuc-
cessione che converge debolmente ad un elemento di B. Con le stesse notazioni
di (a), consideriamo allora la successione {ej}; degli elementi di B definiti da (x):
esisterebbero dunque una sottosuccessione {eg, } ed un elemento e € B per i quali
si avrebbe

lim <y7€kh> = <yve>

h—+oco
per ogni y € £7. Poiché cj e (7 si identificano isometricamente con ¢; e ¢, rispetti-
vamente (Esercizio 1.16 o Teorema 2.16), tra gli elementi y di £ con cui si puo
testare la convergenza debole di {e, }» a e vi sono le immagini degli elementi di ¢
mediante "immersione canonica J di ¢y in /. Scegliendo in particolare y = Jeg,
da kp > k per h > k seguirebbe

<J€k y ekh> = <6th 5 6k> = ek(kh) =0.
Risulterebbe allora (Jeg,e) = (e,ex) = e(k) = 0 per ogni k cio¢ e = 0. D’altra
parte, in conseguenza del teorema di Mazur esisterebbe una successione {x;}; di
combinazioni convesse di elementi della sottosuccessione {ey, } tale che

im ;[ =0
Jj—+oo
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(Corollario 5.11). Ogni z; sarebbe della forma
iL’j = Alekhl 4+ .- )\iekhi

per opportuni elementi exp, , .. -, €k, della successione {eg,, }1, e per opportuni scalari
A1, ..., A; > 0 tali che Ay +--- 4+ \; = 1. Si avrebbe allora

2l = A+ + A =1

per ogni j e cio ¢ assurdo.

Alternativamente, supponendo nuovamente che B sia debolmente compatto in ¢,
la successione {ey}r avrebbe un punto limite e € B: degli elementi di B definiti
da (%): esisterebbero dunque una sottosuccessione {eg, }» ed un elemento e € B:
per ogni intorno debole V' dell’origine e per ogni A > 1 si avrebbe e, € e +V
per k > h opportuno. Scegliendo con le stesse notazioni di (a) V' = V(e;;¢) con
ej € oo € € > 0 e ragionando come in (a), si determinerebbe una sottosuccessione
er, (dipendente da j) per cui si avrebbe

i e en,) = (65 ¢)

e da cio seguirebbe e = 0 come prima. Scegliendo invece V = V(s,¢) con s € l
definita da s(n) =1 per ogni n e € > 0, per un’altra sottosuccessione ey, si avrebbe

ETOO<57€/€;I> =(s,€) = Ze(n)

h

n>1
Essendo (s, ek, ) = 1 per ogni h si avrebbe
Z e(n)=1
n>1
che contraddice e = 0. O

Benché, come abbiamo visto, la palla unitaria di uno spazio normato non sia in genere
debolmente compatta, negli spazi riflessivi la topologia debole eredita comunque le
buone proprieta di compattezza della topologia debole* del biduale come prova il
teorema seguente.

TEOREMA 5.30 (S. Kakutani). Sia X uno spazio di Banach sul campo K. Allora, le
affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) X é riflessivo;

(b) la palla unitaria

B={zeX: ||z <1}
di X ¢ debolmente compatta.

DIMOSTRAZIONE. (a) Per il teorema di Banach—Alaoglu, la palla unitaria del biduale
¢ compatta in X%, Poiché X ¢ riflessivo, si ha J(B) = B** e la conclusione segue
da Teorema 5.23—(b).
(b) L’immersione canonica J: X — X** & un omeomorfismo di X,, su J(X) con la
topolgia di X% (Teorema 5.23—(b)). Poiché la palla B ¢ compatta in X,,, la sua
immagine J(B) ¢ compatta in X% e quindi in particolare & debolmente* chiusa.
Essendo J(B) denso in B** per la stessa topologia (Teorema 5.23—(c)), risulta
J(B) = B** e questo prova che X é riflessivo.

Benché la topologia debole di uno spazio normato non sia metrizzabile se non in
dimensione finita, la sua restrizione agli insiemi debolmente compatti risulta metriz-
zabile ed in tal caso gli insiemi debolmente compatti risultano anche sequenzialmente
compatti.
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TEOREMA 5.31. Sia X uno spazio normato separabile sul campo K e sia K C X un
insieme debolmente compatto. Allora, la topologia debole su K é metrizzabile.

Questo risultato va confrontato con il precedente Teorema 5.26 e per esso valgono le
stesse considerazioni gia svolte a riguardo del teorema citato. In particolare, questo
teorema non afferma che la topologia debole sia metrizzabile cosa che e falsa se lo
spazio ha dimensione infinita ma solo che lo ¢ la topologia indotta da X, su K.

DIMOSTRAZIONE. Sia {x,}, un insieme denso nella sfera unitaria
S={reX: |z||=1}

e per ogni n sia x), € X* tale che risulti

lzill=1 e (zh,z,) =1
per ogni n. Fissato € X con ||z| = 1, sia {x,, }, una successione tale che risulti
|€n, — || = 0 per k — +o00. Si ha allora

per k + oo e quindi per ogni 2 € X con x # 0 esiste n tale che risulti (z* , x) # 0.

Le restrizioni all’insieme debolmente compatto K dei funzionali lineari {2}, sono
una famiglia numerabile di funzioni debolmente continue che separa i punti e quindi
la topologia indotta su K & metrizzabile (Lemma 5.27). O

COROLLARIO 5.32. Sia X uno spazio normato separabile sul campo K e sia K C X
un insieme debolmente compatto. Allora, ogni successione di elementi di K ha una
sottosuccessione che converge debolmente ad un elemeto di K.

Esplicitamente cio significa che, se K & un insieme debolmente compatto di uno
spazio normato separabile X, per ogni successione {xy}; di elementi di K esistono
una sottosuccessione {zy, }» ed un elemento z € K tale che x, — z in X, per
k — +o0.

Sulle relazioni tra i vari tipi di compattezza nella topologia debole ritorneremo nel
paragrafo successivo.

Concludiamo questa parte osservando che, come accade per gli insiemi debolmente
compatti, anche gli insiemi debolmente numerabilmente compatti e debolmente
sequenzialmente compatti sono limitati in norma.

PROPOSIZIONE 5.33. Sia X uno spazio normato sul campo K e sia K C X un
insieme debolmente numerabilmente compatto. Allora, K é limitato in X.

Lo stesso risultato vale per gli insiemi debolmente sequenzialmente compatti
(Teorema 1-2.178).

DIMOSTRAZIONE. Per ogni 2* € X*, I'insieme z*(K) ¢ un insieme numerabilmente
compatto di K (Teorema 1-2.184) e quindi & limitato. Come nella dimostrazione di
Teorema 5.6, i funzionali lineari di J(K) dove J denota come al solito I'immersione
canonica di X nel suo biduale risultano puntualmente limitati su X* e quindi per
il teorema di Banach—Steinhaus (Teorema 1.50) risultano uniformemente limitati:
esiste M > 0 tale che risulti

el =lJzl| <M,  z€K,

e questo prova l’asserto. O

Teorema di Eberlein—Smulian. Il teorema di Eberlein-Smulian che esaminiamo
in questa parte recupera per la topologia debole degli spazi normati un’importante
proprieta della compattezza in spazi metrici: ’equivalenza tra compattezza, compat-
tezza per successioni e compattezza numerabile (Sezione I-2.5). Questa equivalenza
non si estende alla topologia debole*.
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TEOREMA 5.34 (W. F. Eberlein-V. Smulian). Sia X uno spazio di Banach sul
campo K e sia K C X un insieme. Allora le affermazioni sequenti sono equivalenti:

(a) K ¢ debolmente compatto;
(b) K ¢é debolmente sequenzialmente compatto;

(¢) K é debolmente numerabilmente compatto.

In particolare, ogni insieme debolmente numerabilmente o sequenzialmente compatto
& debolmente chiuso e inoltre, in conseguenza del teorema di Kakutani, uno spazio
di Banach risulta essere riflessivo se e solo se ogni successione limitata ha una
sottosuccessione debolmente convergente.

Alla dimostrazione premettiamo il lemma seguente.

LEMMA 5.35. Sia X uno spazio normato sul campo K e sia Y C X* un sottospazio
con dimY < +oo. Allora, esistonon >1 exy, € X con ||lzp|=1(m=1,...,n)
tali che risulti

”%Hgma)(ﬂ(y*,xmﬂ:m:l,...,n}, y ey

DIMOSTRAZIONE. Sia

Sy ={y"eY: |y*| =1}
la sfera unitaria di Y. Poiché Y ha dimensione finita, la sfera Sy ¢ un insieme
compatto e quindi esistono y¥, € Sy (m =1,...,n) con n > 1 opportuno tali che le
palle di centro nei punti y, e raggio 1/4 ricoprono Sy:

Sy C Bia(yy) U+ U Bia(yy)-
Per ogni m sia z,, € X tale che risulti
[eml[ =1 e [ym,zm)| > 3/4.

Allora, per ogni y* € Sy e per un opportuna scelta dell’indice m si ha

(™ 2m)| 2 [y 2m)| = [ =y 2m)| > 3/4 = lly" —wpll = 3/4 = 1/4=1/2

e la formula con y* € Y segue per linearita. O

DIMOSTRAZIONE (TEOREMA 5.34). E sufficiente provare che (a) implica (b) e
che (c¢) implica (a) poiché la restante implicazione vale per qulunque spazio topologico
(Teorema 1-2.178).
(a) Sia {x, }, una successione di elementi di K e sia X’ lo spazio di Banach separabile
definito da

X' = cly (span({zn }n)) = cl(span({z, },))
(Teorema 5.10). L’insieme K N X’ & debolmente chiuso e quindi & debolmente
compatto oltre che contenuto in X’. Poiché la topologia debole di X ristretta a X’
coincide con la topologia debole di X’ (Proposizione 5.13), K N X’ ¢ debolmente
compatto anche in X’ con X’ spazio di Banach separabile. Esistono allora una
sottosuccessione x,, (k> 1) di {z,}, e un punto z € K N X' tali che

Zp, =  debolmente in X’ per k — +o0

ovvero debolmente in X (Proposizione 5.13).

Abbiamo cosi provato che K ¢ debolmente sequenzialmente compatto e questo
prova (b).

(¢) Sia K un insieme debolmente numerabilmente compatto di X,,. Allora, K ¢
limitato in X (Proposizione 5.33) e conseguentemente anche la sua immagine J(K)
mediante I'immersione canonica di X in X** & limitata in X**. Supponiamo ora
di aver provato che J(K) sia debolmente* chiuso. Allora, J(K) & debolmente*
compatto per il teorema di Banach—Alaoglu cosicché, essendo J un omeomorfismo
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da X, su J(X) con la topologia indotta da X%t ed essendo J(K)) compatto in
X»%, Vinsieme K risulta compatto in X, e questo prova la tesi.

Resta dunque da provare soltanto che J(K) ¢ debolmente* chiuso. A tal fine,
denotiamo con

Sx»={z*e€ X*: ||z"]| =1}

la sfera unitaria del duale X* e consideriamo un punto z** € cl,~(J(K)) fissato.
Poniamo

Y1 = span(z**)
e fissiamo ny =1 e 7 € Sx«. Essendo 2** aderente a J(K) in X%, ogni intorno di
x** in X% contiene Jx per qualche x € K e quiindi in particolare esiste 1 € K

w*
tale che

[(Jxy — 2™, 27)] < 1.
Consideriamo ora il sottospazio di X** definito da

Yy = span ({z**, 2™ — Ja1}) .

Per il lemma precedente applicato a X* e al sottospazio Y5 di X** esistono allora

*

dei funzionali lineari 23,..., 2} € Sx- tali che risulti

?" Ny
sk
™l .

Tgmax{|<y**,xm>|: m:l,...,ng}, Yy eYs,

e nuovamente, essendo x** aderente a J(K) in X*%, intorno debole* di z** deter-

w*
minato da =¥, per m =1,...,n2 e da e = 1/2 contiene un elemento di J(K) ovvero
risulta

[(Jxg — ™, 2 )| < 1/2, m=1,...,ng,
per qualche zo € K. Posto
Y3 = span ({z**, 2™ — Ja1, 2" — Jao} ),

per il lemma precedente esistono z,_,4,...,x;, € Sx~ tali che risulti
wgmax“(y**,xfnﬂ: m=1,...,n3}, Yy eYs.

Iterando questo argomento, si determinano una successione di elementi x; € K
(k > 1), una successione strettamente crescente di interi ny, (k > 1) e una successione
di elementi x} € Sx+ (h > 1) della sfera unitaria del duale tali che

[(Jxp — ™", z})| < 1/k, h=1,...,ng;

HLQ”gmax{Ky**,xZM: h:l,...,nk}, Yy e Yy

ove Y7 = span(z**) e
Y. = Span({x**,x** —Jxy, 2" — Jxg, ..., 2™ — Jxk,l}) , k> 2.
Posto
Y = span({x**,x** —Jz, 2% — Jxa, .. }) ,

la costruzione dei funzionali x} € Sx~ e dei vettori x;, € K assicura che si abbia

y** * 3k * k%
(sere) W < p iy ey, ey

h>1
Poiché ciascuna funzione ¢y, : X** — R definita da

Sph(‘r )_‘<$ 7xh>|_ 5 e X )
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& 1—lipschitziana e la successione di funzioni ¢, € puntualmente limitata su X**, la
funzione ¢: X** — R definita da

» T
(&™) = sup| (@, ap)| — 121

2 , x** e X**,
R>1

¢ anch’essa 1-lipschitziana su X** (Esercizio 1-3.18) cosicché, essendo non negativa
su Y, deve essere tale anche sulla chiusura cl(Y) di ¥V in X**.

Poiché K ¢ debolmente numerabilmente compatto, la successione {xy }, ha un punto
limite € K nella topologia debole di X (Teorema I-2.178). Proviamo che risulta

™ — Jx € cl(Y).
Infatti, essendo & un punto limite della successione {z}}x in X,,, risulta
z € cly (span({zy : k> 1}))
e quindi, per il teorema di Mazur (Teorema 5.10), esiste una successione di elementi
T; (j > 1) tali che
o T, € span({zy : k> 1} per ogni j;
e 7, — x in X per j — +oo0.
Ogni elemento Z; ¢ della forma
T; = Z Aj Tk
kEF;

per un opportuno insieme finito F; C Ny e per opportuni coefficienti A;; € K per
ogni k € F; cosicché risulta

T — JT; = - Z )\j7k,]xk =11- Z /\j,k 7 + Z /\j,k (l‘** — Jxk) ey
keEj kEFj kEFj

per ogni j e da ** — JT; — =™ — Jz in X** per j — +oo segue z** — Jx € cl(Y).

Poiché (s#xx) vale per gli elementi di cl(Y') si ha

[l — Ja|

<sup|(z™ — Jz,a)]
h>1
e per ogni h fissato risulta
@™ — Ja, )| < @™ — Ta, af)| + (T, — Te,27)] < 1/k; + |(ah 2, — )
per ogni j tale che ny;, > h. Da xy; — = in X, per j — +oc si conclude che risulta
(x** = Jz,27) =0
per ogni h cosicché deve essere ** = Jx. Abbiamo cosi provato che risulta
e (J(K)) = J(K)
ovvero che J(K) ¢ debolmente* chiuso e questo completa la dimostrazione. O
Con una dimostrazione analoga si prova che un insieme A di X & relativamente debol-
mente compatto se e solo se ogni successione di elementi di A ha una sottosuccessione
che converge ad un elemento della chiusura debole di A.
L’equivalenza tra le nozioni di compattezza nella topologia debole degli spazi normati
non si estende alla topologia debole® come prova ’esempio seguente che non ¢ altro

che un riadattamento di Esempio 2.182 al contesto della topologia debole* degli
spazi di Banach.



210 5. TOPOLOGIE DEBOLI

EsEMPIO 5.36. Sia I =[0,1] e siano ¢1(]) e oo (I) gli spazi di Banach di funzioni
sommabili ovvero limitate sull’intervallo I (Esempio 2.19). Il duale di ¢1(I) & isome-
tricamente isomorfo a £ (I) anche se la misura del conteggio su I non & o —finita
(Esercizio 2.21). Allora,

(a) la palla chiusa
B* ={a"€l(I): ||lz*]|c <1}

di loo(I) & debolmente* compatta ma non & debolmente* sequenzial-
mente compatta;

(b) Tinsieme
Biy=B"n{z*€loo(I): {t€I: z*(t) # 0} (al pit) numerabile}

dato dall’intersezione di B* con il sottospazio di £ (I) formato dalle
funzioni nulle al di fuori di un insieme al pit numerabile & debolmente*
sequenzialmente compatto in £ (I) ma non & debolmente* compatto.

(a) La palla unitaria B* di ¢o(I) & un insieme debolmente* compatto per il
teorema di Banach—Alouglu (Teorema 5.24). Per provare che B* non ¢ debolmente*
sequenzialmente compatto, consideriamo la rappresentazione binaria

t
t:().tltgtg...:ZQ—Z, tel,
n>1
dei numeri ¢ € I in cui la successione di cifre binarie ¢, € {0,1} (n > 1) non & defi-
nitivamente uguale a 1 se non nel caso della rappresentazione di ¢ = 1 e consideriamo

la successione di funzioni x € £ (I) (n > 1) definita da
xk(t) = (=1)t, t=0.tytotz...€ 1 (n>1),

ove t, € I'n—esima cifra binaria di ¢t = 0.t1tat3.. ..

Chiaramente risulta ||« ||oc = 1 per ogni n e tuttavia la successione {z} }, non ha
alcuna sottosuccessione che converge nella topologia debole*.

Se una qualche sottosuccessione {x}, }x di {x}, }, convergesse nella topologia debole*,
la successione {x,, ()} convergerebbe per ogni ¢t € I (Esercizio 5.9) ma, scegliendo
come ¢ € I uno dei numeri le cui cifre binarie ¢,, (n > 1) verificano

b 0 sen=nyg ek pari
" 1 sen =ny e k dispari,

risulterebbe

e cio ¢ assurdo.

(b) Sia {z}}, una successione di B¥, e sia Iy un insieme (al pill) numerabile di
numeri ¢ € I tali che z¥(¢) = 0 per ogni n e per ogni t € I\ I. Con metodo
diagonale (Lemma I-2.181) si determina una sottosuccessione {x}, }x che converge

puntualmente su Iy. Posto

lim x, (t) set€lp

m*(t) — { k——+oco

0 set e\,

risulta 2% € By e x;,, — 2" in w*—{(I) per k — +oo (Esercizio 5.9). Pertanto,

B . € debolmente* sequenzialmente compatto.
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Proviamo che B}, non & debolmente* chiuso e quindi neppure debolmente* compatto
provando che la palla B* ¢ la chiusura debole® di B .. Consideriamo a tal fine una

cnt”
funzione zj € By, fissata e proviamo che, per il generico elemento

Y@ (i)wm(i)
(xm € 61(I) e g, > 0 per m = 1,...,n) della base d’intorni dell’origine nella
topologia debole* di £, (I) risulta

(x5 + V)N B, # 2.

Sia infatti Iy un insieme (al pit) numerabile di numeri ¢ € I tali che z,,(t) = 0 per
ognit € I\Iyeperognim=1,...,n (Teorema I-2.127) e sia 2* € B, la funzione

cnt
definita da
28 = x5(t) setel
0 setel\I.

V= {m* €loo(I):

<5mperm:1,...,n}

Si ha allora

> [ (1) —25(6)] () = 0
t
per ogni m da cui segue z* € (xf + V)N B

cnt -
Abbiamo cosi provato che risulta B* C cl,» (BZ,) e questo prova l'asserto poiché

I’inclusione opposta ovvia. O

e sia

5.3. Convergenza e compattezza debole in L, e C(K)
Bla, bla, bla ...
Convergenza debole in C'(K). Bla, bla, bla ...

TEOREMA 5.37. Siano X uno spazio di Hausdorff compatto e f, € C(K) (n>1) e
f € C(K) funzioni continue. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) fn — f debolmente in C(K) per n — +00;
sup || fullu < +00;
n>1
fn — [ puntualmente in K per n — +o0.

Lo stesso risultato vale per Cp(X) con X spazio di Hausdorff localmente compatto.

Convergenza debole in L,. Sia A\: & — [0,+0c0] una misura positiva su una
o —algebra S di insiemi di un insieme (non vuoto) X che supporremo fissata in tutta
questa sezione e le cui eventuali ulteriori proprieta verranno specificate di volta in
volta. Bla, bla, bla ...

TEOREMA 5.38. Sia 1 < p < 400 e siano fp, € L,(A) (n > 1) una successione di
funzioni e f € L(X\) una funzione misurabile tali che

o sup [ fullp < +o0;
n>1
e f, — f XN—quasi ovunque in X per n — +o0.
Allora, f € Ly(A) e frn = f in Lp(X) per n — 4o0.

Nel caso della misura del conteggio I'implicazione precedente puo essere invertita
(Esercizio 5.9).

DiMOSTRAZIONE. Bla, bla, bla ... O
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Lo stesso risultato vale per p = 400 con la topologia debole* di Lo (A) al posto
della topolgia debole ed e falso per p = 1 come si vede considerando la successione
di funzioni di L;([0, 1]) definita da

<
o) = n se0<z<l/n N>,
0 sel/n<z<1

che & limitata in L1 (][0, 1]) e converge a zero quasi ovunque in [0, 1] ma per cui

risulta 1
0

per ogni n. Si noti che per ogni 1 < p < +oo risulta f,, € L,([0,1]) per ogni n ma
| fullp = 400 per n — +oo.

Compattezza debole in L. Bla, bla, bla ...

Denotiamo a tal fine con A\: § — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra
S di insiemi di un insieme (non vuoto) X che supporremo fissata in tutta questa
sezione e le cui eventuali ulteriori proprieta verranno specificate di volta in volta.

DEFINIZIONE 5.39. Un insieme K C L;(A) si dice
e )\ —equintegrabile se per ogni € > 0 esiste d = d(g) > 0 tale che

EecSeME)<i — sup/|f|d/\§5;
feKJE

o uniformemente X\ —integrabile se per ogni € > 0 esiste ¢ = ¢(g) > 0 tale

che
sup / [fldX <e. O
JeK J{|f|>c}

Nel seguito parleremo brevemente di insiemi equintagrabili e uniformemente integra-
bili senza riferimento alla misura A in tutti i casi in cui tale riferimento sia evidente
dal contesto e in particolare nel caso della misura di Lebesgue in RY.

La nozione di equintegrabilita esclude la possibilita che le funzioni di K diano luogo
a fenomeni di concentrazione e la condizione di uniforme integrabilita si esprime in
maniera equivalente nella forma seguente

lim sup/ [fldX | =0.
eotoo \ fek J{|f|>c}

Le relazioni tra equintegrabilita e uniforme integrabilita sono illustrate nel risultato
seguente.

TEOREMA 5.40. Sia K C L1(\) un insieme di funzioni A —integrabili in X. Allora,

(a) K wuniformemente integrabile —> K equintegrabile;
(b) K equintegrabile e limitato = K uniformemente integrabile.

Inoltre, se risulta \(X) < 400, si ha

(¢) K uniformemente integrabile <= K equintegrabile e limitato.

DIMOSTRAZIONE. (a) Per ogni insieme F € S con A(E) < 400 e per ogni ¢ > 0 si

ha
[inan= [ slar+ [ flaxsenE+ [ isla
E En{|fI<c} En{|f]>c} {lf|>c}

per ogni funzione f € K. Fissato € > 0, sia ¢ = ¢(¢) > 0 tale che risulti

/ flar<ef2,  feK.
{IfI>c}
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cosicché per § = d(e) > 0 tale che 0 < § < &/2¢c e per ogni insieme E € S con
A(E) < ¢ risulta

/|f|d)\§c)\(E)+/ fldN<e/2+e/2—¢
E {If]>c}

per ogni funzione f € K e questo prova che 'insieme K & equintegrabile.
(b) Sia M > 0 tale che risulti ||f||1 < M per ogni f € K. Si ha allora

A({|f|>c})§%/x\f|dA§M/c, ¢>0,

per ogni funzione f € K (Teorema I1-2.25) cosicché, fissato £ > 0 e scelto 6 =
d(g) > 0 tale che risulti

EcSelFE)<d = /|f|d>\§e, fekK,
B
per ¢ = ¢(e) > 0 tale che M/c < § risulta infine

/ |f]dX <e, feK,
{1f1>c}

e questo prova (a).
(¢) Occorre provare soltanto che, quando A(X) < +oo, ogni insieme di funzioni

K C Ly(\) uniformemente integrabile & limitato in L; (). Per K siffatto, sia ¢ > 0
tale che

/ Ifldx<1, feK,
{f1>¢}

cosicché, procedendo come in (a), risulta
/|f|d>\§c)\(X)+/ F1d) < eA(X) +1
X {If1>c}

per ogni funzione f € K e dunque K é limitato. O

E facile verificare che, se A & una misura positiva e priva di atomi, ogni insieme
equintegrabile di Lq(A) risulta limitato in L;(\) nel qual caso le nozione di equinte-
grabilita e di uniforme integrabilita coincidono. L’esempio seguente mostra che tra
le proprieta di equintegrabilita, uniforme integrabilita e limitatezza di un insieme di
funzioni di L (\) non sussistono in genere altre relazioni oltre a quelle elencate nel
teorema, precedente.

ESEMPIO 5.41. (a) Ogni insieme di ¢1(X) & equintegrabile incluso quando X & un
insieme finito. Vi sono quindi insiemi equintegrabili che non sono né limitati né
uniformemente integrabili indipendentemente dal fatto che A sia finita o infinita.

(b) In L;(R) con la misura di Lebesgue gli insiemi formati dalle successioni di
funzioni {uy, }, e {vn}, definite da

un(t) = 1jo,n(t) e vn(t) = nlp,1/m)(t)
per ogni t € R e n > 1 sono rispettivamente un insieme uniformemente integrabile
che non ¢ limitato e un insieme limitato che non é equintegrabile. O

Possiamo ora caratterizzare gli insiemi debolmente compatti di L.

TEOREMA 5.42 (N. Dunford-B. J. Pettis). Sia A\: & — [0, 400] una misura positiva
e sia K C L1(\) un insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) K ¢ relativamente debolmente compatto in Lq(\);
(b) K ha le sequenti proprieta:
o K ¢ limitato ed equintegrabile;
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e per ogni € > 0 esiste un insieme E. € S con A\(E.) < +o0o tale
che

(%) sup/ |f]dX\ < e.

ferK JX\E.
Come osservato in precedenza, le ipotesi di equintegrabilita e di limitatezza di
K escludono la possibilita di fenomeni di concentrazione mentre (x) esclude la
possibilita di perdita di massa all’infinito.

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia K C L;(A) un insieme relativamente debolmente com-
patto in L;(A). Allora K ¢ limitato in L;(A) (Teorema 5.6) e proviamo ragionando
per assurdo che K & equintegrabile e che gli integrali delle funzioni di K sono
uniformemente piccoli sul complementare di insiemi di misura finita.

Supponiamo dapprima che esista €y > 0 con la seguente proprieta: per ogni insieme
E € S con A\(E) < 400 risulta

sup / |f] dX > 2v/2¢.
X\E

feK

In particolare, per F = &, risulta

sup/ |l dX > 2v/2¢0
X

fEK

e quindi esistono una funzione f; € K e un insieme E] € S per i quali risulta

/E f1d)

’
1

> €.

Non & restrittivo supporre che sia Ef C {|f1] > 0} e quindi, essendo l'insieme
{|f1] > 0} o —finito per la misura A (Teorema IT-2.27), esiste un insieme F; € S con
E, C E] e A(Fy) < 400 tale che

/ f1 d)\‘ > €.
Ey

Inoltre, per l'ipotesi iniziale, deve necessariamente essere
sup/ || dX > 2v/2¢0
feK JX\E,

e quindi, ripetendo lo stesso argomento, si determinano una funzione fo € K ed un
insieme Fs € S con Fy C X \ E1 e A(E3) < +0oo tali che

/ f2d>\‘ > gg e sup/ If] dX > 2v/2¢.
Es X\(E1UE2)

feK

Iterando questo argomento si determinano quindi una successione di funzioni f, € K
(n>1) e diinsiemi E, € S (n > 1) disgiunti tali che

/ fnd)\‘>507 n > 1.
E’Vl

Poiché K ¢ debolmente relativamente compatto, per il teorema di Eberlein-Smulian
(Teorema 5.34) esistono una sottosuccessione di {f,,}, che continuiamo a denotare
con {fn}n e una funzione f € Ly(\) tali che risulti f,, — f debolmente in L;(\) per
n — +o0o da cui segue in particolare

lim /fnd)\:/fdA
n—+4oo E E
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per ogni insieme F € S. Pertanto, le misure complesse p,, € M(S) definite per ogni
n da

un(E):/fnd)\, E€s,
E

convergono puntualmente su S e al contempo sono tali che risulti |p, (E,)| > &¢ per
ogni n con {E,}, insiemi disgiunti e cio & assurdo (Corollario 11-4.37).

Abbiamo cosi provato che K ¢ limitato e che per ogni e > 0 vale (*) sul complementare
di qualche insieme di misura A finita e resta solo da provare che K ¢ equintegrabile.
Ragionaimo nuovamente per assurdo supponendo che K non sia equintegrabile.
Esiste allora €9 > 0 con la seguente proprieta: per ogni n > 1 esistono un insieme
E! € S ed una funzione f, € K tali che risulti

ME))<1/n e / | fn] dX > 2v/2¢0
2

e da cio segue 'esistenza di un insieme E,, € S con FE,, C E/, tale che

/ fnd)\’ > €.
E,

Ragioniamo ora come nella parte precedente: passando ad una opportuna sotto-
successione che denotiamo ancora con {f,},, si ha f, — f debolmente in L;()\)
per n — +oo per qualche f € L1()\) e le corrispondenti misure complesse p,, de-
finite sopra convergono puntualmente su S cosicché devono essere assolutamente
A —continue per il teorema di Vitali-Hahn—Saks (Teorema 11-4.34) ma cid non pud
essere poiché risulta |u, (Ey,)| > € per ogni n con A\(E,,) < 1/n per ogni n.

(b) Per ogni n > 1 sia X,, € S un insieme con A(X,,) < +oo tale che risulti

sup/ |f]dX < 1/n.
rex Jx\x,

AER) <1/n e

Non ¢ restrittivo supporre che sia X,, ;1 C X, per ogni n cosicché, posto Xoo = J,, En,
risulta f = 0 A—quasi ovunque in X \ X, per ciascuna funzione f € K. La re-
strizione Ao, della misura A alla o—algebra S(Xo) = {F€S: EC X} ¢ una
misura o —finita e chiaramente 'insieme K ¢ relativamente debolmente compatto in
L1(X) se e solo se 'insieme delle restrizioni a X, delle funzioni di K & relativamente
debolmente compatto in Lj (A ). Conseguentemente, non & restrittivo supporre che
A stessa sia una misura positiva o —finita su S.

Sia quindi ® 'isomorfismo canonico di L (A) in [Lq(A)]** che possiamo identificare
con [Loo(N)]* poiché la misura A & o—finita per quanto osservato sopra e sia

L € cly- (B(K)).

Come nella dimostrazione del teorema di Riesz (Teorema 2.39), consideriamo la
misura complessa finitamente additiva e limitata p: & — K definita su S da

uw(E)=(L,1g), EE€S,

e proviamo che risulta
(e Bl < [ Ees,
fexk JE

Sia F' € S fissato. Poiché L appartiene alla chiusra in w* —[Loo(A)]* di ®(K), con
le notazioni di Sezione 5.1, risulta
PK)N(L+V(lg,e) # @
per ogni € > 0 e quindi per ogni € > 0 esiste f. € K tale che
(®(fe) — L,1Ep)| <e.
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Si ha allora

[W(E)| = (L, 1g)| < (@(f), 1e)| + [(@(f:) = L, 1p)| <
<1, fo)l+e=

/fad/\‘+6§sup/|f|d)\+e
E E

fek

e dall’arbitrarieta di € > 0 segue ’asserto.

Proviamo ora che g ¢ numerabilmente additiva su S e quindi risulta p € M(S).
Consideriamo a tal fine insiemi E,, € S (n > 1) disgiunti e proviamo che, posto
E =, En, risulta

WE) =5 u(By).

Fissato € > 0, sia F. € § un insieme tale che risulti

ME) < 400 @ Sup/ fldA < &/2
fek Jx\E.

e 0 = 0(g) > 0 tale che risulti
EcSeAE)<$ = sup/|f|d)\§5/2.
fexk JE

Sia ha
MENE:) =Y ME,NE.) < +00
e quindi esiste ng = ng(e) > 1 tale che risulti

cosicché per n > ng risulta

wE) = > p(En)

1<m<n

< |/~L((E\(E1UEn))mEs)’+|:u((E\(E1UEn))\Es)| <

=[u(E\ (B1U---UE,))| <

< sup

/ [fldh+¢e/2 <
feK JX\(B\(E1U-E,))NE.

<eg/2+4¢/2=c¢.
Abbiamo cosi provato che p € M(S) e da cio segue L = ®(f) per qualche f € Li(A)
(Teorema 2.44). Pertanto, essendo ®(K) limitato in norma, anche cl,,« (®(K)) risulta
tale in [Loo(A)]* e quindi risulta anche debolmente* compatto in [Lo(A)]* per il

teorema di Banach—Alaoglu (Teorema 5.24). Conseguentemente K ¢ relativamente
debolmente compatto in L;(A) (Teorema 5.23—(b)). O

Concludiamo questa parte con la classica caratterizzazione degli insiemi uniforme-
mente integrabili di Ly di de la Vallée Poussin.

TEOREMA 5.43 (C. de La Vallée Poussin). Sia A una misura positiva su S e sia
K C Li(\) un insieme. Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(a) K ¢& uniformemente integrabile in Li(\);
(b) K é limitato in L1(X\) ed esiste una funzione Q: [0,+00) — [0, +00)
crescente e convessa con

Q(0) =0 e
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tale che risulti

sup/ Q(f]) dX < +o0.
fex Jx

DIMOSTRAZIONE. (a) Essendo K uniformemente integrabile, determiniamo una
successione di interi positivi k, € N4 (n > 1) tale che

e 0 <k, < kpy1 per ogni n;

e sup/ |fld\ < 1/2™ per ogni n;
FEK J{|fI>kn}

e costruiamo la funzione @) nel modo seguente. Poniamo gp =0 e
gm =card ({n >1: k, <m}), m>1,

cosicché la successione {¢m, }m cosi definita risulta evidentemente crescente e diver-
gente a +o0o: scelto infatti n > 1 e posto mg > ky,, per m > mg risulta g, > gm, > n.
Definiamo quindi la funzione costante a tratti ¢: [0, +00) — [0, +00) ponendo

q(t) = qn, ten,n+1),

per ogni n e consideriamo la sua funzione integrale

che risulta essere quindi una funzione crescente e convessa e tale che Q(0) = 0. Si

ha inoltre
Q) _ gule —n)
x x
per ogni n cosicché da g, — +0o per n — +o0o segue Q(z)/x — +0o0 per x — +00.
La funzione @ cosi definita ha dunque le proprieta elencate nell’enunciato e risulta
anche

Q(x):/o t)dt < Z /m+1 = Z G z € (n,n+1),

0<m<n 1<m<n

T>n -

per ogni n > 1, essendo gy = 0.
Valutiamo ora gli integrali di Q(|f|) su X al variare di f in K. Essendo @ nulla
nell’intervallo [0, 1], per ogni funzione f € K si ha

[ atmar- /Il}Qf

Z/{ <|fI< +1}Q(|f|)d)\éz Z Gm | A{n < |f| <n+1})

n>1 n>1 \1<m<n

e quindi, riscrivendo la serie a destra come una serie doppia e scambiando 1’ordine
di sommazione (Esercizio I-2.29), risulta

SIS A <Al <n41) = 33 gulpmA{n < f] <n+ 1) =

n>1 \1<m<n n>1m>1

:quZA({n<|f|§n+l}):

m>1 n>m

= > amA{lf| > m}).

m>1
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Analogamente, riscrivendo la serie cosi ottenuta come serie doppia e scambiando
nuovamente ’ordine di sommazione come prima, risulta

Y a1 >my) =30 D A > mP)p, ooy (m) =

= Z Z )‘({|f| > m})l[km_,'_oo)(m) =
=3 > Al > my)
n>1m>k,

per ogni funzione f € K. Abbiamo cosi provato che risulta

/Qlfl A< S ST A > mY)

n>1m>ky,

per ogni funzione f € K e non resta che stimare la somma della serie doppia che
compare a destra nella disuguaglianza precedente.
A tal fine, osserviamo che, per ogni funzione f € K e per ogni n si ha

() / fldx / flar= S mA{m < |fl <m+1})
{f1>kn } ,,; {m<|flsm+1} mgn

e, poiché la misura A degli insiemi di sopralivello di f ¢ finita, ciascun addendo della
serie a destra si scrive come differenza nella forma

mA{m <[fl <m+1}) =m X{If| > m}) = X{|f] > m+1})] =
=mA({[f] > m}) = (m+ DA{f| > m~+1}) + {|f| > m+1})

cosicché, sommando per m da k, a k, + j con 57 > 1, per le somme parziali della
serie che compare a destra in (xxx) risulta

> m I > mp) = A{Ifl > m+1})] =

kn<m<kn+j

= kn A{[f > En}) = (ko + 5 + DA{|f] > kn + 7+ 1)+
+ Y AfI>m1p =

kn <m<k,+j
> > M > mY) = (ke + 54+ DA > a5+ 1)
kn<m<kn,+j+1

poiché si ha k,, > 1. Fissato n > 1, per ogni j > 1 sia n; > 1 il massimo intero tale
che ky; < kn +j+ 1. Risulta allora

(ka3 DA > kntjt 1)) < / fldr< < / fdr < 1727
{|f|>kn+j+1} {1f1>kn;}

cosicché, tenendo conto che deve essere n; — 400 per j — 400, risulta

S (k45 + DARIS] > k45 +1}1) =0

e quindi, passando al limite per j — 400, la disuguaglianza (xxx) diviene

d\ A m
/{|f>kn}|f| > 3" A{f] > m)

m>kn
per ogni funzione f € K e per ogni n. Sommando su n si trova infine
D IRUETIIED O NNNUTED SREES
n>1m>kn, n>17{f[>kn} n>1

per ogni funzione f € K.
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Combinando le disuguaglianze ottenute risulta infine
Jeuma<y ¥ adis>mp <t
X n>1m>kn

per ogni funzione f € K e questo prova ’asserto.
(b) Sia M > 0 tale che

sup/ QUfl)dr< M
fEK JX

e, fissato € > 0, sia ¢y = ¢o(€) > 0 tale che risulti Q(z)/x > M /e per ogni x > ¢o.
Allora, per ¢ > cg risulta

e IS c
flax< < Alrhars o [ Qurhax< Sar—e
/{|f|>c} M Jqp1se M Jx M
per ogni f € K e dunque 'insieme K risulta essere uniformemente integrabile. [J

Convergenza debole* in L.,. Bla, bla, bla ...

Esercizi

5.1. Sia X uno spazio normato sul campo K con dim X = +oo. Provate che la
norma x € X,, — ||z]| € [0,400) non & debolmente continua.

5.2. Sia X uno spazio normato sul campo K. Provate che X, & di seconda categoria
in se se e solo se dim X < +oo0.

5.3. Provate che ¢g e £, (1 < p < +00) non hanno la proprieta di Schur.
5.4. Provate che ogni spazio di Banach riflessivo sul campo K & debolmente sequen-
zialmente completo. Provate quindi che:

(a) co non & debolmente sequenzialmente completo;
(b) ¢; & debolmente sequenzialmente completo.

5.5. Siano H uno spazio di Hilbert separabile con dim H = +o0, {uy, }, un insieme
ortonormale completo di H e X il sottospazio non completo di H definito da

X =span{u, : n>1}.
Provate che
(a) X. & metrizzabile;
(b) esiste una successione di funzionali lineari ) € X™* (n > 1) tali che

x, — 0 debolmente™ per n — 400 e sup ||z || = +oc.
n>1

5.6. Sia X uno spazio di Banach riflessivo sul campo K. Provate che, per ogni
x* € X* esiste x € X con ||z|| = 1 tale che

"] = [(z*, ).

5.7. Provate che 'integrale

fec(o,1) H/O f

come funzionale lineare su C([0,1]) ¢ debolmente sequenzialmente continuo e non &
debolmente continuo.
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5.8. Siano K = [0, Q] lo spazio di Hausdorff compatto di Esercizio 1-2.35 e M(K)
lo spazio di Banach delle misure di Radon reali o complesse in K. Provate che il
funzionale lineare L: M(K) — K definito da

Lp=p({Q}),  peM(K),

¢ debolmente* sequenzialmente continuo ma non ¢ debolmente* continuo.

5.9. Sia I insieme infinito e siano z, € £,(I) (n > 1) ez € £,(I) con 1 < p < 400.
Provate che le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(a) zp = 2 in w—{,(I) n — +o0;
Sup || Ty [|oo < +00
n>1
(1) = x(4) per n — 400 per ogni i € I.

Provate che lo stesso vale per p = 400 per la convergenza debole* di ¢, (I) ma non
vale per p = 1.



Note e commenti

Capitolo 1.
Bla, bla, bla ...

Spazi di Banach. La nozione di spazio normato completo nella forma astratta
che ci ¢ familiare compare nella tesi di dottorato di S. Banach (Politecnico di Lwéw
1920) pubblicata in [4] anche se i principali esempi di tali spazi erano gia noti e
molte delle considerazioni di base relative a tale spazi erano gia state osservate
in tali esempi specifici. A Banach va attribuito il merito di aver elaborato una
teoria generale, unitaria e organica culminata nella monografia [7] che ha avuto un
enorme impatto ed e stata per lungo tempo il riferimento principale per I’analisi
funzionale. Il nome originariamente attribuito agli spazi normati completi & (B)
spazi e il battesimo di tali spazi con il nome di Banach ¢ dovuto a M. Fréchet ([23]).
Un dettagliato resoconto della storia della teoria degli spazi di Banach é presentato
in [48] da cui molte di queste note sono tratte.

Convergenza incondizionata. La nozione di convergenza incondizionata in
spazi di Banach & dovuta a W. Orlicz ([45]) che dimostra anche lequivalenza
con la convergenza per sottoserie (Esercizio 1.9). L’equivalenza tra convergenza
incondizionata ed esistenza del limite delle somme parziali lungo I'insieme filtrante
dei sottoinsiemi finiti di N1 & dovuta a T. Hildebrandt ([32]).

Un’altra dimostrazione del teorema di Dvoretzky—Rogers basata sulla nozione di
spazio nucleare ¢ dovuta a A. Grothendieck ([24]).

Teorema di Hahn—Banach. Il teorema di estensione di Hahn-Banach per spazi
normati reali (Teorema 1.44) & originariamente dovuto a H. Hahn ([25]) e successi-
vamente ma indipendentemente a S. Banach ([5]). Per la versione complessa dovuta
a H. Bohnenblust e A. Sobczyk ([9]) e contemporaneamente a G. A. Soukhomlinov
([65]) — che prova il teorema anche per i quaternioni — occorre sorprendentemente
attendere alcuni anni. Sempre in [25] si trova anche il successivo teorema sulla
risolubilita dei sistemi di equazioni lineari (Teorema 1.47) nel caso reale mentre
Panalogo teorema di E. Helly per il duale (Teorema 1.48) ¢ in realta precedente

([29])-

Principio di uniforme limitatezza. Bla, bla, bla ...

Duale e biduale. Il nome duale per lo spazio dei funzionali lineari ¢ dovuto
a N.Bourbaki ([Bourbaki-CRParis1938]) cosi come le notazioni z* per i suoi
elementi e (x* x) per azione di z* su z ([11] e [12]).

La nozione di spazio riflessivo ¢ dovuta a H. Hahn ([25]) con il nome di reguldre
Rdume ed il fenomeno della non riflessivita negli spazi di successioni ¢ evidenziato da
E. Helly ([29]). L’uso dell’aggettivo riflessivo & invece dovuto a E. R. Lorch ([41]).
La nozione di spazio uniformemente convesso ¢ dovuta a J. A. Clarkson ([14])
che prova I'uniforme convessita degli spazi L, (1 < p < +00) come conseguenza
delle omonime disuguaglianze (Teorema 2.46). La funzione d(g) > 0 ottimale per
I'uniforme convessita di L, (1 < p < +00) & determinata in [28].

La riflessivita degli spazi uniformemente convessi & dovuta indipendentemente a

221
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D. P. Milman ([44]) e B. J. Pettis ([46]). La dimostrazione del teorema di Milman—
Pettis qui presentata (Teorema 1.75) & dovuta a S. Kakutani ([35]). L’esempio che
mostra che I'implicazione opposta ¢ falsa (Esmpio 1.76) ¢ dovuto a M. M. Day ([16]
e [17)).

Capitolo 2.
Bla, bla, bla ...

Spazi di funzioni continue. Bla, bla, bla ...

Una piu ampia e approfondita discussione sulla validita del teorema di Stone—
Weierstrass e delle sue generalizzazioni ¢ svolta in [30].

La compattezza rispetto alla convergenza uniforme delle successioni di funzioni
equilipschitziane definite su intervalli compatti della retta reale € dovuta a G. Ascoli
([3]), il caso generale di funzioni equicontinue & dovuto a C. Arzela ([2]).

Spazi L,. La definizione degli spazi L, (1 < p < 4+00) nel caso di intervalli compatti
con la misura di Lebesgue ¢ dovuta a F. Riesz ([1909a]) mentre per lo studio degli
stessi spazi con p misura astratta bisogna attendere N. Dunford ([1938]).

La caratterizzazione degli insiemi compatti di L,(u) (Teorema 2.34) & dovuta a
R. S. Phillips ([47]). Il teorema di Kolmogorov—Riesz (Teorema 2.36) & noto anche
come teorema di Fréchet—Kolmogorov. Ulteriori informazioni sulla compattezza in
L, sono in [26] e [27].

Duale di L,. L’identificazione del duale di L,([a,b]) (1 < p < 4o0) con il
corrispondente spazio L, con ¢ esponente coniugato risale a F. Riesz ([1909a]). Lo
stesso risultato con p misura astratta ¢ dovuto a N. Dunford ([1938]) con u misura
finita e a Schwartz ([1951]) con misura infinita. Entrambi questi risultati utilizzano
il teorema di Radon—Nikodym. Un approccio alternativo che non utilizza il teorema
di Radon—Nikodym ¢ dovuto a E. J. McShane ([43]) e si basa sulle disuguaglianze
di Clarkson (Teorema 2.46). Questo approccio ¢ illustrato in [30].
L’identificazione del duale di Ly con L., € originariamente dovuta a H. Steinhaus
per la misura di Lebesgue su un intervallo compatto ([1919]). Nel caso di una
misura astratta finita I’identificazione & dovuta a O. Nikodym come conseguenza
del teorema di Radon—Nikodym ([1930]). Il caso di misure o —finite & parte del
folklore e l'osservazione che il duale di L; puo essere piu grande di L., risale a
S. Saks ([1937]). L’identificazione del duale di L; con Lo, continua a valere per
misure decomponibili (Teorema 20.19 in [30]).

L’identificazione del duale di Lo, e delle funzioni limitate e misurabili & dovuta
indipendentemente a T. Hildebrandt ([31]) e a G. Fichtenholz e L. V. Kantorovich

([22])

Spazi L, con 0 < p < 1. Lo studio degli spazi L, con 0 < p < 1 & dovuto a
M. Day ([15]) cui si deve in particolare il Corollario 2.51.

Convoluzioni. La convergenza puntuale della convoluzione con un nucleo di
sommabilita { K }+~0 nei punti di Lebesgue (Teorema 2.62) & dovuto a A. P. Calderon
e A. Zygmund (Lemma 1 pg. 111 in [13]) con la sola ipotesi che K sia maggiorata
da una funzione integrabile radialmente simmetrica. Ulteriori generalizzazioni sono

in [37].

Capitolo 3.
Bla, bla, bla ...

Capitolo 4.
Spazi vettoriali topologici. Bla, bla, bla ...
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Il teorema che caratterizza gli spazi vettoriali topologici metrizzabili in termini di
numerabilita delle basi di intorni & dovuto indipendentemente a G. Birkhoff ([8]) e
S. Kakutani ([34]).

Il Teorema 4.33 sulle quasinorme & dovuto a T. Aoki ([1]) e S. Rolewicz ([52]) e la
dimostrazione qui presentata ¢ tratta da [36].

Spazi localmente convessi. Bla, bla, bla ...

Convessita. Il teorema di estensione di Hahn—Banach per funzionali reali sublineari
(Teorema 4.50) & dovuto a S. Banach ([6]). Le sue conseguenze in termini di
separazione dei convessi sono dovute a M. Eidelheit ([20]) e a J. Dieudonné ([18]) nel
caso in cui uno dei due insiemi convessi sia aperto (Teorema 4.54—(a)) e nell’altro
caso (Teorema 4.54— (b)) a J. W. Tukey ([56]) quando lo spazio localmente convesso
¢ uno spazio normato con la sua topologia debole (Capitolo 5) e a V. L. Klee ([38])
nel caso generale.

Capitolo 5.

Topologia debole e debole*. Bla, bla, bla ...

Nella versione originale ([42]) il teorema di Mazur (Teorema 5.10) stabilisce che gli
insiemi chiusi e convessi sono debolmente sequenzialmente chiusi e gia in [7] vi ¢ la
dimostrazione che i sottospazi chiusi sono debolmente chiusi.

Bla, bla, bla ...

La proprieta di Radon—Riesz prende il nome dalla corrispondente proprieta degli
spazi L, dimostrata da J. Radon ([49]) prima e indipendentemente da F. Riesz ([50]
e [51]) poi. La stessa proprieta ¢ anche detta proprieta di Kadets—Klee.
L’osservazione che X,, € di prima categoria in s¢ quando X ha dimensione infinita
(Esercizio 5.2) & dovuta a J. V. Wehausen ([57]).

Compattezza debole e debole*. La versione originale di Banach del teorema di
Banach—Alaoglu & quella di Corollario 5.28. La dimostrazione nel caso non separabile
(Teorema 5.24) & dovuta a L. Alaoglu ([]) e dimostrazioni indipendenti e di poco
successive sono dovute a N. Bourbaki, J. Dieudonné, V. Smulian e S. Kakutani.
L’equivalenza tra i vari tipi di compattezza nella topologia debole degli spazi di
Banach separabili & dovuta a D. G. Bourgin ([]). Nel caso generale (Teorema 5.34,
I’equivalenza tra compattezza numerabile debole e compattezza sequenziale debole
& dovuta a V. Smulian mentre I’equivalenza tra compattezza debole e compattezza
numerabile debole a W. F. Eberlein ([]). La dimostrazione del teorema di Eberlein—
Smulian qui proposta ¢ dovuta a R. Whitley ([58])-

Capitolo ?7.

Bla, bla, bla ...

Il primo esempio esplicito di funzione continua la cui serie di Fourier diverge
in qualche punto & dovuto a P. du Bois Reymond [10]. L’esempio qui presentato
(Esempio ??) & dovuto a L. Fejér ([21]) ed un ulteriore esempio & dovuto a H. Lebesgue
([40]). L’esempio di Kolmogorov di una funzione integrabile la cui serie di Fourier
diverge quasi ovunque (Teorema ??) puo essere modificato in modo da ottenere la
divergenza della serie di Fourier in ogni punto di T ([39]).
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