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ANALISI MATEMATICA 3 - ESERCIZI

1. Misura e integrazione astratta

Esercizio 1. Sia S una o —algebra infinita di insiemi di X. Provate che

(a) esiste una partizione numerabile {E, }, dellinsieme X formata da insiemi S —misurabili
(non vuoti);

(b) card(S) > ¢ (¢ denota la cardinalita di R).

Esercizio 2. Siano X e Y spazi topologici con o —algebre di Borel B(X) e B(Y') rispettivamente.
Provate che

(a) se Z C X & un insieme di X e B(Z) ¢ la oc—algebra di Borel di Z relativamente alla
topologia indotta, si ha
B(Z)=B(X)NZ,
(b) se ®: X — Y & un omeomorfismo di X su Y si ha

BeB(X) <«  ®B)eB(Y).

Esercizio 3. Fornite un esempio di classe di Dynkin D che non sia una o —algebra.

Esercizio 4. Sia pu: & — [0, 00| una misura positiva e, dati E, € S (n > 1), siano
1711§+120fEn: U m E, e l;gilgE = ﬂ U E,.
m>1n>m m>1n>m

Provate che

(a) u <lim inf En> < liminf pu(E,);

n—-+0o0o n——+oo

(b) p U E, | <+ = 1 <lim sup En> > lim sup p(Ey).

n>1 n—-+o00 n—-+o0o

Esercizio 5. Siano p: S — [0, +00] una misura positiva semifinita su una o —algebra S di insiemi
di X e F € S un insieme tale che u(E) = +oo. Provate che per ogni ¢t > 0 esiste un insieme F' € §
tale che F C F et < u(F) < 4oc.

Esercizio 6. Sia (X,S) uno spazio misurabile e siano f,g: X = R e fr,: X = R (n > 1)
funzioni & —misurabili. Provate che i seguenti insiemi sono S —misurabili:

(a) {f <gh {f # g} e{f =gk
(b) {x eX: 3 nll)l_{l_loo fn(a:)}
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Esercizio 7. Sia X un insieme non numerabile e siano

S = {E C X: Eo E°¢alpiu numerabﬂe} ;

EeS.

(B) = 0 se E al pit numerabile
a 1 se E° al piu numerabile

(a) Provate che S & una o —algebra di insiemi di X e che p € una misura positiva su S.
(b) Determinate le funzioni S —misurabili f: X — R ed i loro integrali.

Esercizio 8. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X tale
che pu(X) < 400 e siano f,: X — K (n > 1) funzioni § —misurabili e f: X — K una funzione tali
che

e ogni f, e limitata;
e f, — f uniformemente su X per n — +o0.

Provate che ogni f, e f sono p—integrabili su X e che risulta

i [ 12~ fldu=0

n——+o00

e che la conclusione puo essere falsa se I'ipotesi u(X) < 400 viene omessa.

Esercizio 9. Sia u: S — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di X tale
che u(X) = 1 e siano f,g: X — R funzioni positive S—misurabili tali che f(z)g(z) > 1 per

©—q.0. x € X. Provate che risulta
/ fdu-/ gdp > 1.
X X

Esercizio 10. Siano pu: & — [0, +00] una misura positiva su una o —algebra S di insiemi di 2 e
(X, d) uno spazio metrico e sia f: X x @ — K una funzione con le seguenti proprieta:

e per ogni x € X la funzione w € Q — f(z,w) & pu—integrabile in €2;
e per p—q.0. w € Q la funzione z € X — f(z,w) & continua in xg € X;
e esistono 7 > 0 e una funzione g: 2 — [0, +o00| S —misurabile con

/gwwmm<+w
Q

tali che |f(z,w)| < g(w) per ogni x € B,(zg) e w € ).
Provate che la funzione F': X — K definita da

F(:C):/Qf(x,w)du(w), reX,

¢ continua in xg.



Suggerimenti

Esercizio 1.

(a) Provate per induzione che per ogni n > 1 esiste una partizione &, = {E1,...,E,} di X
formata da n insiemi S —misurabili (non vuoti). Per ogni x € X e n > 1, sia E¥ 'insieme
di &,, contenente x. Posto
E,=()EL,

n>1
provate che per x # y risulta £, = E, o £, N E, = & e concludete.

(b) Usate (a) e la rappresentazione binaria dei numeri reali in [0, 1) per costruire una funzione
¢: (0,1) — S iniettiva.

Esercizio 3. Oltre a X e a &, la collezione di insiemi D deve contenere A e A° per ogni insieme A
ma devono esistere A e B in D tali che AU B ¢ D. Per fare questo basta che X abbia ... elementi.

Esercizio 5. Supponete che sia
t=sup{u(F): FES, FCEep(F)<+} <+4oo
e osservate che per ogni insieme F' € S con F' C E e p(F) < o0 deve essere u(F) < t.

Esercizio 6.
(a) Attenzione! Non si puo fare g — f.

(b) L’insieme dei punti = dove {f,(z)}, converge ¢ linsieme dove {f,(x)}, ¢ di Cauchy.
Esprimete tale insieme come intersezione numerabile di unioni numerabili di intersezioni
numerabili ... Adattate lo stesso argomento all’insieme dei punti « dove { f,,(x)},, diverge.

Esercizio 7.

(a) Se E ed F sono due insiemi S—misurabili e disgiunti di X, essi non possono essere
entrambi . . .
(b) Provate che, se A C R ¢ un insieme non numerabile, esiste ¢ € R tale che entrambi gli

insiemi {a € A: a<c}e{a€ A: a> c}sononon numerabili (si puo fare in vari modi!).
Quindi, se f: X — R & S—misurabile, f(X) deve essere ...

Esercizio 9. Pensate alla disuguaglianza di Holder . ..

Esercizio 10. Usate il teorema di convergenza dominata con una generica successione di punti
T, — To in X per n — +o0.



