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ANALISI MATEMATICA 3 – ESERCIZI

2. Misura e integrazione in RN

Negli esercizi seguenti |E| denota la misura di Lebesgue di un insieme Lebesgue misurabile E ⊂ R
e tutti i riferimenti a misure e integrali sono relativi alla misura di Lebesgue in R.

Esercizio 1. Per ogni x ∈ [0 , 1), siano dn(x) ∈ {0 , . . . , 9} (n ≥ 1) le cifre della rappresentazione
decimale limitata1 di x cosicché risulta

x =
∑
n

dn(x)

10n
.

Provate che l’insieme
E =

{
x ∈ [0 , 1) : dn(x) 6= 9 per ogni n

}
è misurabile e calcolatene la misura.

Esercizio 2. Siano dn(x) (n ≥ 1) le cifre della rappresentazione decimale di x come nell’Esercizio 1.
Provate che gli insiemi

E =
{
x ∈ [0 , 1) : dn(x) dispari per ogni n

}
;

F =
{
x ∈ [0 , 1) : dn(x) dispari definitivamente

}
;

G =
{
x ∈ [0 , 1) : dn(x) dispari per infiniti n

}
;

sono misurabili e calcolatene le misure.

Esercizio 3. Sia E ⊂ R un insieme misurabile con |E| > 0. Provate che per ogni 0 < t < |E| esi-
ste un insieme misurabile Et tale che Et⊂ E e |Et| = t.

Esercizio 4. Per ogni 0 < ε < 1, costruite un insieme Kε ⊂ [0 , 1] con le seguenti proprietà:

(a) Kε è compatto e totalmente disconnesso con int(Kε) = ∅;

(b) |Kε| = ε.

Costruite quindi una funzione f : [0 , 1] → R limitata e Lebesgue integrabile in [0 , 1] che non è
uguale quasi ovunque ad alcuna funzione Riemann integrabile in [0 , 1].

Esercizio 5. Sia {qn : n ≥ 1} = Q una enumerazione dei razionali e siano

ϕ(t) =

{
1/
√
|t| 0 < |t| ≤ 1

0 t = 0 o |t| > 1
e f(t) =

∑
n≥1

1

5n
ϕ(t− qn)

per ogni t ∈ R. Provate che

1 Ad esempio, per x = 1/2, si sceglie la rappresentazione decimale 1/2 = 0.5000 . . . anziché 1/2 = 0.4999 . . ..
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(a) f(t) < +∞ per q.o. t ∈ R e

∫ +∞

−∞
f = 1;

(b) f è illimitata in ogni intervallo non degenere di R;

(c) la proprietà (b) vale anche se si modifica f su un insieme trascurabile.

Esercizio 6. Sia f : [0 , 1]→ R una funzione integrabile in [0 , 1]. Calcolate

lim
n→+∞

1

n

∫ 1

0
log
(

1 + enf(x)
)
dx.

Esercizio 7. Sia f : R→ R una funzione integrabile in R con

f(x) ≥ 0 ∀x ∈ R e

∫ +∞

−∞
f > 0.

Calcolate

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
n log

(
1 +

[
f(x)

n

]α)
dx (0 < α < +∞).

Esercizio 8. Sia f : R→ R una funzione integrabile in R. Calcolate

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
f(x− n)

x

1 + |x|
dx.

Esercizio 9. Siano fn : (0 ,+∞)→ R (n ≥ 1) le funzioni definite da

fn(x) = ae−nax − be−nbx, x > 0,

con 0 < a < b. Provate che

(a) ogni funzione fn è integrabile in (0 ,+∞) con

∫ +∞

0
fn = 0;

(b)
∑
n≥1

∫ +∞

0
|fn| = +∞.

Provate quindi che la serie di funzioni

f(x) =
∑
n≥1

fn(x)

converge per x > 0 e definisce una funzione f : (0 ,+∞)→ R che risulta integrabile in (0 ,+∞) con∫ +∞

0
f = log (b/a).
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Suggerimenti

Esercizio 1. Come nella costruzione dell’insieme di Cantor, E =
⋂
nEn con En unione di intervalli

tali che . . .

Esercizio 2. Per l’insieme E procedete come nell’Esercizio 1. L’insieme F è unione di copie ri-
scalate di E. Quale relazione c’è tra F e G?

Esercizio 4. Procedendo come nella costruzione dell’insieme di Cantor, eliminate al passo n una
frazione 0 < ξn < 1 opportuna dagli intervalli precedenti.

Esercizio 6. Provate che risulta

t+ < log
(
1 + et

)
≤ log 2 + t+, t ∈ R.

Esercizio 7. Provate che per α ≥ 1 risulta

0 <
log (1 + tα)

t
≤ α, t > 0,

e per 0 < α < 1 usate il lemma di Fatou.


